
1082— Série A C. R. Acad. Sc. Paris, t. 274 (27 mars 1972)

PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Un modèle de particule à spin dans
le champ gravitationnel et électromagnétique. Note (*) de MM. CHRISTIAN
DUVAL,HENRI-HUGUESFLICHEet JEAN-MARIESOURIAU,présentée par
M. André Lichnerowicz.

Nousconstruisonsun modèlepour la particule à spin, compatibleà la foisavecles résultats expérimentauxet avec les principes de la mécaniquesymplectiqueet de la relativité générale.Ce modèlecontient une fonction arbitraire m(a) qui
pourrait être déterminéeexpérimentalement.

1. CONDITIONSIMPOSÉESAUNMODÈLEDEPARTICULE.— a. Les principes
de la mécanique, sous leur forme actuelle, requièrent que l'ensemble des
mouvements d'un système dynamique libre possède une structure de
variété symplectique, sur laquelle le groupe de Poincaré opère par auto-
morphismes, et que cette variété soit « quantifiable », c'est-à-dire que l'on
puisse construire au-dessus d'elle un espace fibre muni d'une 1-forme
vérifiant certaines conditions [voir (6)].
b. La relativité générale impose des conditions complémentaires des

précédentes ; à savoir que la matière soit associée à une distribution tenso-
rielle sur la variété riemannienne espace-temps; dans le cas d'un milieu
continu, cette distribution est définie par le tenseur impulsion-énergie T
et le vecteur courant électrique J, qui vérifient les identités de conservation

On peut transcrire ces conditions au cas où la matière est concentrée
sur la ligne d'univers d'une particule [(8), (9)]; cette procédure mathéma-
tique permet de définir quatre grandeurs physiques, l'impulsion P, le tenseur
de spin S, la charge q, le moment électromagnétique M, qui vérifient les
équations universelles

où les
^
désignent une dérivation covariante; R est le.tenseur de Riemann-

Christoffel, F le champ électromagnétique, t le temps propre.
c. Tout modèle doit évidemment rendre compte des résultats expéri-

mentaux où les effets quantiques ne sont pas prépondérants : mesure de
la masse, du spin, du moment magnétique et électrique.
2. DIVERS MODÈLESRÉPONDANTA CES CONDITIONS.— Les modèles

de particules libres conformes aux principes (1 a) peuvent se construire
par la théorie des groupes (7); parmi les candidats ainsi obtenus, il est
facile de trouver celui qui correspond à la particule de spin 1/2; sa quanti-
fication conduit d'ailleurs à l'équation de Dirac (7). On peut, un peu arbi-
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trairement, ajouter des termes phénoménologiques à la forme symplectique
caractéristique de ce modèle, pour tenir compte du champ électromagné-
tique (7) et du champ de gravitation (8).
La variété symplectique correspondante peut se construire comme

quotient d'une structure de contact : c'est la méthode choisie par
Kûnzle (10); sa construction est en fait une quantification au sens de (6),
appliquée au cas d'une particule de spin 1.
3. MODÈLEPROPOSÉ.— Soit W la variété de dimension 10 parcourue

par la variable

où x est un point de la variété espace-temps, un spineur de Dirac (au
point x) astreint aux liaisons

se caractérise, à une phase près, par les deux tenseurs

qui vérifient eux-mêmes les liaisons

On pourra leur associer le tenseur de spin S et l'impulsion P en posant

a désignant le terme de Pauli :

On décrira ainsi une particule de spin 1/2 et de masse m ; le fait que
la masse soit variable permet de tenir compte de la contribution massique
de l'énergie magnétique de la particule.
Nous choisissons la forme fondamentale

où désigne la dérivée covariante du spineur A le potentiel-vecteur
électromagnétique. Le calcul montre alors que le quotient de W par le

feuilletage caractéristique constitue une variété quantique, au sens de (6).
Indiquons simplement les équations du mouvement correspondantes ;

on les obtient en cherchant le feuilletage caractéristique de la 2-forme c,
dérivée extérure de
Le calcul conduit exactement aux équations (2) de la relativité générale,

à condition de poser
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ce qui exprime l'absence de moment électrique et l'existence d'un moment

magnétique u. = — m' (a).
Ces équations universelles sont complétées par une équation spécifique

(11)


