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Résumé. — Trois résultats sont obtenus dans cet article :

1° on montre, par une démonstration trés générale, que ’ensemble des constantes fondamentales
du mouvement qui peuvent étre tirées de chaque groupe d’invariance d’un Lagrangien donné sur
une ligne d’univers, fournit des crochets de Poisson classiques qui satisfont & des relations iden-
tiques aux relations de commutation de I’algébre de Lie du groupe ;

20 toute particule comportant des variables internes peut étre représentée par un rotateur
« bilocal » formé de deux tétrapodes relativistes localisés en deux points différents ;

30 les transformations de jauge & un et trois parameétres du formalisme spinoriel habituel peuvent
étre traduites dans le formalisme des tétrapodes, avec une interprétation cinématique évidente.

Abstract. — Three noteworthy results are established in this paper : First,it is shown in the
frame of a very general treatment, that the set of fundamental constants ‘of the motion which can
be derived from each invariance group of a given line-Lagrangian gives rise to classical Poisson
Brackets which fulfil relations identical to the Lie algebraic relations of the group. Secondly,
any particle endowed with internal variables can be represented by a ‘ bilocal *’ rotator composed
of two relativistic tetrads localized at two different points. Finally, the usual one-parameter and
two-parameter gauge transformations in spinor form can be translated into tetrad form with an

obvious kinematical interpretation.

Introduction. — On se propose d’étudier du
point de vue de la ‘théorie des groupes, la-dyna-
mique de la particule relativiste en mouvement
dans l'univers physique. Par univers physique,
nous entendons ’espace-temps de Minkowski pos-
sédant une orientation déterminée — plus précisé-
ment, un sens du temps relié & Pexistence d’un eone
de lumiére avec une nappe future déterminée, et
une orientation déterminée de I'espace telle qu’elle
peut étre mise en évidence par les phénoménes qui
ne conservent pas la parité. En outre, cet univers
peut étre le siege d’'un champ extérieur capable
d’agir sur la particule en chaque point. D’autre
part, la particule sera, au moins au début, consi-
dérée comme strictement localisée en un point
d’univers z, qui décrit une ligne d’univers £. Outre
sa position, elle comportera des « variables in-

ternes » b variant avec le temps et sur la variance
et la nature desquelles nous ne ferons d’abord
aucune hypothése restrictive. Toutes les propriétés
dynamiques de la particule seront déduite d’un
Lagrangien dépendant de z,, &,, b, b® (nous dési-
gnons par un point la dérivation par rapport au
temps propre = de la particule, c’est-a-dire le long
de la ligne £). Pour traiter ce probléme, démon-
trons d’abord de fagon purement mathématique
une propriété trés générale.

I. Le théoréme de Noether et les variables dyna-
miques. — Considérons les variables suivantes :
T (& valeurs réelles)
Q= 2(v)
L = f(=,Q, Q) (a valeurs réelles)

(a valeurs dans R») . (1)
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et Pintégrale :
T1
A= A L dr.

Nous pouvons évidemment poser y = ¢ et
écrire :

A= [Tifw09) + PC—y)dr
4 = (PO + [ 1fs.Qy) — FQ— Pyl dv. (2)

P étant une fonction quelconque de 7 & valeurs
dans le dual de R™ (nous supposons que Q et y
sont des colonnes et que P est une ligne. Leurs
éléments seront respectivement désignés par Q%
y*, P,). Si 3 représente une variation de la fonc-
tion @, nous aurons :

343 = [P.5Q)%

L 0 Qo) e

Nous pouvons profiter de Pindétermination de P
pour poser

Y
u

afin de nous débarasser du coefficient de 3y dans (3).

Nous obtenons alors les équations de Lagrange :
)L Py _

en tant que conditions nécessaires et suflisantes

pour que :

BDy = 8Pqy) = 0] = [SAF = 0]. (5)

La forme méme de (4) montre que les condi-
tions (5) ne dépendent pas du choix de 74 et 7.

Considérons; maintenant, une variation quel-
conque 3Q fonction de 7 et de @, mais qui ne
s’annule pas nécessairement pour les valeurs 7,
et 1;. On a alors :

yal — f I dr.
T

Si la condition (4) est remplie, (2) montre qu’on
obtiendra :

b3 = [P.5Q1%.

Cette relation nous conduit au théoréme de
Noether [1]: A toute variation 38Q fonction de Q
et de 7, les équations de Lagrange permettent
d’associer une fonction u de P,Q,v : u = P.3Q
telle que la différence de ses valeurs en 7, et t,,
est égale & la variation de l'intégrale £ prise de 7,
a Ty ’

SAG = Utz — Utru)- (6)
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Ce théoréme peut étre appliqué en particulier au
cas ou I’on considére un groupe de Lie G & p para-
metres agissant dans l'espace (Q, 1) et conser-
vant <. Les générateurs infinitésimaux §; de ce
groupe fournissent alors p fonctions fondamentales:

uy = P.8;Q |. Y

Appelons phase le couple de variables (g) et

variable dynamique toute variable qui est fonction
de laphase et de t. Nous pouvons associer & chaque
variable dynamique scalaire u une différentielle d,,
définie par : .
du du

or = 2% py) = — 2%
du.Q ) DP)\ du\P}\) DQ)\‘

De plus, si u et v sont deux variables dyna-
miques, 'expression :

du(7) = 0

T — golp) — O OV ou ov
[w, 9] = du'0) = 55 505 — 307 >,

sera le crochet de Poisson de u et v. Les différen-
tielles associées a ces variables dynamiques satis-
font a la relation :

dy dy — dy dy, = dpy.v). (8)
En appliquant cette relation a une troisieme va-
riable dynamique w on obtient I’identité de Jacobi :
[w, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, V]] = 0.

Appliquons ces considérations aux variables dy-
namiques définies par (7). Nous obtenons immédia-
tement :

duflQ) = 81 Q
dui(P) = — P% (35 Q) (9)
dui(7) = o.

D’ou nous tirons :
[wj, uk] = duj(P.3% Q) = duj P8k Q + P.duyj3% Q)

— P (3 Q) 35 Q P (35 01.3;Q

[wj, ug] = P.(8; 8 — 82 8;) Q. (10)

Mais les générateurs infinitésimaux 3, d’un
groupe de Lie satisfont aux relations de commu-
tation

88 — 88 = Th &

ou les coefficients de structure 7% sont des-cons-
tantes qui restent invariantes dans tout homo-
morphisme du groupe. De la relation (10), nous
tirons donc I'identité :

(1)

1
[wj, ue] = Tir wi
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qui relie au moyen des coefﬁments de structure les
fonctions fondamentales engendrées par les géné-
rateurs du groupe G.

La relation (11) peut étre considérée comme la
forme infinitésimale d’une propriété finie trés
simple. En effet, considérons une transformation
bi-différentiable Q’ = F(Q), nous pouvons lui asso-
cier une transformation corrélative des variables P
correspondantes ¢n posant :

P’.dQ’ = P.dQ (12)

ce qui donne :
P’ = P.dQJdQ".

De méme, cette transformation qui laisse inva-
riante la forme P.3Q. laisse évidemment aussi inva-
riante la forme différentielle dP.3Q — 3&P.dQ.
(’est donc une transformation canonique dans I’es-
pace de phase.

Si maintenant, nous considérons un groupe G de
transformations aglssant sur Q, nous obtenons, en
appliquant (12) a chaque transformation de G, un
isomorphisme entre G et un groupe I' de transfor-
mations canoniques. Il est facile de voir que, dans
cet isomorphisme, chaque transformation infini-
tésimale 3; du groupe G, correspondra 4 une trans-
formation canonique infinitésimale du groupe I qui
coincide avec la différentielle d,; définie par (9).
L’invariance des relations de commutation par un
isomorphisme nous donne alors la relation :

dui Out — ur duj = T, Cu. (18)

Mais, d’aprés (8), on peut écrire le premier
membre de (13): dpyum ce qui- donne liden-
tité (11).

Signalons que les résultats démontrés ici peuvent
facilement étre étendus a des cas plus généraux, par

exemple a des transformations agissant aussi sur le -

parameétre = (on exprimera 7 et ¢ en fonction d’un
paramétre arbitraire s) ou au cas de Lagrangiens
dépendant de dérivées supérieures (pour le cas des
dérivées secondes, cf. plus loin, section 4).

Nous allons appliquer maintenant les résultats
généraux ci-dessus au probléme de la particule. A
chacune des variables définies plus haut :

— A
Q - (xu, b ))

correspondra son moment canoniquement con-

jugué :

P= Gu:ll_' m__bi

oy’ b
et & chaque générateur infinitésimal 3; d’un groupe
de Lie G, correspondra une fonction :
ui = P.83;Q = Gud;xy + LM 3 N,
Le groupe G peut étre formé de deux sortes de

transformations : les glissements qui agissent sur
les x,, et les transformations de jauge qui agissent
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seulement sur les variables internes 5™, si bien que
le groupe G se présente généralement comme un
produit direct d’un groupe de ghssements et d’'un
groupe de jauge.

En ce qui concerne les glissements, nous pouvons
considérer que, si le Lagrangien dépend des coor-
données z,, cette dépendance exprime I'influence du
champ extérieur A(z), et par conséquent nous pou-
vons supposer que L ne dépend de z, que par I'in-

termédiaire de A,, qui est une fonction vectorielle

de z,. Ainsi tout générateur infinitésimal §; du
groupe des glissements produit un déplacement
infinitésimal de la ligne £ dans un champ extérieur
immobile, si bien que la variation correspondante
de Vintégrale A§ est : :

o % AL Ay
8,,.40 /;o bAp. D.’l‘v S@x\,dr

et que I’équation (6) devient :

7™ QL 4
ui(ty) — ui(7o) = - DAg. P) :L 3;ay dr
soit, sous forme différentielle :
LA,
= Sy oz O

Ou enfin, plus simplement :

AL

Ay % Au

N
Ui =

(14)

3; A, représentant la variation subie par le champ
extérieur 4, sous un glissement infinitésimal 3; z
dans I’espace-temps.’

Nous voyons, en particulier que les transfor-
mations infinitésimales 8; qui laissent invariante
I'intégrale d’action 4§ sont données par la relation :

AL

Il peut exister pour un champ de structure donné
certaines formes de Lagrangien qui définissent un
sous-groupe J; de glissements pour lesquels les vec-
teurs dL[oA, et 3; A, sont orthogonaux. C’est le
cas, par exemple, pour les rotations spatiales dans
un champ a symétrie (spatiale) sphérique, ou pour
les translations dans un plan orthogonal & un
champ uniforme.

L’étude des glissements infinitésimaux dans un
champ extérieur fournit les lois de la dynamlque
d’une particule relativiste en rotation soumise a ce
champ. L’un de nous [2] a utilisé cette méthode
pour traiter le probléeme de la précession du spin
d’une particule chargée en mouvement dans un
champ électromagnétique. Néanmoins le cas de la
particule libre, en I'absence de champ extérieur,
qui parait limité & un « univers physique » trés
partlcuher est en falt trés important, car c’est
toujours dans ce cas qu’on se place pour construire
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des modeéles du niveau subquantique de la matiére,
niveau ou le concept de champ continu perd toute
signification et doit laisser la place a la notion
d’interaction, deux particules subquantiques en
interaction devant étre considérées comme for-
mant un édifice unique pendant la durée de 'inter-
action. Dans toute la suite, nous allons nous placer
dans le cas de la particule libre en supposant
A, = 0. Alors, le Lagrangien ne dépend plus expli-
citement de z, et reste invariant sous un glissement
quelcongue. De plus, en ce qui concerne les transfor-
mations de jauge, nous nous limiterons également &
celles qui laissent le Lagrangien invariant, si bien
qu’a partir de maintenant, nous allons seulement
considérer le groupe d’invariance du Lagrangien
étudié.
Dans ces conditions, I’équation (14) devient :
u =0
¢’est-a-dire :
vi= P.3 Q= Gudiau + £M 3 b = constante.

Chaque générateur infinitésimal du groupe d’in-
variance donne ainsi naissance i une constante du
mouvement, et ces constantes fondamentales expri-
mées en fonction des variables canoniques, obéis-
sent aux relations algébriques (11) sur les crochets
de Poisson.

II. Le groupe des glissements et 1a théorie bilo-
cale. — Les Lagrangiens qu’on peut avoir & consi-
dérer admettent différents types de groupes d’in-
variance. Mais, dans le cas de la particule libre, le
groupe d’invariance comporte nécessairement
(éventuellement comme sous-groupe) le groupe gé-
néral des glissements dans I’espace-temps, ¢’est-a-
dire le groupe inhomogéne de Lorentz. Dans cette
section, nous appliquerons le théoréme précédent
au groupe de Lorentz, sans spécifier les variables
internes.

Comme on le sait, les générateurs infinitésimaux
du groupe inhomogéne de Lorentz sont :

10 les opérateurs &, des translations infinité-
simales dans 'espace-temps. Ceux-ci agissent uni-
quement sur les 7, et sont donnés par :

Tu zn = £un

20 les opérateurs JG,, des rotations infinitési-
males dans l’espace-temps, qui agissent a la fois
sur les z, et sur les variables internes. Sur les
premiers, leur action est exprimée par :

Muy 20 = Ty §vr — v Euhe

Sur les variables internes, la forme explicite des
opérateurs ,, dépend de la variance de ces
variables.

Pour former les constantes fondamentales du
mouvement correspondant a ces opérateurs, nous
tirerons d’abord du Lagrangien L les moments
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canoniquement conjugués aux variables de confi-
guration, soft :

_ oL s L
G =3 =5

Dans ces conditions, opérateur ¥, engendre le
vecteur constant :

Gy T = G gun = Gy

c¢’est-a-dire simplement le vecteur impulsion. D’autre
part, Popérateur AC,, engendre le tenseur anti-
symétrique constant :

Myy = Gy Mpyz + BD Moy BN = 2y Gy — 2y Gy + Sp.

C’est le moment angulaire total qui se compose de
deux termes dont la signification physique est évi-
dente : , G, —z, G, est le moment angulaire
orbital relatif a P'origine. Le tenseur

Suv —- B(A) ‘M’uv M
dont la forme dépend de la variance des o™ est le
moment angulaire propre qui caractérise la rotation
interne de la particule, et dont le réle canonique a
déja été mis en évidence par deux d’entre nous [3].

Pour nous résumer, I'invariance du Lagrangien
par rapport au groupe des glissements nous fournit
deux relations fondamentales de conservation :

Gy =0 (15)

My, = 0.

Remarquons que si on explicite M,, dans la
seconde équation, celle-ci devient :

Suv = Gy, "l.'v—‘ Gv.’iu‘

en tenant compte de (15). Ainsi nous aboutissons au
systéme (15), (16) ou 'on reconnait le systéme de
Weyssenhoff [4].

D’autre part, on sait que l'algébre de Lie du
groupe inhomogéne de Lorentz est construite sur les
relations de commutation :

(16)

[Tu, T3] = 0
[Mouv, Ta] = ap Fv — Zav Tu
[Muy, Mog] = gua Mvg + 88 Mpa —— gup Mve — Eva Mopg.

A ces relations, vont cerrespondre des relations
classiques exprimant les crochets de Poisson de nos
constantes fondamentales, conformément au théo-
réme général établi ci-dessus, soit : '

[Gu, Gy] = 0 '
[Muy, Ga] = gau. Gv — gav Gp
[Myy, Mog] = £ua Myg + gvg Mua— gug Mva— gva Myg.

(17)

Remarquons que le tenseur M, n’est défini que
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relativement & une origine arbitraire. Mais, comme
Pécrit M. L. de Broglie [5] : « Dans chaque systéme
de référence, ’origine des coordonnées est un point
arbitraire, et le moment cinétique par rapport & ce
point arbitraire n’a pas, en général, de signification
physique particuliére. Ce qui a une signification
physique intéressante, c’est le moment cinétique
par rapport a4 un centre doué de propriétés phy-
siques. » Nous allons montrer, 4 partir des relations
de conservation ci-dessus qu’un tel centre physique
apparait trés naturellement en liaison avec I'étude
générale du mouvement. Ce centre est lié a la parti-
cule et, par conséquent, est en mouvement, mais
on verra que nous pouvons cependant le prendre
comme origine pour évaluer le moment angulaire
orbital.

Nous pouvons écrire la grandeur constante de
Pimpulsion sous la forme : G, G, = — M5, M
ayant les dimensions d’une masse. Si nous consi-
dérons alors le moment angulaire propre Sy et si

w = & 02 Syy Gy,
aura les dimensions d’un rayon-vecteur dans
Pespace-temps. Appliquons alors I'origine du vec-
teur — R, au centre z, de la partlcule Son extré-
mité deﬁmra un pomt Y, =xz,— R,. Ce point
dont le role a été pressenti par Weyssenhoﬂ’ [4] et
qui a été mis en évidence par I'un de nous [6], nous
pouvons 'appeler le « centre de gravité », il posséde
la particularité de se mouvoir d’un mouvement uni-
forme parallélement au vecteur impulsion, comme
c’est le cas pour le centre de gravité classique d’un
systéme mécanique non relativiste en ’absence de
champ extérieur. En effet, dérivons Y|, par rapport
au temps propre t relatif au point z,, :

nous formons le vecteur: R

Yy ,,,-——]fu_mu———M2 2SWGV

1

I Ve

(G dy — Oy iy} Cy
ou encore, en posant G, %, =
1ité Ay, generalement vamable, a encore les dimen-
sions d’une masse), nous obtenons :

;S
Comme G = 0,le mouvement est rectiligne. Sa

vitesse umtalre eonstante Y est obtenue en falsant
intervenir le temps propre 0 relatif au point ¥,

Yy Vi = -t = Yy Vyulds[d0)?
== (MF[M§) (— MZ c?) (d]dB)?
¢’est-a-dire :
dr[d0 = My[Mq

et
Y= Y, dt[do = Gu|M, = constante,
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Maintenant, nous pouvons exprimer le moment
angulaire total relativement & ce centre de gravité,
soit :

Mopy = By Gy — Ry Gy + Spy.

Ce moment aura une signification physique in-
trinséque indépendamment du choix de Porigine
des axes, si bien qu’on aura avantage 4 I'introduire
a la.place de M,,. D’autre part, il sera encore une
constante du mouvement et ainsi vérifiera encore
les relations de Lie données ci-dessus. En fait, i!
n’est rien d’autre que le moment angulaire relati-
vement & une origine fize, mais choisie sur la droite
d’univers déterminée parcourue par le centre de
gravité, si bien qu’a un instant t le vecteur Y,
compte 3 partlr de cette origine, est co]mealre
a G,. Il §'ensuit qu’on peut ajouter au moment
angulalre total M,, = =z, G, — z, G, + Sy, le
tenseur Y, G, — Y, G, qui est nul. “On obtient
ainsi :

Myy == (2p — Yyu) Gy — (2y — Yy) Gy + Spy = Mopy.

Ainsi 4 toute particule régie par un Lagrangien

invariant par glissement, et comportant des va-
riables internes localisées en un point déterminé z,,,
nous sommes conduits & associer un autre point Y,
en mouvement uniforme, autour duquel le point z,
exécute un mouvement plus ou moins. comphque
Nous retrouvons les deux points « canoniquement
conjugués »récemment mis en évidence par T. Taka-
bayasi [7]. De plus, le mouvement de la particule
nous fournit au point Y, un systéme déterminé de
vecteurs que nous pouvons valablement choisir
comme référentiel relativement fixe par rapport
auquel on étudiera le mouvement du point z, et
des « vecteurs internes ». En effet, considérons le
vecteur G, et le tenseur M, comme localisés au
point Y. ‘Nous aurons ainsi’ un premier axe coli-
néaire & G, et qui va glisser sur lui-méme d’un
mouvement uniforme. Puis nous obtiendrons un
second axe orthogonal au précédent en considérant
la « po]arlsatlon » [8] (aussi appelee « spin de
Moller [6] »), & savoir :

e = chsuvaﬁ Gy Mop

(5uvep €st le tenseur complétement antisymétrique
de Lévi-Civita). Ce vecteur, évidemment constant,
va se déplacer parallélement 4 lui-méme. Finale-
ment, nous choisirons, dans ’hyperplan orthogonal
a Gy, et ), qui reste paralléle & lui-méme, deux
autres axes perpendiculaires, qu’il est- possi-
ble — et tout indiqué — de prendre encore de
directions fixes, et qui seront alors définis dans cet
hyperplan a une rotation constante arbitraire prés
(qui jouera le réle de jauge). Ainsi nous définissons
un « tétrapode » orthonormé formé de quatre vec-
teurs unitaires £ (£ est un indice non tensoriel
prenant les Valeurs 1,2,3, 4) dont le quatriéme A}
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est du genré temps. Ces vecteurs satisfont aux deux
conditions équivalentes d’orthenormalité : '
A9 AP = g AD A

Nous appellerons ce tétrapode le systéme fize.

A cette étape, il apparait que notre formalisme
trés général, qui paraissait initialement décrire une
particule ponctuelle, engendre nécessairement un
modéle « bilocal ». Il se rattache ainsi & de trés
nombreuses théories proposées récemment, qui con-
sidérent d’emblée, soit deux points distincts [9],
[10], soit tout un édifice, par exemple une goutte-
lette fluide [6], [11]. En particulier d’apreés cette
derniére conception, le fluide est caractérisé loca-
lement par un vecteur conservatif « densité de
matiére » J,, et par un tenseur symétrique conser-
vatif « densité d’énergie-impulsion » ¢,,. L’'impulsion
globale G, est obtenue en intégrant sur une section
quelconque d’espace % la composante t,, du ten-
seur 1, relative au référentiel correspondant a X :

1
Gu_ ’E:,/}:‘t‘“ do.

C’est un vecteur constant. Le role du point z,
considéré ici est alors joué par le barycentre X,
relatif 4 la densité de matiére j, dans une section
d’espace particuliére X, orthogonale a G, ; c’est le
« centre de matiére » :

Xu/;o];du:ﬁ: @ ja do.

Le role du point Y, est joué par le barycentre
relatif a la densité d’énergie ,, dans la méme sec-
tion d’espace X, ; ¢’est le « centre de gravité » :

. m_[E taa d0 =A 2y tag 0.

On montre alors facilement que le moment angu-
laire relatif au point Y, calculé par intégration sur
une section d’espace quelconque, soit :

1

-JK)uv='—'

e ls Yy) tyy — (oy — Yy) ty,] do

(zn —
est un tenseur constant, et que le moment angulaire
relatif au centre de matiére,
1
icJxn
est aussi un tenseur satisfaisant & la relation :

é.‘w, == Gu_ Xy —_ Gv j’u.

Ainsi tout le formalisme de la gouttelette est
entiérement identique & celui que nous présentons
ici. On arriverait a la méme conclusion pour la
théorie développée il y a longtemps par Matthisson
et ses éléves [12], [13] qui étudient & différents
degrés d’approximation I’évolution d’une particule
considérée comme uné singularité du champ de
gravitation régi par les équations d’Einstein.

Il nous parait digne de remarque que le forma-

Spy = [y — Xp) tvg — (29 — Xy) tyq] do
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lisme trés général proposé ici, qui & lorigine ne

semblait pas attribuer a la particule une extension

dans I'espace, nous a conduit & un modéle bilocal

qui concorde exactement avec les résultats obtenus

par la démarche opposée, & savoir en schématisant
des structures étendues dans lespace. Cette re-

marque peut étre considérée comme un argument

en faveur de ’opinion générale suivant laquelle le

fait d’attribuer & une particule soi-disant ponctuelle -
d’autres propriétés qu’une pure et simple impulsion

— par exemple, de la doter d’un «spin » — revient

en réalité a lui reconnaitre implicitement une cer-

taine extension dans l’espace. Selon cette concep-

tion, on serait toujours, en fait, en présence d’une

structure étendue dans l’espace, schématisée par

différents modeles correspondant & des approxi-

mations différentes. Ainsi la premiére approxima-

tion représenterait 'ensemble de la particule par

un point doté d’une imypulsion, celle-ci étant néces-

sairement colinéaire a la vitesse. Le formalisme

général développé ci-dessus montre alors immédia-

tement que le moment angulaire total se réduit a sa_-
partie orbitale sans moment angulaire propre. Le
rayon-vecteur R, s’annule, si bien que les points z,
et Y, coincident ; le modéle devient unilocal et le
choix de l'origine-sur la droite d’univers décrite par
la particule annule le moment angulaire total AG,,.
Le point comportant en outre des variables internes
tel que nous 'avons étudié ci-dessus, représenterait
alors une seconde approximation qui se traduit par
le modéle bilocal.

Il semble aussi que cette remarque puisse étre le
point de départ d’un examen critique de la concep-
tion de la particule & spin telle qu’elle est utilisée
par la mécanique quantique : cette particule est
considérée comme rigoureusement ponctuelle, ce
qui se traduit par I'apparition de la fonction 3§ de
Dirac dans le formalisme, et en méme temps elle est
dotée de spin et d’autres propriétés spécifiques —
par exemple, de moment magnéto électrique — qui
du point de vue classique sont en fait des « va-
riables internes ». Mais, d’autre par$, une telle par-
ticule quantique est a la fois strictement ponctuelle
et sans localisation précise, étant donné les rela-
tions d’incertitude. Peut-étre est-il permis, au con-
traire, de rechercher un modéle « déterministe » qui
pourrait étre & la fois strictement localisé et non
ponctuel, ou, pour parler plus précisément « multi-
ponctuel ».

ITI. Le tétrapode fondamental. — Aprés ces
considérations générales, nous allons préciser notre
modéle pour retrouver les représentations phy-
siques ordinaires de la particule tournante rela-
tiviste. Ainsi nous devons introduire nos variables
internes de telle facon qu’elles puissent décrire
convenablement une rotation relativiste, ¢’est pour-
quoi nous allons généraliser de fagon naturelle la
représentation de la toupie non-relativiste.
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On saijt que celle-ci est représentée par un triédre
mobile de vecteurs orthonormés b{", qui nous per-
met de définir un tenseur antisymétrique « rotation

instantanée » w; = bP b9 (le point représente la -

dérivée par rapport au temps et les indices r, i, j
prennent les valeurs 1, 2, 3). Outre son caractére
orthonormé, le triédre doit étre orienté par le choix
d’un certain sens de rotation. Si on se donne deux
des vecteurs et 'orientation, le troisiéme vecteur
est complétement déterminé par la relation :

’(ir) = eijk E1-st b;-s) Lg)

(ci% et €™ sont les symboles complétement anti-
symétriques du troisieme ordre de Lévi-Civita).
Cette relation entraine 'orthonormalité qu’on peut

_exprimer par les relations équivalentes :

(¢ ( (
bir) },jf) = gi b:;r) b,(;s) — g'rs_

De plus, chaque vecteur est déterminé sans ambi-
guité a partir des deux autres, dés lors qu’on a
choisi des permutations positives pour i.j.k et
pour r.s.t, soit, par exemple i.j.k = r.s.t =1, 2,
3. Remarquons que ¢;;; est un pseudo-tenseur com-
plétement antisymétrique, tandis que les €™ sont
des quantités égales & 4+ 1 ou — 1 et évidemment
invariantes sous une rotation « propre », ¢’est-a-dire
ne comportant pas d’inversion d’espace. Mais nous
avons besoin d’une convention supplémentaire si
nous désirons attribuer une variance aux £™ sous
une inversion d’espace, et cette convention déter-
minera en méme temps la variance des vecteurs
formant le triédre. Si les €' ‘sont invariants sous
une inversion d’espace, alors, comme le produit
b9 b est évidemment invariant, tandis que le
pseudotenseur ¢;; change de signe, les compo-
santes b'P sur les axes inversés deviennent — &7,
En d’autres termes, les b sont de « vrais » vecteurs
(vecteurs polaires). Au contraire, si nous supposons
que les €™ sont des pseudoscalaires qui changent
de signe sous une inversion d’espace, alors les b'p
garderont le méme signe sur les axes inversés et le
triédre ainsi défini sera formé de pseudovecteurs
(vecteurs axiaux).

La généralisation relativiste nous conduit de
méme & considérer un triédre de quadrivecteurs
contenus dans I’espace propre de la particule et &
le compléter par un quatriéme quadrivecteur du
genre temps colinéaire & sa vitesse unitaire z,, (doré-
navant le point représente la dérivation par rapport
au temps propre 7 de la particule). Pour exprimer
Porthonormalité et ’orientation d’un tel « tétra-
pode », nous devons écrire deux conditions :

bg) bl(i‘?) — grs (’18)

ic

o cwap < 0 b5 0. (19)

Ty,

De ces relations résultent, d’une part, les deux
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relations équivalentes d’orthonormalité relativiste :
43
b:}) bs;.) = Zuy b;(:.E) b‘(}l) — gg") (20)

(cette fois, les indices grecs &, n désignant les vec-
teurs, prennent, comme les indices tensoriels ., v,
les valeurs 1, 2, 3, 4, b'9 représentant %, [ic, alors
que les indices latins 7, s. ¢, prenant les valeurs 1, 2,
3, désignent spécialement les trois vecteurs du
genre espace) ; d’autre part, une orientation déter-
minée du triédre du genre espace et du vecteur du
genre temps, ces orientations étant fixées sans
ambiguité par le choix d’une permutation positive
des pvaf (par exemple ., v, «, B = 1, 2, 3, 4) et
des r.s.t; (par exemple, r, s, t = 1, 2, 3). Comme
dans le cas précédent, les €™ sont invariants sous
le groupe connexe de Lorentz (transformations
orthochrones propres). Mais nous devons.fixer con-
ventionnellement leur variance sous un renver-
sement du temps (transformation antichrone T')
et sous une inversion de l’espace (transformation
impropre ou parité P). Il y a ainsi quatre conven-
tions possibles qui définiront quatre types diffé-
rents de variance pour le tétrapode et qui cor-
respondant naturellement & quatre cas physiques
différents : : ‘

10 €™ est un « vrai » scalaire, il est invariant
aussi bien sous 7' que sous P : on a un tétrapode
«propre » ;

20 e’ change de signe sous 7 et est invariant
sous P. On a un tétrapode « antichrone » ;

30 ™ change de signe sous P et est invariant
sous 7. On a un tétrapode «impropre » ;

40 €™ change de signe aussi bien sous P que
sous 7. On a un tétrapode « invariant de charge »
(parce qu'’il est invariant sous PT qui est la canju-
gaison de charge). Naturellement, dans chacun de
ces cas,'la forme du Lagrangien doit étre choisie de
facon qu’il soit invariant sous une transformation
de groupe complet de Lorentz, compte tenu des
transformations subies par les tétrapodes du type
considéré.

Ceci étant dit, et la possibilité des différentes
variances étant réservée par I’éventualité de con-
ventions correspondantes sur les X™, disons tout
de suite que nous laisserons de co6té, dans cet
article, 'étude des transformations par inversion,
probléme trés important que nous nous proposons
d’aborder dans un travail ultérieur. Dans tout ce
qui suit, nous allons donc restreindre les glisse-
ments aux transformations orthochrones propres de
Lorentz. La rotation instantanée relativiste du
tétrapode s’exprime évidemment par le tenseur
wuy = 0% b3 avec sommation sur & Ce tenseur
généralise de facon naturelle le tenseur non-relati-
viste de rotation instantanée : relativement au sys-
téme propre, nous devons ajouter aux composantes
d’espace : w;; = b'P b les composantes de temps
ops = DY b9 = 6% qui représentent I’accélération
conformément aux conceptions relativistes. Ainsi



400

'évolution dans le temps de notre tétrapode fonda-
mental représente en méme temps la rotation et
accélération du point matériel considéré, ces deux
grandeurs étant unies en un tout indissociable dans
tout référentiel autre que le systéme propre. :
Comme nous ’avons dit plus haut, ce modéle
ponctuel doit étre nécessairement complete par un
centre de gravité auquel est lié un autre tétra-
pode qui se déplace parallélement & lui- meme avec
une vitesse constante. En effet, une fois qu'on a
choisi un Lagrangien determlnant I’évolution

)L
des b, nous pouvons en tirer I'impulsion G, = vy
N
et le moment angulaire propre
dL & oL
Suy = bu- M)(E) - by b(E)
d’ott le rayon-vecteur
. B =— 6 GA Suv Gv

qui nous fournit le contre de gravité ¥, =z, — R,,.
De plus, le moment angulaire total (relatlvemen’r
au centre de gravité) est

‘M’V-V = Ry‘ Gv —_ Rv Gu_ + Aguv.

On peut alors définir les deux premiers vecteurs
du systéme « fixe »:

ad = G V= Gy G\ B =N N

avec

1
XU- =—‘;€,_wuﬁ Gv) '-/K’U.B

Enfin les deux derniers sont déterminés, a une
jauge constante arbitraire preés, par les équations :

d(l) (2) 0. (4)

1 rst (1) () (1)
= dy, Gy = ¢ Euvap & Ay fa a};

o e = gt

Ainsi nous aboutissons a un édifice formé de deux
tétrapodes orthonormés localisés en deux points
différents, liés 'un a autre. Cet édifice bilocal,
décrit en premier lieu par Takabayasi et ses colla-
borateurs [7], [20], et qu’on conviendra d’appeler
un rotateur relativiste représente par un schéma
unique, d’une part, les modéles présentés explici-
tement comme bilocaux [9], [10], d’autre part, les
modéles pseudo-ponctuels tels que, par exemple,
la particule a spin ordinaire, et aussi les modeéles de
particules étendues convenablement  schéma-
tisés [11]. Mais nous pensons que cette représen-
tation par deux tétrapodes est la plus suggestive et
aussi la plus maniable. Cette remarque permet de
donner un trés vaste champ de validité a la théorie
récemment proposée par deux d’entre nous [14]
qui décrit la dynamique d’un tel rotateur par le
mouvement « global » ou « externe » du centre de
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gravité, et par le mouvement « interne » consistant
dans I'évolution du vecteur R, et de I'orientation
relative du tétrapode « mobile » par rapport au

‘tétrapode « fixe », cette orientation étant exprimés

au moyen de la généralisation relativiste des angles
d’Euler [15], ce qui permet de former des opéra-
teurs de rotation susceptibles.d’étre quantifiés [16].

Nous pouvons immédiatement appliquer ces
considérations sur le tétrapode fondamental au cas
trés simple du « Lagrangien linéaire » introduit par
Takabayasi et deux d’entre nous et qu’on a fré-
quemment utilisé par la suite [17], [18], [19], [2].
Un premier terme représentant I’énergie cmethue
de rotation propre est formé de la fagon suivante :
plagons-nous dans le cas dit de Frenkel [21] ou le
moment angulaire propre de la partlcule est un
tenseur d’espace propre :

Suy @y = 0.,

Alors, si nous formons le spin

i .
Sy o= % Epvap Ly Sap,
la relation précédente entraine la possibilité d’ex-
primer S,, entiérement en fonction de %, et s, [6]
l .
Spy = 7 Suva® T 5B
Prenant alors le vecteur b)) sur &, et le vecteur
b sur s, :

(4) 3
ly = §oly

Ty = lc Sy

(s4 est le module du spin), nous obtenons :

8) ;(4)-
Sy = Sg Euvap La lg

c’est-a-dire, d’aprés (18) et (19) :

Suy = (B 1P — 1V D).

L’énergie cinétique peut alors étre formée au
moyen de I’expression classique :

1
T = 5 Suy oy = —so(l_(l) U — 10 ) b 1

so( B BB D 1@ —

So I;‘T ) l')ff).

Les autres termes s’annulent d’aprés les condi-
tions d’orthonormalité (20). En complétant ce
terme par les conditions.de Lagrange discutées dans
cette section, le Lagrangien devient :

L= sgbP 12 4 (D b — gm)

. ic
+ 2y (xu —% Suvap et lff) lf,f) lg))

2. et A étant des multiplicateurs de Lagrange
(A" est évidemment symétrique en r et s).
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Un tel Lagrangien est invariant sous un glis-
sement général (transformation inhomogéne de
Lorentz). De plus, il est également invariant sous
une rotation de 0} et 52 autour du plan 59, ¥,
si bien que le groupe d’invariance est le produit
direct du groupe inhomogéne de Lorentz et du
groupe des rotations planes orthogonales a b}, 5.

Les générateurs infinitésimaux seront :

— Dopérateur 7, des translations infinitésimales
agissant sur z, ;

— Jopérateur M, des rotations infinitésimales
dans I’espace-temps, agissant sur z, et sur les ) ;

— Jopérateur A des rotatioms planes infinité.
simales orthogonales a b{®, b')) agissant sur 5{ et
.

“Pour exprimer les constantes du mouvement
. correspondantes, constituons d’abord le formalisme
canonique..Les seules variables dont les dérivées
figurent dans le Lagrangien sont z, et 5. Il faut
donc introduire deux moments conjugues

Gy = 0Ly = My

Remarquons que, comme le moment conjugué
de b2 n’est autre que b il est possible de former
un Hamlltomen, quoique le Lagrangien soit li-
riéaire en b'P. On obtient :

() = ALPbY = s, b

H=—"(b0 ¥ — ") +% Gu cunap 0 10 4.

Ceci étant une expression abrégée dans la-
quelle b2 doit étre remplacé chaque fois qu’il appa-
rait par b“’ Iso- Un cas analogue a été étudié’ par
I'un de nous [19].

Le- vecteur constant correspondant a lopéra-
teur 9, est impulsion G,, comme on I'a vu plus
haut. L’operateur Moy aglt sur un vecteur quel-
conque ¢, suivant :

Mopy @n = Gu. v — Qv Bun.
Le tenseur constant correspondant est donc :

Myy = Gy, Moy @2+ EX Moy By
= Gy xy — Gy 2y + so(l(vg) 1:1.1) -

Le dernier terme est donc simplement le moment
angulaire propre qui avait été utilisé initialement
pour former le Lagrangien. Ainsi M,, est, comme
il se doit, le moment angulaire total utlhse dans la
representatlon physique, soit 1a somme des mouve-
ments angulaires orbital et propre.

Enfin, l’operateur A agit sur b)) d’apres

Ab) = 2 5 b, Zae étant la matrice des
rotations infinitésimales dans le plan oV, p®

0 1 0
e = | —1 0 0.
0 0 0

/

(2) (1
2 ).
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Le scalaire constant qui lui correspond est :

(1) b(l) — E(l) l(2) b(2) 1‘(2) —

C’est simplement le module du spin.
Les relations de conservation sont donc :
Gu=0 My, =0 §,=0.
Nous pouvons aussi écrire les relations de Lie en
crochets de Poisson :
lGXl-’ GV] =0
[Mu.v, Go] = gap Gv — gav Gu
[Muy, Mag} = gux Myg + 8up Mua— 8up Mye — gve Myg.
Comme l'opérateur £ commute avec F, et AG,,:
les crochets de Poisson de s, avec G, et M,, sont
nuls. Toutes ces relations de commutation se véri-

fient immédiatement & partir des expressions cano-
niques :

Gu = Gy, Myy = Ty Gy —ay Gu + (:1.1) b fy) b[fil)i
o = F B
IV. Le rotateur quadratique. — Nous allons

maintenant appliquer netre théorie a un autre
Lagrangien, proposé initialement par Nakano [22]
et dont la forme quadratique permet des dévelop-
pements plus intéressants [23], [14].
L’expression de la rotation instantanée
Opy = 5(5) b‘%’
sert encore de point de départ, et on généralise
Iexpression classique de I’énergie cinétique de rota-
tion physique élémentaire 7T = % Iw? (la cons-
tante I est le moment d’inertie). La généralisation
relativiste fournit :
1
T = ZIIaB]Iu.v] Waf Opy,

le tenseur d’inertie constant Ipy,, étant symé-
trique relativement aux couples «f et pv et anti-
symétrique a la fois en o, B et en 1, v. Une restric-
tion intéressante consiste & supposer que la parti-
cule, posséde une structure de symétrie hyper-
sphérique dans l’espace-temps, ce qui donne au
tenseur d’inertie la forme

1
Topypy = 9 I(gap. g8v — Bav ng)
avec une seule constante . On obtient done :

1
T :; Toyy opy =Zlb;(§) b(vg) bﬂ'" b(vm
g3
ou, en tenant compte des relations d’orthonor-
malite

T — % 1® b
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(ces conditions seront naturellement introduites par
la suite par des conditions de Lagrange conve-
nables).

Une particularité de ce Lagrangien est la pré-
sence d’un terme en b'?, ¢’est-a-dire contenant &,.
Nous avons ainsi a faire appel 4 un formalisme
canonique élargi au cas ou il apparait des dérivées
secondes, formalisme proposé par Ostrogradski [24]
[25]. La démonstration est analogue a celle donnée
a la section I. Soit :

L=f(0,9,0)

une fonction des variables Q et de leurs premiéres
et secondes dérivées. On pose

s=0

et on étudie I'intégrale d’action :

y=€

4= ["1#=0.v.4 + PO —y) + WG — 2 ds
- por + mOP

+ [ 15.Qu . 2) — PQ— Py — 119 —T13] ds
P et TI étant des lignes Py, I15, & vafeurs dans le
dual de R Si 8Q est une variation quelconque de

la fonction Q, et 8@ une variation quelconque de la
fonction ¢, la variation correspondante de Aj est :

34} = [P.3Q)2 + [I1.3Q)3
T [/JL .
+ [ (e —2) 2e
(oL dL

+ (—b—y—~P—H) Oy + (—D—Z—H) .Sz] dr
en tenant compte de I’hypothése
dy = 3Q.
La condition nécessaire et suffisante pour que :
BQuy = 3Quy = 0, 8Q(zy, 3Q(ry = 0] = [34] = 0]

est fournie par les équations de Lagrange généra-
lisées :

y=10, dou:

QLQ = P (QLPy) — P =11 dL[oz L

Si -ces équations sont vérifiées, toute varia-
tion 8;Q, 8;Q, fonction de 7 et de Q, qui laisse le
Lagrangien invariant (transformation infinitési-
male du groupe d’invariance) donnera :

3 A} = 0 = [P.5; QI + [I1.8; Q)5
c¢’est-a-dire, puisque 7, et 7, sont arbitraires :
u; = P.8; Q + I1.5;Q = constante.

Ainsi, nous pouvons étendre & ce cas le théoréme
de Noether en considérant un espace de configu-
ration construit sur les variables ¢* = (O™, @),
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avec les moments conjugués généralisés
— dL .
Pa = (Poy, Upy) : oy == Py E~b.— —TIoy :
A0 0™

_ Pour tout groupe de Lie G laissant le Lagrangien
invariant, agissant dans cet espace de configu-
ration, sans changer 7, chaque transformation infi-
nitésimale §; de G engendre une constante du mou-
vement .

Uj —= p.Sjg,

Maintenant, nous pouvons comme ci-dessus,

p

considérer la phase (—) et les variables dyna-

miques u, fonctions de la phase et de 7. Nous pou-
vons attacher & chacune d’elles une différentielle
d,:
du du

(g2) — 2% (py) = — 2%
dulg®) e du(pa) Y
et de méme définir le crochet de Poisson de deux
variables dynamiques

dy(t) = 0

du v du d
= dylp) =22 & 0% 97
[u7 U] du\v) DPa bq“ Dq"‘ bpa
autrement dit :
[, 0] = du v du v
P TP 0™ T ¥, 0
_du_ W du I
QMNP 9 )

De ces formules généralisées, nous pouvons tirer
sans difficulté le théoréme suivant : Si les généra-
teurs infinitésimaux §; du groupe d’invariance satis-
font aux relations de Lie :

878K — 18 = Th &,

les crochets de Poisson des constantes fondamen-
tales-du mouvement qui leur correspondent obéis-
sent 4 la relation de méme forme :

]
[uj, ux] = Tjr ui. .

Dans notre Lagrangien quadratique, la seule
dérivée seconde qui figure est #,. Il faut donc
considérer d’un coté les vecteurs du genre espace b))

3 AL
s A (r) —
avec les moments conjugués usuels B = 350 et
de Vautre le vecteur du genre temps b'Y qu’on
23
écrira b’y = i—‘c‘, en prenant les conditions d’ortho-

normalité sous la forme (18), (19). Il faut alors
considérer la variable x, (qui ne figure pas expli-
citement) et son moment conjugué qui prend la
forme particuliére

AL AL

Gu =35 — de 3k,
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et de plus la wvariable #, considérée comme
indépendante, et qui a pour moment conjugué

oL
NIJ- = T

Oy,
plémentaire, la constante du mouvement associée
a chaque transformation infinitésimale §; de groupe
d’invariance s8’écrit :

En tenant compte de cette variable sup-

wi = Gudizy + Nudidy + B 8 byl

En particularité les générateurs infinitésimaux
du groupe inhomogéne de Lorentz engendreront
les constantes :

G L _ 4L
v T ¥, dr ody
M G zy G g, 2L
v = Ty, Gy — Xy Gy -+ xu.bxu'
. 0L pin L - .(n L
g T 268,
et le moment angulaire propre prendra la forme
: QL . L i 3L DL
Suv = du g, = B aE T 0 T D

déja obtenue par deux d’entre nous [3].
"Le moment angulaire total par rapport au centre
de gravité sera :

Mgy = Ry Gy — Ry Gy + Spy .

et les crochets de Poisson de G, et M, expplmes au
moyen des variables canomques 2y, Gy, %y, Ny,
b, B4 obéiront aux relations de Lie [17].

“Nous appliquerons la théorie prise sous cetbe
forme au Lagrangien [26].

/

1
L=—11 (b{{’ b — S iu) £ B — )

¥ A (-’i’u—geuvaﬁ gt pn 3o b”)

Les moments canoniques sont :

1 .. 1 . o)

1 5
Ny,’:2—crz]$y, G,_L = )\M—Q—czlz‘u w :——~2—le-

On forme facilement S, :

1
S = 1 (007 —gdud) = 0P ¥P = To,
Ce n’est pas autre chose que I’expression homo-
logue au moment cinétique classique S = /o, qui

correspond a ’expression ' = (%) I w? pour I’éner-

gie cinétique que nous avons prise pour point de
départ.

Le Lagrangien proposé montre deux particu-
larités intéressantes : d’'une part, le moment angu-
laire propre n’est pas contenu dans ’espace propre,

GROUPE D’INVARIANCE ET ROTATEURS RELATIVISTES

403

contrairement & ce qui était posé par hypothése
pour le Lagrangien linéaire de la section précé-
dente. Le produit contracté S,,%, — que mous
avons appelé le «balourd » [6] — devient :

h I b ich) = Ibi e
d’ou :
Sy,v x.y bl Ii;u_.

Le balourd est colinéaire a I accélération d’ univers.
Cette relation qui remplace, dans le cas considéré,
la condition de Frenkel S,,#, = 0 du cas précé-
dent, forme avec les relations de conservation du
systéme de treize équations sur treize variables
indépendantes, qui déterminent entiérement le
mouvement (aux conditions initiales prés). L’un
d’entre nous [27] a intégré ce systéme dans le cas
de conditions initiales assez particuliéres.

D’autre part, L se trouve étre invariant par une
permutation circulaire des trois vecteurs du genre
espace b'). Autrement dit, le groupe de jauge est,
cette fois, le groupe des rotations tridimenisionnelles.
On a donc & introduire les générateurs infinité-
simaux du groupe des rotations aglssant sur les
indices supérieurs, soit :

K bgc) ki b;(;:)

=70 — g by
ce qui nous fournit les constantes du mouvement :
(s)ii — pgﬂ l/K;U bgc) — L‘l(-:) bgl . Eg) b!(:').
Nous obtenons ainsi trois scalaires constants
dans le temps qu’on peut écrire : -

kA i i

S 5 si}k b&) l‘(,f)

= ¢tk pl® 3l ——%I (22)

avec ¢* = 0. On sait que I"opérateur de spin qu’on

peut écrire 8¢ = 5 et MY obéit aux relations de
commutation du groupe des rotations tridimen-
sionnelles : '

(S, 87] = ik Sk, (23)

On en déduira donc les relations correspondantes
sur les crochets de Poisson des fonctions o*, soit :

[0% 67] = ciik o*

qui peuvent étre aisément vérifiées & partir de (22).
Ces relations (23) doivent étre jointes aux relations
de Lie (17) pour définir complétement ’algébre de
Lie du groupe d’invariance pris dans son ensemble
(bien entendu les crochets des o* avec les G, et
les M,, sont nuls).

Pour mettre en évidence la signification phy-
sique de ces trois nouvelles constantes, tirons le
vecteur relativiste de spin de I’expression du mo-
ment angulaire propre :

b(\,“ bff:) bg)

i . 1
Su = 57 Cuvap P Sop = 3 Teyvog
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ou encore, le terme en b, b s’annulant par anti-
symétrie :

1
w=3 Tepvep B b t{{’.

Si nous exprimons b en fonction des trois
autres vecteurs au moyen de (19) et contractons s,
par I'un de ceux-ci, soit 4", il vient :

t 4 (3) 3(k) 1k () 1(8) 3.(8)
Iepvap €vro € bJ) b gty v b

ce qui fournit aprés quelques calculs :

wtd — =2 P 4 o

Ainsi la projection du spin sur chacun des vee-
teurs du genre espace du tétrapode est la constante
correspondante s’ = ¢%. Si nous nous souvenons
que le spin est orthogonal & la vitesse unitaire nous
voyons que le spin est un vecteur d’espace propre
rigidement lié au triédre d’espace du tétrapode
mobile. Naturellement sa grandeur :

so = Vsy s

est aussi constante. i

Nous pouvons d’ailleurs particulariser la jauge en
choisissant 'un des. vecteurs, par exemple b
sur s, ce qui est permis parce que la rotation néces-
saire pour cela est indépendante du temps (il res-
tera encore un degré de liberté dans le plan des
nouveaux b et b). Cela revient & choisir les
deux constantes ¢! et o2 nulles :

P HY =0 b2 eD =o.
Comme b b® = 0 cela signifie que b est

colinéaire au quatriéme vecteur b{. En d’autres
termes, en raisonnant dans le systéme propre, le

d . .
vecteur d’espace e b® est nul, autrement dit :

le spin est axe instantané de rotation dans le systéme
propre. Les vecteurs d’espace b® et b'? qui restent

orthogonaux a I'axe fixe b®, tournent autour de

lui avec une vitesse angulaire Q, et on a
4 pm — gpe
dr

et

d
— 0 = — 1
d’rb Qb

Ainsi
d
= (-~ bM) .b®>
Q (drb ) h
n’est autre que le scalaire constant

o = bP b = 1.
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Ainsi le mouvement de rotation dans le systéme
propre est uniforme, le spin prend I’expression

1 2 8
s = (B 1) 1
et sa grandeur est
sg = 6% = Iw3,

ce qui fournit comme conséquence du choix de la

jauge, une relation importante (et tout a fait clas-

sique) entre les constantes du mouvement [28].
Enfin, en utilisant 'expression du spin

— 3
Sy = 8 0P,
nous pouvons exprimer le moment angulaire propre

en fonction du spin et du balourd ¢,, par la formule
bien connue [6] :

3 . 1 . .
Suy = cew’“ﬂ To g — p (tw @y — 1y @)
soit :
Suv = — o uvap b 1 + (b 850 — b5 )
soit, en tenant compte des relations (19) :
Suv = S0 1P — 1P D) 20 1 — B0 1),

On voit que c’est une généralisation de I'expres-
sion considérée dans la section précédente. Du
reste, si on contracte par w,, = b% 5%, on obtient :

T.= 1 Suy oy = 5 (50 B2 B2+ 16 ).

Le premier terme est bien le Lagrangien: linéaire
de la section précédente, le second est une consé-
quence de I'existence d’un balourd. Nous voyons
done, en conclusion, quelle relation étroite il y a
entre les deux formes proposées par le Lagrangien.

V. Forme spinorielle des conditions de jauge. —
Le modéle du tétrapode a été récemment relié par
T. Takabayasi [18], [29] & la représentation spino-
rielle habituelle des fonctions d’onde quantique.
Soit ¢ un spineur de Dirac, normé en posant :

(P92 —(Pys P2 =1 avec = ¢+ v,

'(¢+ est le conjugué hermitien de ¢). On forme le

vecteur du genre temps et le pseudovecteur du
genre espace habituels, tous deux normés et ortho-
gonaux l'un a l'autre :

(4) -

tu = VR

(3 .-

bu-) =19 Y5 Yu §-

Puis- on introduit les spineurs conjugués de
charge J° en utilisant la matrice de conjugaison de
charge C' (C+* C =1, C* = — () qui transforme
chaque matrice vy, en sa transposée y% :

T
Yo =—C1yC



d’ou :
v = 4 C—lys C.
Les spineurs conjugués de charge sont alors :
fo =Y,
d’ou :
(9)° = — grC-.

On peut ensuite former deux nouveaux vec-
teurs :

Sbﬂ’%@‘vw—@m ¥)
(24)
[0 =5+ Tw @)

On peut montrer facilement que ces nouveaux
vecteurs sont tous deux du genre espace, qu’ils
sont réels, normés, orthogonaux I'un a Pautre et
aux deux précédents, si bien que nous avons ici un
tétrapode semblable & celui que nous avons défini
dans la section III. Si une équation d’onde (ou
plus généralement un Lagrangien) est donnée en
fonction du spineur ¢, elle peut aussi étre exprimée
en fonction du tétrapode correspondant, ce qui
peut mettre en évidence une interprétation phy-
sique suggestive.

Nous nous bornerons ici & montter le lien des
transformations de jauge mises en évidence dans
le cas des deux Lagrangiens étudiés ci-dessus, avec
celles qu’on considére généralement dans les équa-
tions d’onde spinorielles. Une transposition sem-
blable de la forme spinorielle dans celle du tétra-
pode a déja été proposée par 'un de nous [30] en
associant des bases spinorielles et vectorielles parti-
culiéres. En premier lieu, considérons la jauge spi-
norielle la plus fréquemment utilisée, conservant
par exemple ’équation de Dirac et I’ensemble des
seize grandeurs tensorielles attachées au forma-
lisme de Dirac, soit :-

Y= eir {,
r étant un nombre réel. b et b restent évidem-

ment invariants. Mais on voit immédiatement que
les spineurs conjugués de charge deviennent :

Yo=eminge 0 =ery
d’ott on tire :
. TPI Y ¢ = e—Fir E\’u ge
oy = e Y vy
Nos deux premiers vecteurs deviennent alors :

‘(1 1 .
b;(,,) = b,&)cos 2r——b:,,2)sm 2r
‘(2 . 2

bf,,’ = lf,,l) sin 2r + Lf,?) cos 2r.

Donc une telle transformation de jauge fait tour-
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ner les vecteurs 5, b2 autour du vecteur fixe 5§
dans l’espace propre. Nous retrouvons ainsi le
groupe de jauge du Lagrangien linéaire de notre
section III. .
Considérons maintenant une transformation de

jauge plus compliquée mettant en jeu la conju-
gaison de charge, qui a été proposée récemment
par Pauli [31] comme une transformation cano-
nique linéaire d’un grand intérét :

V= + Bys ¢e (25)
d’ou

q*’ = “*E — p* @c s

ol « et B sont deux nombres complexes quelconques
vérifiant la relation :

oa* 4 BR* = 1.
ce qui ne laisse que trois degrés de liberté. Si on
porte les équations (25) dans I'expression de &%),
celle-ci devient :

B = (o T— B* ¥ vs) vulad + Brs ¢°).

Le calcul s’exécute sans peine en exprimant les
spineurs conjugués de charge au moyen de la ma-
trice de conjugaison C. Celle-ci peut sauter par
dessus chaque matrice v en la transformant en sa
transposée. Il faut remarquer que toute expression
bilinéaire § A ¢ est égale a sa transposée (¢ 4 )7
qui symbolise un ordre différent des opérations :

YAy = (g4 9" =" AT
Grace a cette remarque, on peut montrer que :

T T 75T =
P =0 vud =y

- T T T(7e\T ¢

Crsved=¢ 18 il¢) = —¢ys1m =0
et de méme

v T T TY—.\T -

bysve ¢ = (0" v5 vul9)' = —¢vsvu ' = 0.

Finalement, il ne reste que :
B = (oo + B*B) Drw ¢ = -

Nous voyons que le veeteur by est invariant
sous la transformation de jauge considérés. Au
contraire, si on fait le méme calcul sur 5%, il vient

b;ia) = (a*a — B*B) l:,f)’) + t{a*a — B¥u) l:,.l)
+ (@B 4 B*a) by

Ce vecteur est évidemment orthogonal a b et on
voit facilement que : 5, > =1

Pour appliquer la transformation (25) aux vec-
teurs (24), il faut utiliser une nouvelle identité

qu’on démontre comme les précédentes :

- T T T377T i
sy =¢ vuvs ¥ = —dvuys ¢
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Nous avons alors les transformations suivantes :

Poru = Py b — B2 Pvu 4+ 20 D vs vu ¢
L.", Yu ‘-IJIO = o*2 gy O — B2 by, ¢+ 20%B* Qs v U
ce qui donne pour les vecteurs :

BD =2 (o 4 g% o ) ED
g (o B — ot — B 1D — (o — o) 1

9

B =5 (ot — B ot — ) 1P

Ol Dol=> N

(2 — %2 — a*® 4 B3 10 — (a + o6¥) -

Sur ces expressions, on vérifie aisément les autres
relations d’orthonormalité sur 5V, 5, 5.

Pour nous résumer, nous avons montré que la
transformation de jaune spinorielle de Pauli expri-
mée en fonction du tétrapode de Takabayasi est
équivalente a une rotation tridimensionnelle des vec-
teurs du genre espace by, b2, b qui laisse b
invariant. Il nous parait lnteressant de faire remar-
quer que c’est 1a justement le groupe de jauge que
nous avons mis en évidence dans le Lagrangien que
nous avons étudié dans notre section IV, et qui a
été utilisé par la suite pour la théorie des partlcules
de Bohm-Hillion-Vigier.
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