
MÉCANIQUE ANALYTIQUE 

restreinte) et de 1923 (mécanique ondula­
toire), révolutions dont on a pu croire qu'elles 
sonnaient le glas d 'une discipline épuisée. 

Le destin que lui assignaient Poincaré 
(1854-1912) et Einstein (1879-1955) s'est 
nuancé. Grâce à des interactions toujours 
plus nombreuses avec d'autres disciplines de 
la physique, la mécanique ne s'est pas laissé 
reléguer dans le musée de l'histoire ou dans 
l'utilisation à échelle moyenne. Depuis plus 
d 'un demi-siècle, elle a rencontré plus de 
paradoxes que jamais, mais cela lui a permis 
de mieux comprendre ses limites et la nature 
de ses méthodes, et profondément marquée 
par la relativité généra.le, elle subsiste encore 
aujourd'hui, tel un vaste chantier où les 
ressources des mathématiques les pius mo­
dernes se conjuguent avec celles de nom­
breuses techniques expérimentales de tous 
ordres. Nul ne peut se hasarder à prédire 
l'avenir de ce chantier. 

La seule conclusion de l'histoire qui 
apparaisse certaine aujourd'hui est que la 
mecanique a permis de soumettre à l'épreuve 
le processus mental de l'abstraction relative­
ment aux données sensibles. Ce processus 
n 'est pas condamné, il est simplement re­
connu et déclaré infirme sans la conscience 
d'une double relativité : celle des dimensions 
de l'objet et celle du système où cet objet est 
placé et considéré. La leçon dépasse a n 'en 
pas douter le simple problème de l'avenir 
d 'une discipline particulière. 
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Formalisme lagrangien 

2 Formalisme canonique 

3 Applications 

La mécanique analytique représente une 
approche de la mécanique rationnelle 
qUI s'est dévelopf>ée, à partir des travaux 
de Maupertuis ( 17 44 ) , dans un certain 
isolement par rapport aux autres bran­
ches de la m écanique et de la physique. 
Le point de d épart en est le « principe 
de moindre action )) qui permet de 
déterminer le mouvement d 'un point 
matériel dans un c hamp de forces. Si on 
considère le mouvement le long d'un arc 
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de trajectoire AB et que l'on évalue 
l' intégrale curviligne : 

A~= r < mr, dr > 

(action de Maupertuis), on peut montrer 
que cette quantité est minimale par 
rapport à tous les mouvements voisins 
passant ...P.ar A et B aux mêmes instants 
et possedant la même énergie que Je 
mouvement réel. Réciproquement, cette 
condition d 'action minimale permet de 
déterminer univoquement le mouve­
ment. Elle est donc équivalente à la loi 
de Newton : 

d 2F - · 
dt2 = F, 

qui détermine le mouvement localement 
et de proche en proche. Ce principe 
diffère très profondément de celui de 
Newton. Il oblige à considérer le mouve­
ment globalement, comme un tout, et 
à Je comparer à une infinité de m o uve­
ments vlrtuels parmi lesquels il est 
privilégié. Il a conduit à une reconstruc­
tion de la mécanique sous une fo rme très 
abstraite qui supprime l'image des points 
matériels tirés par des forces , et qui 
suggère finalement la considération d ' un 
« espace des mouvements » où sont 
representés l'en semble des mouvements 
possibles, chaque m ouvement étant un 
point de cet espace. Sous cette forme la 
mécanique analytique se trouve parti­
culièrement apte à traiter les theories 
qui considèrent, non un seul mouvement 
réel, mais une collection de mouvements 
possibles, c'est-à-dire la mécanique sta­
tistique et la mécanique quantique. 

Formalisme lagrangien 

Principe des travaux virtuels 

On s'intéresse ici à l'étude d 'un système 
dynamique classique, c'est-à-dire d 'un assem­
blage de k points matériels qui peuvent être 
soumis à des liaisons (exemples : certains 
points peuvent être astreints à se mouvoir sur 
une courbe ou une surface donnée ; deux 
points peuvent être liés de sorte que leur 
distance reste con stan te ; etc.). 

On numérotera .les points par un indice 
j , avec j = 1, 2, .. . , k, et l'on désigne par Fi 
la position géométrique du point numéro j. 
par m1 sa masse, par F· la résultante des 
forces que l'on exerce sur lui. Les mécanismes 
assurant les liaisons peuvent exercer par 
ailleurs une force supplémentaire !;, appelée 
« force de liaison )) ou force « de contact >) 

(exemple : si un point matériel est lié par un 
fil inextensible à un point fixe, la liaison .lui 
impose de rester sur une sphère ; la force de 
lia1son est mesurée l?ar .la tension du fil) . Le 
mouvement du systeme est alors déterminé 
par la loi de Newton : 

( 1) m)'j = F,. +ÏJ. 

où j = .1 , 2, ... , k ; on note par un point la 
dérivation par rapport au temps ; ij est le 
vecteur vitesse du point numéro j , ~ son 
accélération. 

Imaginons, pour chaque point rj, un 
(( déplacement virtuel )) infinitésimal orj, 

compatible avec les liaisons telles qu'eUes 
existent à l'instant t (exemple : si rj est 
astreint à se déplacer sur une sphère, orj est 
un vecteur quelconque tangent à la sphère) ; 
il résulte évidemment des équations (1) que 
l'on a : 

(les crochets < , > désignent le produit 
scalaire ordinaire). 

Réciproquement, le système (1) est vérifié 
si l'égalité (2) est valable quels que soient les 
déplacements virtuels orj compatibles avec les 
liaisons : tel est le résultat découvert par 
d'Alembert (Traité de dynamique, 1743), que 
l'on appelle principe des travaux virtuels 
(parce que le terme écrit à droite de (2) est 
le travrul des forces dans le « déplacement 
virtuel )) défini par les orj). 

Dans le cas où les liaisons sont parfaites 
(exemples : glissements sans frottement ; 
liaisons des points à l'intérieur d'un solide), 
les forces de liaison ne travaillent pas, ce qui 
s'exprime par la condition : 

(3) 2:: <Ïi . 'ôrj > =o. 
J 

On peut alors remplacer l'équation {2) par : 

(4) L <m1t ,'ô'i>= L <Fi> &'i>, 
J J 

ce qui permet d'étudier le mouvement du 
systeme sans se préoccuper des forces de 
liaison. 

Équations de Lagrange 

Dans de nombreux cas, on peut utiliser les 
équations définissant .les liaisons pour expri­
mer la position de chaque point au moyen 
d'un nombre réduit de paramètres ; de façon 
précise on dit que le système est ho/onôme 
si l'on peut choisir des paramètres indépen­
dants qi , q2, ... , qn tels que l'on sache 
exprimer la position rj de chaque point en 
fonction de q 1, ••• , qn, et éventuellement du 
temps t (exemp.le : la position d'un point 
mobile sur une sphère s'exprime en fonction 
de deux paramètres, sa latitude et sa longi­
tude). Il suffira alors de connaître l'évolution 
des paramètres q" en fonction du temps pour 
connaître le mouvement complet du systeme. 
Cela revient à étudier le mouvement d'un 
point dans un espace à n dimensions appelé 
espace de configuration. 

Il est facile d'utiliser les paramètres q" 
pour calculer le travail virtuel des forces 
appliquées : un simple calcul de dérivation 
permet de trouver les nombres <J>• (parfois 
appelés forces généralisées) tels que : 

(5) L < F,., 'ôï'j> = L cp. &q • . 
j k 

On peut aussi calculer, au moyen des q". 
de leurs dérivés q "· et éventuellement de t, 
l'énergie cinétique T du système, définie par : 

(6) 

Si l'on considère .les 2 n + 1 variable q", 
q" et t comme indépendantes, on peut alors 
calculer les dérivés partielles : 

aT aT aT 
oq•' oq •· ar; 



Lagrange a établi l'identité : 

d [ aT] n ""' ~ oi'j (7) di oq• - oq• = L... < m,r,, oq• >. 
J 

En remarquant que le déplacement virtuel 
&rj est donné par : 

(8) ·- - ""' il i'j .. _. 
urj- L... oq•"'~ . 

• 
l'identité de Lagrange (7) montre que le 
premier membre de (4) s'écrit : 

(9) { ~ ff, [ :;. ] - :;. } &q •. 

En remplaçant le second membre du 
principe des travaux virtuels (4) par son 
expression (5), et en notant que les nombres 
&q • sont quelconques, puisque les paramètres 
ont été supposés tndépendants, on arrive aux 
équations : 

d [ ilT] 3T (!0) di a4• - oq• = cp •. 

où k est égal à 1, 2, ... , n. 
Telles sont les équations de Lagrange 

(Mécanique analytique, 1788) qui permettent 
d'étudier le mouvement d'un système en 
utiHsant des paramètres arbitraires. 

Formulation variationnelle 
et principe de Hamilton 

Sup~ns maintenant, non seulement que 
les baisons sont holonômes et parfaites, mais 
que les forces appliquées dérivent d'un 
potentiel u ; par définition, u est une fonction 
de la position des points (et éventuellement 
de t) qui donne par dérivation le travail 
virtuel des forces, changé de signe : 

(Il) L < F,, &i'j > = -ôu. 
J 

En remarquant que : 

!lu = ""'~ .. -• L... ilq•"'~ • 
• 

on voit que les forces généralisées 'P• [cf. (5)) 
sont données par : 

(12) 
ilu 

'l'• =- oq•· 

Si l'on porte cette expression dans les 
équations de Lagrange (10), on est amené à 
introduire la quantité : 

(13) L = T - u. 

En effet, on constate que : 

3T 3L 
oq• + cp. = aq• 

Comme par ailleurs le j>?tentiel u ne dépend 
pas des vitesses, les derivées : 

ilu 
oq• 

sont nulles, ce qui donne : 

ilT ilL 

a4• a4• 
Les équations de Lagrange s'écrivent alors 
sous la forme : 

(14) ff, [ :4~ ] = :~ • . 

Il existe un rapport étroit entre cette forme 
des équations de Lagrange et un principe très 

général qui semble réaHser « un accord de 
différentes lois de la nature_ qui avaient 
jusqu'ici paru incompatibles » (Maupertuis). 

Il s'agit d'un principe variationnel qui se 
rattache au principe philosophique « du 
meilleur » (Leibniz), au principe optique de 
Fermat, au principe mécanique de moindre 
action proposé P.ar Maupertuis, et dont 
Lagrange avait déjà per9u toute l'importance. 
Hamilton en donna un enoncé précis en 1834. 

Désignons par Q la matrice-colonne ayant 
pour éléments les paramètres q', .. . , qn. Q 
est une variable à n composantes qui parcourt 
l'espace de configuration du système. 

Notons par ailleurs que la grandeur 
L =T - u est une fonction de q', ... , q n, 
q', ... , qn et t, ce qui peut s'écrire : 

( 15) L = L (Q, Q, t ) . 

(Cette fonction L s'appelle fonction lagran­
gienne, ou lagrangien.) 

Choisissons deux instants arbitraires t, et 
t 2 et considérons l'intégrale : 

(16) .il = f.' ' L (Q, Q, t ) dt. ,, 

(Cette intégrale s'appelle action hamilto­
nienne.) 

Désignons respectivement par ilL/ ilQ, 
auaQ les matrices-lignes formées par les 
dérivées partielles de L par rapport aux q• 
et aux q•; en dérivant (16) sous le signe J, 
on obtient la formule : 

(17) M = J.'.' [ !~· ll Q + :~·ôQ]dt, 

où les . désignent des multiplications matri­
cielles. En remarquant que : 

. d 
!lQ = dr[!lQ], 

une intégration par parties donne : 

(18) M = [ 
37 · !lQ]' ' oQ ,, 

J" [ ilL d [ ilL]] + ,, oQ - di oQ . ôQ dt. 

On voit apparaître sous le signe f la ligne : 

:~ - 1, [ !~] · 
ligne dont tous les éléments sont nuls en 
raison des équations de Lagrange (14); d'où 
l'énoncé : 

La « variation >> &A de l'intégrale d'ac­
tion (16) est nulle dans toute « variation » 
8Q du mouvement telle que 8Q = 0 pour 
t = t , et t = 12. 

Réciproquement, on constate que ce prin­
cipe de Hamilton est équivalent aux équations 
de Lagrange, donc qu'il suffit à caractériser 
le mouvement (dans l'intervalle de temps 
arbitraire t" h). 

Si on connaît un groupe G d'invariance 
du lasran~en, opérant sur l'espace de confi­
guration, a chaque transformation infinitési­
male ô; de G va correspondre une constante 
du mouvement. En effet, on peut reprendre 
l'expression (18) de ô;A~ pour la trans­
formation ô; : ici, puisqu'on est sur une 
ligne de mouvement, l' intégrale sera auto­
matiquement nulle. Par contre, en posant 

aL 1 . . ' / ~ . P• = -. , a partte tout mtegree tOUrntra aq. 
(19) !lj.il ! = L P• ll, q•(B) 

• 
- L P• ll, q•(A) = o. 

• 
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puisque 8; in varie le lagrangien. La quantité : 

(20) U j = L P• ll; q•, 

• 
associée à la transformation lij, est donc une 
constante du mouvement. Ainsi l' invariance 
par translation entraîne la conservation de 
l'impulsion. L'invariance par rotation en­
traîne la conservation du moment cinétique. 

2 Formalisme canonique 

Formalisme hamiltonien 

Récapitulons les calculs qui interviennent 
lorsqu'on applique les équations de Lagrange 
à un système répondant aux conditions 
précédentes. 
- On considère les variables 9•, q• et t 
comme indépendantes, et on écnt la jonction 
lagrangienne : 

(21) L = L(q•,q•, t ). 

- On calcule les dérivées partielles : 

3L 
(22) P• = aq•' 

où P• est le moment canoniquement conjugué 
de q•. 
- On résout les équations différentielles : 

(23) dp • ilL dq • . • 
dr = oq• ; dr= q · 

(On reconnaît les équations de Lagrange 
(14) et la définition initiale des variables tj•.) 

Si on développe le système (22), on 
constate qu'il se compose den équations dans 
lesquelles les variables q • interviennent li­
néairement, et que le déterminant des coeffi­
cients n'est pas nul (cela résulte du fait que 
l'énergie cinetique est une forme quadratique 
définie positive) ; on peut donc résoudre ces 
équations par rapport aux tj • ; ce que nous 
noterons : 

(24) Q = QcP, Q, t ). 

Introduisons maintenant une nouvelle 
grandeur, le hamiltonien du système, qui est 
par définition la quantité : 

(25) H = P - Q- L(Q, Q, c ). 

En remplaçant dans cette relation Q par 
son expression (24), on exprime évidemment 
H en fonction de P, Q et t : 

(26) H = H(P, Q, t ). 

La fonction ainsi définie s'appelle f onction 
hamiltonienne. 

Donnons une variation arbitraire ô aux 
variables P et Q ; la dérivation de (25) donne 
évidemment : 

soit, en se souvenant que : 

· ilL 
ôH = !lP. Q- oQ !lQ 

= 2: ( llp.q• - :~. ôq ·} 
• 

En comparant avec les résultats de la 
dérivation directe de (26), on trouve donc les 
identités : 

(27) 
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En utilisant ces identités, les équations du 
mouvement (23) se transforment Immédiate­
ment en : 

(28) 
dq• oH dp. oH 
dt = op. ; dt=- oq•· 

Telles sont les équations de Hamilton 
( 1834), appelées aussi équations canoniques ; 
elles montrent qu'il suffit de connaître la 
fonction hamiltonienne pour déterminer les 
équations du mouvement. On les interprète 
souvent en considérant que les « variables 
canoniques >> .P• et q• sont les coordonnées 
d'un point qUI se meut dans un espace à 2 n 
dimensions, appelé espace de phase. 

Formalisme symplectique 

Désignons par Y une condition initiale 
quelconque du système : pour détenniner Y, 
il faut se donner une date t, ainsi que la 
position et la vitesse de tous les points du 
système à cette da te. 

Nous avons remarqué que l'on connaît ces 
positions et ces vitesses si l'on connaît les 

~-­------
v 

Espace d'évolutton 

u 

valeurs des variables q • et q • à cet instant 
t ; par conséquent, une condition initiale Y 
est repérée par les 2 n + 1 variables q •, q • 
et t (ou, SI l'on préfère, par les 2 n + 1 
variables P•• q•, t ) . On peut donc représenter 
Y comme un point d'un espace V à 2 n + 1 
dimensions, l'espace d'évolution (cf. figure). 

Lorsque le système évolue spontanément, 
le point Y décrit une courbe tracée dans V, 
courbe qui définit le mouvement du système ; 
il résulte de la théorie des systèmes dilféren­
tiels qu'une condition initiale caractérise Je 
mouvement, c'est-à-dire que ces courbes sont 
disposées dans V de façon qu' il en passe une 
et une seule par chaque point Y de V. 

On peut donc définir un mouvement par 
les 2 n valeurs des coordonnées canoniques 
à une date t0 arbitrairement choisie ; en 
d'autres termes, chaque mouvement x peut 
être considéré comme un point d'un espace U 
à 2 n dimensions, l'espace des mouvements. 
Par exemple, le mouvement d 'une planète 
(n = 3) se repère par 6 nombres (les éléments 
de l'orbite). 

Un mo uvement déterminé sera donc 
considéré : 
a) comme une ligne (trajectoire) décrite par 
le point Q dans l'espace de configuration à 
n dimensions (le temps jouat.t le rôle de 
paramètre) ; 
b) comme une ligne décrite par le point 
(Q, P) dans l'espace des phase~ à 2 n dimen­
sions (le temps JOUant le rôle de paramètre) ; 
c) comme une ligne atemporelle dans l'es­
pace d'évolution à 2 n + 1 dimensions ; 
d) comme un point atemporel dans l'espace 
des mouvements à 2 n dtmensions. 

Considérons deux variations quelconques 
du mouvement, dx, &x ; on peut leur associer 
une grandeur appelée crochet de Lagrange 
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(Mécanique analytique, 1788), que nous 
noterons a(dx, &x). 

On peut la définir par la formule : 

(29) o(dx,&x) = dt!iH-!itdH 

+ 2:[dp.!iq•-5p.dq•l 
k 

Cette exl?ression est donnée ici au moyen 
des variatiOns des conditions initiales ; 
comme elle ne dépend en fait que des 
variations des mouvements, on dit qu'elle 
constitue un invariant intégral; en parti­
culier, si l'on écrit qu'elle est nuJle 9uels que 
soient Bp., BQ•, Bt, on retrouve les equations 
canoniques (:28). 

Il est immédiat de vérifier que a est 
bilinéaire et antisymétrique : a est donc un 
tenseur antisymétrique du second ordre (en 
abrégé 2-forme) ; le tenseur ainsi défini en 
chaque point x de U confère à l 'espace des 
mouvements une structure géométnque (ap­
pelée structure symplectique) ; les transforma­
tions ponctuelles de U qui conservent a sont 
nommées transformations canoniques ; les 
champs de vecteurs qui engendrent des 
transformations canoniques s'appellent trans­
formations canoniques infinitésimales. 

On appelle variable dynamique toute fonc­
tion scalaire u définie sur U ; on peut lui 
associer une transformation canonique infini­
tésimale, que nous noterons Bu x, grâce à la 
formule : 

(30) o(!ix, li., x)= liu , 

pour toute variation B. 
Réciproquement, si on connaît la transfor­

mation canonique infinitésimale B, on peut 
lui associer une variable dynamique : 

(31) u = -H!it+ LP•!iq•. 
k 

Le fait que u ne dépend que du mouvement 
(grandeur conservative) constitue le théorème 
de Noether généralisé. 

En particulier, à la translation dans le 
temps correspond la variable dynamique 
énergie, égale au hamilto nien H, ce qu'on 
écrit 

(32) 

À l' invariance par translation dans le 
temps, correspond ainsi la conservation de 
l'énergie. 

Dans le cas de transformations canoniques 
infinitésimales qui n'invarient pas le lagran­
gien, on peut cependant utiliser le théorème 
de Noether en calculant u par la formuJe 
(3 1) ; ainsi, dans le cas d 'un système libre 
dans l'espace, les variables dynamiques liées 
aux transformations de Galilée (addition 
d 'une vitesse constante aux points du sys­
tème) expriment le mouvement rectiligne 
uniforme du centre de gravité (principe de 
l' inertie). 

À tout couple de variables dynamiques 
u, v on peut associer une nouvelle variable 
dynamique, notée [u, v] qui a été découverte 
par Lagrange : 

(33) [u, v) = 6, u = - liu v. 

C'est Poisson ( 1809) qui en a donné 
l'expression au moyen de variables canoni­
ques choisies à un instant arbitraire : 

"'[ auov ouav] 
(34) [u, v) = L ilq>Op•-ap.aq• ; 

k 

c'est pourquoi [u, v] s'appelle crochet de 
Poisson de u et v. 

On peut utiliser les crochets de Poisson 
pour reconnaître si une fonction u des 

variables dynamiques et du temps est conser­
vative : dans ce cas, en effet, la formule (32) 
donne : 

soit, compte tenu de (33) 

(35) ou 
Tt= [H, u). 

Un calcul direct, utilisant (29) et (34), 
montre que cette égalité est caractéristique 
des grandeurs conservatives. 

3 Applications 

M écanique relativiste 

Les résultats précédents peuvent s'étendre à 
d'autres problèmes ayant une structure ana­
logue (onncipes variationnels portant sur des 
intégrales simples). Traitons le cas de la 
mécanique relativiste. 

En relativité restreinte, on remplace l'inté­
grale d'action (16) par l'expressiOn : 

(36) Â=-melf~dtl dx i+~~Z+ dz Z 

c étant la vitesse de la lumière (cas d'une 
particule libre de masse '!') ou, en prenant 
le temps t comme parametre : 

(37) Â =- me z J ~I -1I!el dt. 

Les équations de Lagrange mo ntrent que 
le mouvement est encore rectiligne uniforme 
(avec une vitesse v inférieure à c) ; le 
théorème de Noether s'applique encore ; dans 
le cas des translations de temps, il permet 
de définir l'énergie relativiste E ; elle est 
encore égale au hamiltonien ; en partant du 

nouveau lagrangien -mcl~!-"/1/cl, la 
formule (25) donne : 

(38) 
me1 

E = H = VI"- vl fel' 

d'où la formule d 'Einstein qui donne l'énergie 
au repos Eo = mc2. 

Le même traitement appliqué aux transla­
tions d'espace donne l' impulsion relativiste : 

(39) 

En relativité générale, on utilise des 
systèmes de quatre coordonnées quelconques 
x •, x 2, x l, x• ; l'action s'écrit : 

[lLo v = 1, 2, 3, 4), 

les g 11v pouvant s'interpréter comme les 
composantes d'un tenseur (tenseur métri­
que). 

On peut écrire les équations de Lagrange ; 
elles se mettent sous la forme : 

d l x l.. "' 1.. dxl' dxv 
(41 ) dsl + L r .,v di Ts= o, .. 
s étant un certain paramètre (temps propre), 
les nombre r \ (appelés symboles de Chris­
toffel) étant dl:mnés par : 

(42) r ). = ~ "' gÀP [~ + ~ + 3KtJ.V ]· 
l'V 2 L ilxl' oxv oxP 

p 



Quand les coordonnées sont reliées à un 
laboratoire en chute libre (satellite en orbite), 
les r " sont tous nuls, la formule (41) montre 
que l~·mouvement apparaît comme rectiligne 
uniforme (état d'apesanteur) ; par contre, 
dans un laboratoire quelconque (terrestre par 
exemple) le mouvement semble accéléré : il 
apparaît un champ de gravitation, mesuré par 
les r~,.- La formule (42) montre que les r~. 
s'expnment au moyen des dérivées des g v : 

c'est pourquoi les nombres g ... s'appellent 
potentiels de graviration. 

Mécanique statistique 

L'objet de la mécanique statistique est l'étude 
des mouvemen ts aléatoires d 'un système 
mécanique conservatif (exemple : un gaz, 
considéré comme un système de molécules 
enfermées dans un récipient). 

La probabilité, à un instant t, pour que les 
coordonnées canoniques P• · q' soient dans 
une certaine région E de l'espace de phase 
peut s'écrire : 

(43) p =JE pdp t ... dpn dq t ... dq • , 

p étant une certaine fonction positive. 
En utilisant les équations canoniques (28). 

on peut démontrer q ue le « volume » de E, 

JE dp t ... dpn dq 1 • •• dq•, 

est une constanre, bien que la région E se 
déforme, au cours du temps, souvent de façon 
très compliquée (c'est le théorème de Liou­
ville). Comme la probabilité P est constante 
dans le temps. il en résulte que P. est une 
grandeur conservative ; elle vénfie donc 
l'équation (35) : 

(44) 
Ôp aï = [H, p]. 

appelée P~rmtion__de Lioul'ille au de ...Boltz­
mann ; el e s1gmfie en fa1t que p est directe­
ment définie sur l'espace des mouvements, 
ainsi d 'ailleurs que l'élément de volume 
(intemporel) : 

dw = dp 1 • •• dp . dq 1 •• • dq•. 

On voit donc qu'un état statistique est une 
loi de probabilité sur l'esp ace des mouvements, 
la probabilité élémentaire étant égale à ~w. 

On constate. dans le cas d 'un éqUilibre 
statistique, que la densité de probabilité est 
de la fo rme : 

(45) p = exp ( - ÀH - ~). 

où À et fL sont deux constantes. Cette 
~uation porte le nom d'équation de Gibbs. 
L interpretation détaillée de cet état montre 
q ue : 

(46) À = 1/ k T . 

T étant la température absolue. k la constante 
de Boltzmann ; fL (appelé potentiel thermo­
dynamique de Planck) se calcule en écrivant 
que l' intégrale f pd w, étendue à l'espace des 
mouvements, prend la valeur 1. S1gnalons 
que l' intégrale : 

J - kp Logpdw 

est, par définition, l'entropie du système. 

Mécanique quantique 

Dès les origines (Bohr, 19 18), il est apparu 
que le formalisme canonique était la clef de 
la formulation de la mécanique quantique. 
On adopte généralement la formulation de 
Dirac ( 1926) qui associe linéairement à 

chaque variable dynamique u un opérateur 
que nous noterons û. 

Les opérateurs û, appelés observables, sont 
des opérateurs linéaires self-adjoints sur un 
même espace de Hilbert Je, appelé espace des 
états. 

Dirac postule la formule suivante, appelée 
relation de commutation : 

(47) ii . {· - f . ii= itt(il.rl. 

lz désignant le quotient par 2 1T de la 
co nstante de Planck ; comme ci-dessus, [u , v) 
désigne le crochet de Poisson de u et v. Il 
faut postuler, de plus, qu'à la variable 
d ynamique 1 correspond l'opérateur identi­
q ue sur Jé.. 

Si l'on choisit une date t, les val.eurs 
correspondantes des coordonnées canoniques 
P•· q• sont des variables dynamiques 

auxquelles sont associés des opérateurs p;-, 
qo; les relations de commutation de ces 
opérateurs se déduisent simplement de (34) ; 
on trouve ainsi les formules de Pauli et 
Heisenberg : 

Pk . jjT- Pl. Pk = o. 
lj1 . ljL iÇI. qr = O. 

(48) 1 . rJ: Î -;;-, k _ 0. SI k-:jd. 
p · q - q · P - - ih 1. si k = /. 

Ces relations sont réalisées si l 'on définit 
ces opérateurs par les formules de Sch rooin­
ger : 

~ àlb 
(49) pk (~) = -11/àq' ' 

~(lb) = t? >-. Ill. 

\11 étant une fonction complexe des qi, appelée 
f onction d'onde. 

Bien entendu. si l'on change le choix de 
la date t , il fau t modifier la fo nction d'onde ; 
cette modification s'obtient en résolvant 
l'éq uation de Schrooinger : 

ôw ~ 
(50) lit a,= H(~). 

H étant l 'opérateur hamiltonien. 
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MÉCANIQUE CÉLESTE 

MÉCANIQUE CÉLESTE 

Problème des deux corps 

2 Mouvement des n corps 

3 Les théories 
de la mécanique céleste 

4 Mouvement d'un astre 
autour de son centre de gravité 

S Les tendances 
de la mécanique céleste 
contemporaine 

Le but de la m écanique céleste est de 
prévoir, avec le plus d 'exac titude possi­
ble et pour des époques aussi élo ignées 
que possible dans le passé o u dans 
l' avenir, la position dans l 'espace des 
corps célestes : pla nètes, satellites, 
é tm les. 

Cette science date de l'époque où 
G alilée et surtout Newton ont établi les 
principes de la m écanique classique : on 
suppose l'espace euclidien à tro is dimen­
sions ; le temps est un pa ram ètre in­
d épendant de l'espa ce s'écoulant de 
m oins l 'infini à plus l' infini ; il existe un 
re père fondamental par ra ppo r t a uquel 
un po int matériel, qui n 'es t soumis à 
a uc une force, est soit au reP.os, soit 
animé.-d:un mouvement recttli~ne et 
uniforme. T o us les r epères a nimes d 'un 
m o uvement de translation rectiligne et 
unifo rme par rappor t au repère fonda­
mental possèdent la m êm e pro priété ; ce 
son t des repères galiléens o u repè res 
d ' inertie. D an s un repère d ' inertie, un 
po int soum is à une fo rce représentée par 

F prend une accélératio n y liée à F par 
la relatio n : 

F = my; 

Je facteur de pro portionnalité m est la 
masse inerte du point, ou to u t simple­
ment sa masse. 

R appelo ns enfin la lo i de la gravitatio n 
universelle : un point A de m asse m 
a ttire un point B de m asse m '. L a force 
po rtée par la dro ite AB es t dirigée de 
B vers A, et so n inten sité es t : 

k mm ' 

AB2 

k étant une constante appelée constante 
de la ~ravitation universelle. En vertu 
du pnncipe dit de l'actio n et d e la 
réactio n , le po int B attire le point A avec 
une fo rce de sens con t raire et de m ême 
intensité. 

Cette loi est le fondement même de 
la m écanique céleste, dont le principal 
problème est d 'établir les equa tions 
différen tielles du mouvement d ' un cer­
tain no m bre de corps , assimilés à des 
points ma tériels qUJ s'a t tirent d eux à 
deux, e t de résoudre ces équat ions. La 
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