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Sommaire. - On se propose d't~ ludiPr les fon ction s appelées fL:x (n) et ((~(n) qui gL1 nt~ ra li sent la fonclion fL (n) de ~li'•n1us cl 
l'indicateur d 'Eu LEn ~ (n ). Dan s le prPmiPr paragraphP sont rappel ées qurlques proprit~lt'·~ dP la fon clion 'f/>.(n). 

~ 1 . - Fonction Y),_ (n). 

(1) Défmition. - ex étant nn c variable quelconque , 
réelle ou compkw, n étant un enlif'l' 2: o. 11 011s 

poson s : 

. ()_ a (:x + 1) . .. (:x -:-- n - 1) 
Y)xll - Il ! , pour n 2:: 1, 

Yio. (n)= 1. 

On désig11 c parfois par F~ celle fon cti o n. dan s le ens 
ol1 ot es t enlier. 

On a en parti cu 1 icr : 

(~) 'f/o(o)= I 'f/o(n) = n, JlOlll'/1 ;;;; !. 

(3) Yj 1(n) = I, Cjllf') que so iL Il 2: o. 

4) '11 - •(n)= 1 '11 - •( •)=- 1 ·'i - •(n)= o. pour n ~ '!. 

Remarquon s que , d 'après la définition même , on n : 

(5) 
Il J . :x 

Y1"(n + 1)='1/:x(n) - '-, pou1· n :-;:: o. 
Il -f- 1 

THÉonbm : 

" 2: '1/o. (P) '1/ ~ (n - p ) = 'ljo. , ~(tt). 
,, ..... o 

Le théorème est vrai pour n = o ct 1 . Dl-montrons-le 
par récurrence sur n. Si 0 11 a 

" 
"ix ~ ~(n ) = 2: "io.(P) 'fj~(n- p), 

i' 0 

on aura , d'après (G) : 

'1/o.+ ~(n+ 1) = -
1
- ~ 'f/o. (Jl) Yj r: (n - p) x i(a + p) + ( ~ + 11 - p) i 11 + 1 ~ 

}J = Ù 

=-1-[~ ["i oc(P + 1 )'1/~(n - P)i (P + 1) 11 + 1 ~ 
p - tl 

" 
+ L.Lr,x ( Ji) 'lj~ j (n + 1) - p]][(n + 1)- p!] 

p = o 

" 
+ 2: [Yj :x( Ji) X YI~ j (n + 1)- pl]j ln + 1) - pj] 

/) = tl 

=-1-[~ 'lj:x (fJ) Yi [l{ll + 1 - p) p 
11 -l- 1 ~ 

/1-· 0 

11 1- l 

+ L.ir,:x(P) X Yj ~(n + 1 - p)i (n + 1- p)] 
Jl 0 

, .. , 
= 2: '1/:x ( p) "i ~(n + 1 - Jl). 

JI = O • 

C.Q.F.D. 

(ï ) TuÉo11bm. - Si ex est un e r~li e r, positif, négatif, 
ou nul , 1J,_(n) est un entier. 

La propriété es t nai c pour ot = o, 1 cl - 1, d'après 
(2), (3), (!,). 

En fai sant ~ = 1 , ~ = - 1 dan s la formule (6), on 
trouve les rrlation . 

" (8) 'f/C< 1·1(11) =2:'1)>.(p), 
}J= O 

(g) "i:x- !(ll)='flo. (it)- r,,_ (/1 - 1), 

qui démontrent la propriété pat· récurrence sut· ot . 

( ) 'l' , ' lü HEOREME : 

1 
. ( ) x Yj .. (p,) x '/)>.+p, (p.) ... 
r,.. fJ• + p, + · · · + Pk 

. ) _ (p , + p, + ... + Pk) 1 
X 1J >- + Jlo + ... + Jlk-• (Pk - p 1 p 1 ~ 1 · 

1 · ' .... 1 ,.. 

ll suffll de développer le premier membre de cette 
égalité pour la vérifi er. 

Le second membre de l'égalité (10) est indépendant 
de ot et sy métrique en p1, p2 , ... Pk Ces deux pro
pri étés permettent d 'en déduire d'autres égalité:;. 
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Ainsi en faisant k=2 , p1=p, p~= q, tX = I , on 
trouve la formule 

(p + q)l 
YJp + t (q)=Yiq+t(P)= pl qi · 

En fai san LI>= 2, tX = q, p 1 = 1 , p2 = P - 1. on trouve 

YJq(t} Ylt +q(P - 1) _ p . 
Yjq(p ) - ' 

et comme Ylt + q (p- 1) = Y)p(q) d 'après lu relation pré
cédente, il vient 

(u) (/Yjp(q ) = jJYjq (p), 

et, par suite, on a 
p + q 

Ylp (q) + Yjq (p)=-- Yjp(q) = Yl.q t t(fJ). 
p 

Enfin ou vérifie immédiatement la formule 

(p + q)! 
'fj-(p+ql (P)= pl q i (- t )P. 

Nous résumerons toutes ces fonnules pur les 
égalités : 

Signalons encore lu formul e ùu binôme de NEWTO:\, 
que l'on peul écrire sous la form e : 

Il 

(a -b)" = L a11- PbPYj _11 (p ), 
P=O 

puisque d'après (12) on a 

Opérateurs T. 

(râ) TH ÉOHÈME. - Les opémteurs 
Il 

T" ·./'(n) = L ·fj._ (p)f (n - p) 
/J r:= O 

form c11l un gro upe de tran sformations isornoi·phe 
du groupe additif de lf'u rs indices tX. 

Ce la résume les deux l'l!·a lités : 

T , ·f (n)= f (n) T._ ·[T~ -j'(n )] = T"~ ~ ·J (n). 

La première est évidente d'après (2) . Lu seco nd e sc 
démontre ainsi : 

n n-p 

T"'·['f~·f(n)l = L 'fl:t (P) L 'fi~ (q) }'(ll - p - q). 
p = U fJ=O 

ou , eu posant p + q= l' : 

Il l' 

= L f (n - r·) L 'fJ:t( P) Yi ~( ,. - p) 
1'= 0 p = O 

n 

= L j'(n - r·) Yl:t+~ ( l'), d'npr/>s le Tltéorèmc (G), 
1'= 0 

= T .. - ~ ·f(n ). C. Q. F. D. 

On a , en particulie1·, 

" 
T, ·f(n) = L j'(p) 

p = O 

L,·f(n)= f (n)-f(n -- 1), pour n ~ 1. 

L'opérateur T1 est le plus simple des opérateurs som
malaires . C'est lui en parti culier qui intervient dans 
la définition des séries. La formu le d ' inversion qui 
fait passer de g (n) ='ft -j'(n) tl f (n) = 'L,·g (n) est géné
ralisée pm· le Théorème (If,); et cela en formant un 
groupe, ce qui permet l'itératiou ou l'interpolation 
de J'opérateu r '1'1 , ou de l'opérateu1· T_,. Ainsi T_k·](n) 
est ce qu 'on appelle la différence k""' de la fonction 
j'(n). On en obtient don c l'expression directe. 

~ 2 . - Fonction [J. 1 (n). Propriétés élémentaires. 

( 1 G) Déïmition . - Nous posons, l'enti er n > 1 étaut 
déco mposé en fa cteurs premi ers : 

n = pf'' . P:'' .. . Pt'· 
(.1.>.(11) = 71:t (/., )•Y):t(/,,) · · · 'fi:t (l •k) 

On peul rema1·que1· que cette cl éfinition res le valab le 
quand 1111 ou plusieurs des nombres /,; dev ient nul , 
puisqu e YJ r~.(o) = 1, quel que so it \1.. 

Pui sque YJ 1 (n) = 1, on a : 

(q ) 1'-• (n) = 1, qurl qu e soit tl :::=:: 1. 

Com me YJ0 (n)=o pour 11 ~ 1 , on a également: 

1'-o(n) =o, pour 11 ~ 2, nvrc 1'-o( t)= I. 

Enfin la fon ction [J._ 1(n), qui ne prend que les 
,·aleurs- 1 , o, + 1, est la fon ction [J. (n) de Müsrus qu e 
[J." (n) généralise. 

'! ( 19) THÉOuÈm~ . - Si p ct '1 sont pre1uiers entre eux, 
,IJ.,.(p q) = [J.r~.(P) X /l.oc(q). 

(O n dit que la fonction [J. est factorisable) . 

Cela résulte immédiatement de la définition, pui sque 
deux nombres premiers entre eux ont des fa cteurs pre
miers lous distin cts. La propriété reste vraie si J'un 
des nombres p et q est égal à r . 

(2o) THÉORÈ)IE : 

:2::. 1'-r~. ( P) 11-~(!!._) = iJ.z+ ~ (n). 
ptlh . n P 

Tout divi seur de n peut sc m ettre sous la forme 
p = p:••. pg• ···PZ'·, l'indice ft; variant de o à),;, et 
inversement. 

Donc 

~J.l. .. ( P) J.l.~(;) = h~. Ylr~. ( h, ) YJ._ (h, ) .. . 

Yj>.(hJ..) Yi~ (),,- lt ,) 71~(),,- h,) . · . Yj~(l•k- hk) 
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= 'Ilot+ ~(),,) 1J:x+~p,,) . .. 1i ot+ ~(l,k) . 

= fL:x+~(n) . 

ù 'nprès Ir Théorème (6). 

C. Q. F. D . 

Le cas parti culier~ = 1 donne, d 'après ( •7) : 

Ainsi , pour IX =- 1, fJ. - o(JI) = fJ.( p), fonction de 
Münrus, on l•·ou vc la rela ti on 

(n) ~fl.(P) = n, pour n > t , 
fi dh·. li 

qui est caractéri stique de la foncti on [J. (n), si on lui 
j oint la co ndition IJ.( I) = 1. 

(~ 3) THÉOnl~i\IE . - Si IX es t un entier positif, [J • ._(n) 
es t le n ombre de sys tèmes de valeur: entièt'es qu e 
peuvent prendre rx variables posiliYPs dont le p i'O

duit est égal à n. 

La propriété e· t évidente pour rx= r . Adm ctln ii S
la pour IX . Si les variables ent.ières positiYes x1 , x 1 , ••• 

x", x ... +1 ont pour produit n, ::r:,+1 es t un di vise ur de 11. 

On obtiendra tous les sys tèmes de Yaleurs en donna nt 
successivem ent pour valeurs à x"+' tou. les diviseurs 
de iL Le n ombre de ces sys tèmes es t do nc égal à 

L: fL,(~)= L: fLo (P)fL,(.!!_), d'ap ri•s ( t ï ) 
/J tlh , ll p p tl i\ . 11 p 

= fL>. - o(n), d'nprL'S (2o). 

C.Q. F .D. 

Ainsi [J.2(n) es t le nombre des di viseurs de n , do11t il 
fournit l 'ex pression (À 1 + 1) (),~ + 1) ... (), ~.- + 1 ). 

et 

ou 

Opérateurs S. 

(21!) THÉon'Èm:. - Les opéra teurs 

s .. ·f(n) = L: fL ... (p) .f'(~) 
p d l \', Il J. 

forment un g1·oupe de tran sform ation s iso morphe 
du g roupe additif de leurs indices rx . 

On a , en etl'ct : 
S0 ·f(n) =J(n), ù'ap ri•s ( tS), 

~ .. ·[S~ ·f(n)] = ~ fL,(x) y~x fL~(y) J( .:~. ) 

L: ( n)L: (u) = f - U.x (;r) U. r< - , 
lL ' ' t" T 

u d iv . n x dh-. u ' 

rn posa nt x y= u, 

= L:J(.!!_) fl.o.+ ~ (u) 
u tl iv . u U 

(Tit{·o r L• m c (2o)) 

= So:+ ~j'(n). C. Q. F. D. 

Le cas parti culier IX = 1, ~=- • montre l 'équi,·a
lence des rela tions : 

g(n) = ~j'(p) 
p db·. fi 

rl .f'(n) = L: (l (fJ ) fL(!!...) 
plih . tl p 

(DEDEKII'iD , LwuviuE) . Le Théorème (2!1) généralise ces 
fo rmul es de façon an alogue à celle des opéra teurs T ... . 

(2 6) THJ~onbiE . - Si la fon ction f (n) es t facto ri
sabl e, les fon ction s S .. ·f (n) le sont au ssi. 

E 11 effet 

l ~x ·J'(p)J X [Sx·.f(q)J = ~ fL , (.t).f( ~) ~ fLx(Y)J'(f) · 

Si p el q sont premiers entre eux , tout diYi seur de 
J'un C'Sl premie•· à tout diviseur de l'autre. Don c on a : 

~ ~ ... ·f(p)i·[Sx ·.f(q)]= ~.~ fL,(xy)J( ~~ ). 
:x: dn·. p J 
·" dh . q 

pui:;que la foncti on .f es t fa ctorisable par hypothèse, la 
fo ncti on IJ. d'après ( 1 !)). 

Or toul diviseur de pq peut se mettre, et d'une seul e 
faço11 , sous fo rm e du produit d 'un diviseur de p par 
un di,·iseur de q, ainsi qu'il résulte immédi atement 
de la dèco mpositi o n en facteurs premiers. Donc, en 
[l08allt :Y',V= U, 0 11 lrOUYC: 

l ~:d'l fJ)I·lSx ·.f(q) l = L: fL, (u) .f (~? ) = ~,·.f(pq) . 
u tl l \ . f il/ 

C.Q.F. D. 

La plupart des fommles d'in version construites avec 
la fonction IJ. (n) sont compri ses dan s le théorème sui
nnt, qui les géné1·alise : 

(2 ï ) THÉOR~;~Œ. - Soitf(x) un e fonction quelconque, 
réelle ou complexe, déflnie pour x> x0 , identique
ment nulle dan s l'intervalle x0 ,x0 + h, (h >o) . 

Soit F(x) une fonction co ntinue, strictement crois
sante, null e pour x=x0 , ct <I> (x) sa fon ction inverse. 

Soit g (n) un e fon ction numériqu e vérifiant les 
quatre condition s suivantes : 

g(m) a(n)=g(mn), lim g(n)=o, 
Il = ~ 

o ~ g(m) ~ 1 , 

Les opérateurs 

Kx ·J'( x )= ,!: fL, (n)f[ <1> fg(n) F(x)]]. 
fl = t 

qui sont un e so mme d'un n ombre fini de term es , 
form ent un g roupe de transformation s isomorphe 
du groupe additif de leurs indices ex . 

F(x) g(n) tend vers o lorsque n tend Ye1·s l'infini . 
Comm e c.I>(o)=x0 , <I> [F (x) g (n)] tend vers x0 , donc, 
pour n assez g t·and , es t inférieur à :Y'0 + h. Alors 

J' [lli [g(n) F(;r))] =o. 

Il -y a bien un nombre fini de termes n on nuls. De 
plus, la fon ctio n K .. ·f(x) es t nulle dans l'intervalle 
.'1'0 , a.·u + h , puisque F(x) es t croissante et g(n) inférieure 
ou égale à 1 . 
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On a bien K0 -}'(x) = J(x), cat· la somme se r éduit à 
son term e n = 1. Calculons 

K" ·[I~ ~ -f(x)l = ~ [p. ,. (n) K ~ ·J [ <1> [g(n) F(x)fl] 
11 = 1 

= t. [ P,ot(n) ~ [ P,p(P)f [w [g(p) F [<1> [g(n) F(x)HJJ]], 

F et il) étau L deux fonctio ns in verses, co mme 
g(p )g(n) = g (pn), cette cxpressio11 se simplifi e en 

.!:, [fJ.ot (n) ~ [fJ. ~( p) f[<l> fg (pn) F(;c) IJ]] 
/l = t /) >: 1 

ou 

t. [f[<J> [y (u) F(x)l] ~ r(J.:.(%) !J. ~( p)l], (' 11 posa nl p n = Il, 

= .!:, [/ [ <1> lu(u) F(x)Jl fJ."+p(u)] ('J'h pori• me (2o)) 
U = J 

C. Q. F. D. 

Ce Théorèm e co mpreiiCl , co mme cas particuliers, 
d eux fo rmul es dïL\D,DI.\IID do nnant l'inve rs io11 d e 

~/(~·). 
" 1 

r l d f' 

où J es t identiquement mille dans l'inter valle 1 , 1 + h 
pour la première, - co, 1 pour la seconde (• ) . 

Sif(r.c) n 'est différente de o que pour x= 1 , 2, 3, · · · , 
on LrouYc un résultat équi valent au Théorèm e (2!1). 

Prenons comme cas pa rticulier F(:.r) = a:, g(n) = J jn. 
:r0 = o et J(r.c) = o, pour x< 1 , ] (re) = 1 , pour .1.· 2: 1. 
On a al o rs 

lxi 
1\ ,_ ·J (:r) = _2: p., (n) • 

11 = 1 

en désig nant par [a:] la pa rtie entière de x . On a d 'a il 
leurs K,·f(x) =[x]. Deux cas particuli ers du Th t'o
ri·nl f' (27) donn ent al o1·s les fo rmules 

~ fJ-(11 ) [ ~ ] = 1 

valables pour x ~ T , Cil dés ig na11t , avec F. M EnT Ei\S, pa r 
a (n) Ja fo11ction so nunaloirc d e tJ. (n). Ces fo rmules 
particulières o nt èlé dt; ltt o nlrt'·cs par Buc.\ .JE\' et 
.M. D AVID. 

Touj ours dans cc cas, o n a 

lx i tx l [ T] 
K oc 1 ~·f(;r) = _2: fJ. ,_,(n)= K,_ .fi: ,f(:r ) = _2: fJ.>- (n) ~ . 

11= 1 11 ~ 1 

Or on peut poser 11 -[a_l = O(u), aYec o ~ O(u) < 1. 
quel qne soilu. Alors 

. .. ) '""" ()x: ,, x '"' ( ( )) ,, >.+,} (x = ~ !J.>. Il n-·o" 
lxi Uot (ll) !=J, . (X ) 1"'1 

=x ~ -· -
11

- - ~ fJ., (n) fJ !. = ~ fJ.ot+o(n); 

( 1 ) (Encyclopédie, éd. J'o·a " ~·a i ,c•, 1, ·ti , p . »~) . 

ou en Lire 

!=!, fJ.oc(n) 1 lxl 1 lxi (X) L --=- L fJ. >-+ o(n) + -;- _2: fJ. oc (n)O - . 
fi t Il x 11 = 1 x fl ~ t lt 

Si 1 t;J.. I ~ l , on a 1 Y1, (n) 1 ~ 1 , qn el qu e soit IL , et par 
suit<' [ [J.,(n) 1 ~ r ; d 'où 

1 

~ P,oc (n) 1 ::::; ~ [.1' 1, 
."'--! Il - x 
.. 1 

ou 

(28) / ~ fJ.~;n ) / :S 2, pour 1 ex 1 ~ 1. 1 ex + 1 1 ~ 1. 

Le ca ,; pa rti culi er t;J. = - r do nn e, pui squ e (J.0 (n) = o 
pnurn > 1 : 

s i 0 11 prend .r = Jl + r - ~ (o < s < 1 , f l enti cr), on 
trouve 

1 
:i: !J- (11) 1 ::::; __,[,_1_+_,-
" ' Il - p t t - < ' 

,; i petit qu e so it~ > o; du ne 

1 '5'~ / :s r. 
~Il 

~ :1. - Fonction 9~ (n). Propriétés élémentaires. 

(3u) Définition . - \ ou s posons 

q;s (11 ) = Soc(ns) = L fJ.:. (P) (~)s 
Jl cl n ·. 11 / 

(co mme t;J.. . s es t un e va rin blc co rnplc.xc·) . 

Lc Thèo r!·me (:dt) do nn e ln fo rmul e : 

(:I r) ~(J.p(p) q;~( '~)=y~ e [l {ll ). 
fJ dl\ , I l 1 

D'après (:t ü), la fon cti on de l'entier n, q;~(n), es t facto
ri sable , puisqu'i l en es t de m ème de la fon ction n•. 

En fa isant t;J. = 1 , on voit que q;"l(n) es t la so mme des 
pui ssan ces s des diviseurs de n . De m êm e cpHn) es t la 
so m m c des puissa nces s des div iseurs des di viseurs de 
n, ou encore la so mm e des produits des puissances s 
des di viseurs den par le n ombre de cliYiscurs des di vi
seurs coujugués, ain si qu 'ilré.- ulte de(3 1). Nous all o ns 
do nn er une interpréta tio n de cp:. , (n) pour s en Li er 
positif. 

(32) THÉOHÈME.- Le n o mbre de sys tèm es de va
leurs entières, inférieures ou égales à n, p remi ères 
entre elles el avec n dan s leur en semble, que peuvent 
prendre k variables pos itives es t égal à cpJ.:.,(n) . 

Le Théorème es t vrai pour n = 1, car epi.:. , ( L) = r 
correspond au sys tèm e uniqu e 1 , r , 1, ... 1. Admet
ton s le Théorème pour 1 , 2, ... n - 1. 

Les sys tèm es de /; enti ers ::; 11 sont au nombre de n k . 
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Les sys tèm es d 'en tiers adm ella nt avec n Le p. g. c. d . 
p , qui es t pa r con séquent un di viscm · de n, donnent , 
p ar di visio n p a r p, /.;entiers premiers avec njp cl entre 
eux da11 s leur ensemble, ct invc,·sc rn cnl. Leur n ombre 

est don c par· h y pothèse égal tl r.p: , c~). Le nombre 

ch erch é es t donc égal à 

n" - ~q;~ ,(-q-) = n"-~ !J.1(p)ç:",(-q-). 
, , dl\' , l i 1 fJ d•' ,. 1 

P> t p> t 

Or le Th éo rL' III C C:l 1 ), où l'on fa it ~ = 1. do nn e la 
relation 

I1 en résulte que le no ntl.n c ch er ch é es t égal tl r.p~, (n). 
C. Q. F. D. 

Ainsi t.p~ 1 (n) es t Je nombre des n o mbres premiers 
avec net inféri eur~ o u égaux à n que l'on appell e indi
caleul' d'EuLER de 11. q;~(n) en est si l'on Yeut un e génl-
r:..tlisa llon à deux paramètres. En r evenant à l a défini 
li on , on obtient l 'exp ress im1 de lïndica leu1· d 'EuLim 
au m oyen de la fon ction l'· : 

(3:l} """' Il ç'...,(n ) = ~fJ.(P)X - (' ). 
J I di Y •• Il fJ 

Nou s avons déjà démontré ses deux prop riétés fon 
damentales : il es t fa c to ri sa ble ; la so mm e des indi ca
teurs des diviseurs den es t égale tl n (fo rmule (3 1 ) , avec 
~ = 1). La formule (3I) en do nn e d 'autres propriétt-~ . 

tell es que celle-ci : 

! 
La so mme des prod uits du n o mbre de diYi seurs des 

div iseurs den par les indicateurs drs divi seurs co n
jug ués e~ t égale à la sorume des diYi seurs de n , c lc ... 

Quelques-unes de ces formu] rs o nt vtt'. d O IIIl!~C'S SU II S 

dé rn o nslrali oH pal' LIO UVILLE (•). 

§ [j . - Applications analytiques de l'·x(n) et 9~(n) . 

a) Croissance de la fonction f.J.x (n). ! (3/o) Tn{o nÈM E : 

). fJ. :x (ll} _ 
11n --. - -o, 

II = X' /l• 
pour 

Soit n = p(·•·p~·· ... p1" , les PJ é tant pre1uiers, rangés 
par ordre :croi s ·anl ; 0 11 a 

fJ.:x (n) = II Y1o. (/-J) ; 

donc 
!L"' (n) - II 'IJo.(/v) --.- - -.-)- . 

- j - '.i 
n" PJ:! 

(' } Cf. Encycl ., éd. fr ., 1, •7· 

('} (J. Math. pUI·es cl appl. (>). >, 3, 1,, 5 ... ). 

Soit A un entier > 1 e t > 1 ex 1; ou a, Cil suppri 
mant l'indice j: 

1 

'IJoc(À) 1 'IJA(/,) _'/)),+ , (A - •) 
), 1- 1 < ),A - 1 - ), A- 1 ' ù 'apri·s ( 12), 

1 ( 1)( 2) ( :\ - 1) = (A -
1
) ! 1 + ): 1 + ): ... 1 + -À- . 

On voit, sou s celle form e, que c'es t un e fon clio n 
décroissa n te de ), , égale à A, p our /, = 1 : don c que 
l·fl,_(I,) I< A/,A- I, et par suite que 

La fo nc tio n 

a pour déri vée 

-- < --. 
1 

YJoc(À) 1 A.ÀA - 1 

-=-- ), -=-- ). 
p" p " 

A x-' -• 
f (.r ) =Log -u:-

p :! 

1.1 ) A- 1 z L . (;c = -- - - ogp . 
x 2 

Cc tlP dérivée déc roît co ns tamment cl s'a nnul e p out· 

2(A.- 1) 
:r· = $ Logp · 

Ou a do nc 

[
2(A - 1)] 2( \ - 1) 

/'(ot) ~ f L = Log A + ( \ -- 1) Log .L - (:\ - 1); 
· - z ogp E ogp 

d 'où résulte : 

I

Yj,_(/,) 1 A[2 (:\.-1}]·' - ' . 
!.._ ), < I' E Logp 

p" 

Ce lle expression sera < 1 s i 
t 

A-•fA 2(A- 1} 1 
~( .\-1 ) .\A=I 

\ • e E Logp < 0 11 p> e " 

On a don c, en m aj o rant les tenues du produit et. en 
n égli geant ceux qui sont < 1 : 

1~ 1 _1 II A [ 2(A-• ) ] A- t 
n• < .=__ . I' E Logp:J· 

.) J . 
fi• 

_ 1 [A ( 2(A.- 1))A- t]e 
< .=__ I'E Log?. 

Il~ 

...!.. 
2(.\ - 1).\ \ - t 

quantité qui sera aussi p etit e qu e J'o n voudra pom·vu 
qu e n soit assez g rand. C. Q. F . D. 

u) Fonctions définies par des séries entières. 

~ (35) Nou s poson s 

i foc(x ) = ~ fJ.oc (ll} xn . 

Un e telle sé rie a un rayo n d e co nvergen ce au moin s 
égal à 1, d 'aprè · le Théorèm e (3â) . Pour 1 x j < 1, on 
peut définir J' ex pression 

_!: fl- ~ (if)j .. (xk)= ~~ f.J.:x (n) f.J.~(If) x"k. 
l.: = t k. fi 
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C'es t une sér·ie double absolument convergente; on 
peut l' ordonner suivant les Yaleurs de nk = u ; on 
trou ve 

L x" :2: !J.:.. (n) !J. ~ (*) = L x 11 !J. :.. -· ~ (u), d'après le Th "" (~o); 
u 11 ti n ·. 11 u 

d 'où la formule 

(:16) _!: !J. ~(/r)f .. (x"') =.f~ _,. ~ (;f) . 
k = t 

On a 

[o(x)=x !'l f, (x)=x + :x:• + .. . + ;c" + . . . = - x- ; 
1 - :r 

ainsi la fonction 

f _ ,(x)= ~ !J. (Il )xn 

vérifi e la relati on fon ctionn ell e 

(:l7) f _ ,(:r:) + f _ ,(x' ) + ... + f _,(x") + . . . =x, pour 1 x 1 < r . 

Cette rela tion es t d 'aill eurs camctéri stique. Ou a 

auss i : 

(:l8) 
~r :r·~ :r 3 !J. (n)xn _ 
~- r - ;r' - r - x' + · · · + r -x" + · · · - :r , 

pour l x i< •· 

On p<'ut déduire d 'autres fo l'lnules de celles-là , pa r 
déri vati on e t par intégration , puisque dans le cercle 
JxJ~x·o < l on a des séri es uniform ément con ve r
gentes de fon ction s holomorphes . 

On peut définir aussi les fo nctions 

fl~(:r·)= ~'ll&(n ):r·". 
11 = 1 

On voit , co mm e pour les fouctions j ._(x), qu'ell es 
,·éri fi e ut : 

~ !J.~(n ) g& (x") = !li + ~(n) ; 
11 = 1 

on a 

!Jf.(X) = ~Ils:J; 11 , 
11 = 1 

fon ction que l'on peut exprin1<:'r simplement , lorsque 
s es t lw entier 2:- 1 : 

( 
:r 

fl iï '(x) = - Log ' - ;r) tf''(:r ) = --
.o • -x 

;c x + x • 
rJ' (:r·)- q' (x)- · . o . - (• - ;r )' . o. - ( t - x)'' 

ce qui perm et, au m oyen de la formule (3g), de trouve r 
un ce rta in u o mbre de fo rmul es . Par exemple, la fonc
tiou 

gt_.(;r) = ~ 'll (n) x", 
n= l 

o i.r cp (n) désig ne l'indicateur de 11 , vérifie la relation 
foncti onnelle 

(&o) ~ ' (x'.-)= x . ~ g_ , (t- :r)' 
11= 1 

Cette relatio n es t d'uilleut·s ca raclél'Ï stique. 

c) Fonctions définies par des séries de Dirichlet. 

Nous désign erons par H(s) et l (s) la parti e réelle et 
le coeffi cient dei elu no mbre complexe s . \ ous appel
ler·o ru; ~ (s) la fon cti on de Bm)IANN 

ou so n prolo nge ment. 

! 
(!Il ) TH ÉOHÈME : 

~ !A:t. (ll) = l~ (s)l"' . 
~ ns pour R (s) > 1 , oc qu plconque. 

fl = t 

D'après P4). 

tcml ve rs o quand n tend Ye t·s l'infini , doue es t bo rn é 
pa r un JI Ombre ,, si n (s) ~ 1 + 2 E. Cette rnaj oratioll 
Pst même uniforme dans tout do maine où J o:. \ ~ A 
entier et où R (s) ~ 1 + H , ain si que le m ontre la der
nit-re formul e établie pour la dém on strati on de (3!,) . 
Doue, dan s tout le dorna iue, on a 

·I!J-.. (")1<~. 
ns " '" ' 

LN111 e gé néml d 'une série co nvergeute; la conve rgen ce 
es t absolue cl uniforme. Appelan t provisoirement 
f (o:. , s) la somme de cette sé rie, qui es t clone uu e fon c
tion h olomor·phe de ses deux a rgunwnts, 0 11 peut. 
r-ll'ec lu er le produit 

/ (7. , s ) ·f( ~. s) = L !J.., (n) L !J.~ (p) 
11 n' 1J Jr' 

e l. l'o rdonn er sui va nlu = np, ce qui donn e 

Pour o:. et s réels, cette relation fonctionnelle mont1·e , 
d 'après un théorème de CAUC HY fai sant intervenir la 
co ntinuité en x , que l'on a 

j'( oc , s) = [.f(1, s)]"' = l~ (s)]"' . 

Cette égalité res te n a ie dan s lout le do lllaine, par 
prolongement. 

C. Q. F. D. 

On trouve da11 s l 'Enr·yclopédie (I , 17) les cas pa rti
culiers o:. =- I , o:. =:>.. 

HEMARQUE. - L'abscisse de convergen ce de la série 
(4 1) n 'es t pas n écessairement égale à I pout· toutes les 
valeurs de o:.. Elle es t en tous cas supérieure ou égale 
à la borne supé l'Ïeure des parti es réelles des zéros de 
la fonction ~ . borne qui sera it éga le tl 1 j2 d 'après la 
célèbre h ypothèse de RmMA:\:\ . 
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i (42) THÉOHÈl\IE : 

~ t. cr~Sl) = l~ (l)J'"~(I -s) . pour R(ll> '· R(l-s)> 1: 

car 

- ~ """' fJ., (p) (!_!_)H-~ fJ.>.(/J) ~ _I 
-~~ 1 x -~ 1 ~ 1-~· ' 

ll = t jJ di\•, Il p p ,. 1 fJ tf 1 ( / 

si TI(l -s) > l rt H(L) > 1 . 

I ~(I)]X~(I -s). 
C. Q. F. D. 

Ainsi, rp (11 ) élan t l'incl ica Leur cl'Eu LEH de n. on trom ·c 
la formul e : 

(43) pour R (.~)> 2. 

On aura un grand n ombre de formules analogues 
en utili sant les diverses interpréta ti ons de cp~(n). La 
plus simple conespond à o: = r , s = 1. 

pour 

En etl'et, 

cp~ ( p) = _1 """' U.· (1>) (.f!._)s = """' fJ." (/•) 
S S ~~" If ~ kS p p f." dÎ\ . JI /, di\·. Ji 

et 

= ~ ~ fJ., (k) x [!!._] 
Il ~ Jrs k 

J.. = t 

avec [u] = partie entière de tL 

Comme pour la démon stration de (28) , n o11 s pose
ron s u-[a]=O(u), (o ~ O(u)< 1) . On a nlors 

~ :f: cr~~))= ~ :f: ,u. .. (!•l !!:_ _ ~ :f: e(!_!_) fJ., ~•l . 
Il p~ t p Il. k~ • leS " Il k = t " !.: 

Soit ~ un n ombre positif iuféricur à 2... H (s) ct à 1 . 
2 

D' ' l 'fl ' ' ('11.) 1 'J ... (Ii.) 1 . f ' . ' apres c 1eoreme v -1 , ~ est 111 en eur a un 

nombre K, qu el que soit/;,, K n e clépenda11L que de o: 
et de ~ ; clone 

1 

o(.!!..) fJ.cr. (k) 1 ~ 
k kS <,... 

D'autre part, le terme 

1\. = -- (n• - • - E). 
1 - ~ 

es t inférieur à 

quantité qui tend vers o quand n croît indéfinim ent; 
don c 

l ' I ~ rp~(p) l ' 1 ~ fJ.x (k) Il 
lill-~-- = 1111-~--

,l = x /l /' t }JS fp:: x /l li = i ftS k 

= !:, fJ.x (k) = l~ (s + 1)]"' 
k = t. k S-f 1 ' 

d 'apri'•s ('tt ). 
C. Q. F. D. 

Le cas particuli er o: = 1 , où ~'i(n) désign e la so mme 
de pui ssances s des diviseurs de n, a été étudi é pnr 
CES .. \RO, GEGEl\'BAUE II , Kno~EC K E H . 

(Lt5) LEMME : 

l' , s + 2s + ... + ns I 

lill ns+t =~· pou r ll (s) > o. 

La fon ction j t -l-' 1 co mmence par croîlre à partir 
de u qunnd t décroît à partir de I; elle est une fon c
tion décroissante de t clan s un certain intervalle /0 , 

1(/o< t ). Par con séqu ent , quel que soit p positif, 

1 p s- u s 1 = pR(s) 1 r - (;) / s es t un e fon ction décrois

snutc de u clans l ' intervalle l0 p,p, donc dans l'inter
Yall e p- 1 , p si p es t assez g-rand. Donc , pom· p > p0 , 

jp• - u• 1 <1 P"- (p- r)s j. pour p- 1 < u<p; d 'où , 
par intégration, 

ou 

• 1 p-''- [~ , u•d u 1 < 1 ps - (p - 1)• 1· 

Pa t· add itio n de sem blables inégalités, o n troll\·e: 

" 
~ L l p•-(p-l )S j ; 

/1= 1 

01' 

l l
l.o~ p 1 

1 ps -(p _ 1 )< 1 = 1 es Logp_ es Log(p-t) 1 = s est d t 
Log(p- t ) 

~ 1 s 1 • etR(s) df = ~ [pU(s)- (p _ 1)H(s)] l Loup 1 1 

og(p-•) 1\ (s) 

et par con séquent 

(4G) i: 1 p-' - (p- ,y 1::; _1 s_l nll(s) , 
p- • - H(s) 

pour R(s)> o. 

L'inégalité 

1 

i: ps --
1
-[ns+ t - (Po_ 1)s+ 'l l < fl nH(s) , 

p, S + 1 R(s) 
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qu e l 'o n peut éc rire 

" 
L P' 

t•.. - 1 + (Po - J )s ' 
--'-li t .... Il 
s -1 1 

nr o ntre qu e l' o n a 

1 s(s + •) 1 

< n x H (.~)' 

lim = •· 

(h) Trii~O HJ~:ME : 

J --ns 1 

s + 1 

C. Q. F. n. 

l' c~ ( • ) + q;; (,. ) + ... + ~i (n) l"r )1 
1111 ' •" +

2
s + .. . + Il s = ., (s + 1 ~. pou r H(s)> o. 

Poso ns 

1 ) = 1 + 1 1 -1 1 1 + .< ; 1 [ 1 + _:_::1_] 
11 (s) 

" ''( ) En = ~ L <?>. fJ - lq< + 1)1"-
/1 1 {JS 

" 2.... 9i (Jl) 
"" = -''--'-~-,.-- - l ~ (s .- 1W· 

LI'' 
1 

Il fant rn o nlrer que , quel qu e soit Yi > o, o n peut 
délcrmi ncr n0 t el que 11 > llo en traîne lu" 1 < Yj . 

D'ap rL'S Je Théorèm e (Mt), E11 tend ve rs o avec 1 jn; 
on peu t donc drternliner 11 1 t.c l qu e n ~ n, entraîn e 

1 E11 1 < ·fj j D. On a 

(1'1 ' '' r ésulte 

q;i {ll) = n' l~ (s + 1)1>. + ns ln ~ 11 -(n- 1) En-d 
c t • 

" L. P' [PEp-(P - 1) Ep - ,J 
A + B + C 

lin == --"-p ~--'~---,-, -----

L p' 
1 

a\' PC 

" 
A= 2:,1 pS+ • s1,-(f'- 1}' 1 Ep - 1 1, 

11 = ~ I(P - ~r · - pS(p - •li "J>- •. 
/1 = 1 

" 
C = :2:,[(p - I )S"I - pS(p - I )]<p- 1 

f l = fll + l 

s i n > n,. 
U1r a 

1 A 1 -1 ns+l • 1 < n' 1 H(s) _1_ - ~ Il J) ' 

ICr<ln ~ IPs-(p - 1'' 1:::; lfl 11 •-11 ts), 
' 1> ~ 1 - 1) fi ( .~ ) 

J 'après (!tG). 

D'après ('•G), li: ps 1 
' 

nt+H(s) 
es t équiva lent à l , donc 

1 I + S 

nt+Hts) 
es t supéri em · à -~--- p our n > nt. On a alo rs 

1 +I r +s; 

1
- ] 1 -'- 1 + s -r. s l " 1 < · 1 1 n •- H(.q _!_ [• -'- _1_1 J + 13 

Il "' · 11 (.<) - 1) . 11 (.<) . 

1~ 't t ·l' 1 l ·1· · 1~ •+l •+ sJ .> t' an u1 c epcnc a nt cc n , . expreSSIOn .> 111 +n(sJ 

tend vrr s o avre •fn. d. ~P ra inft;riC'UI 'C• à ~ p our 

11 > ~~ ~ - Don c, pour 

'' > n0 = n, + n, + n, 

l 't" 1 < ;~ [r. + 1 , -'- .. il (. + ;1~J) ) + 1] = ~. 
C. Q. F. D. 

D'après le Lemme ('• ~l) , on prut. , dans cette expres
sion , remplace r le dénn111inaleur pa r ln quantité équi

ns- • 
nrlt •n te --- . 

S + l 

Les Théorèm es (!d) ou ('17) permettent de trouver 
un certain n o mbre de formules, en introdui sant les 
intcrp1·éLati on s données de cpHn) cl cu utili sant lrs 
formules q:>.) = n 2j 6, q!t) = n4 j go , etc ... Ain si l e quo
t.i ent par n de la so mm e des di viseurs de n Leml en 
111 oycnn e ver s ï.1/G, (0'. = 1. s = •), rte ... Par exem ple, 
Je quo tient par n:• de la so mm e tl cs pui ssan ces cin
qui èm es des di viseurs des di viseurs de n tend cH 
III OYC'llii C YC' rs 

(:x =2 . s = 5). 

Pou l' 0'. = - 1, s = 1, O lt trouve la ronuul c 

(~t S) l ' ~ ( • ) + ~ ( ~ ) + · · · + ~ (n) ::; 
/I ll~ ' /(:! ' == j.~ f 

léjà donnée par LEJEUNE-DmiCIILET . 
Plus général ement, d'après (:h) . pour 'Y. = - 1 , s 

r nti e •· positif, l' expressio n 

? ' .1(1) + ... + q;s 1(n) 
•s + 2" + . . . + n' 

c~t le rapport au n o mbre to tal de systèmes de s + r 
c• ut.i crs ~ n dn n o mbre de ceu x cl' cnlre eux qui ~o ut 
fo rm és de u umbres prcm ir rs e1llrc eux dan s leur 
en semble. On p eut , s i l'on veut , é non cer ce ,.,;snlta t 
de la faço n suiYa 11tc : 

~ 1/•9) La probobililé {JOLI!' lfl lC /,: nrJ!nbrrs soirnl pre-

i miers en tre eux dans lrLi r rnsemb/e rsl ,:{)flle ri ~//,') . 

(O n p eul re ru a rquer qu e ce lle probabilitt; tend Yc r:-; I 

quand 1• tend Ycrs lïnfiui) . 
.\ i nsi la proba bilité p our que deux nombres soient 

p rem iers entre eux c:-; t ~~ ; ln probabilité pom· que 

quatre nombres soient premi e rs Pntre eux dan s leut· 
f)O 

en se mbl e est~ · etc .. . 


