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-a-:-:--:-

I - Etant ·CS.muS un veoteur altSatoire quelconque, nous défi-. . 
niaaeDa UDe matrioe d~f1n1e positive qui lui est atta
ch&e, aa fluctuation. 

a - Rou. ind1~ un oertain naabre de propr1,t4s de la 
3 _ tl\letuatten, q,u1 l)Gmette.nt 4 1 t1tud1er le comportement 

4u 'te ote ur al~atoire, en p art1oul1er \Ule généralisation 
4 ... de 1 •1Jl4galité de Bienaymj. 

5 - Bo\18 4tudlena le eas part1oulier de la loi normal.e en 
e]tpl'imant ea r&part1t1on de prabab111 'W en tonctiœ 
4e la tlu•tu.ation • ·et :wua en ttroœ eourme oonst1-
quenoe la 441'1n1 t1• et i 'emploi dea toncti ona :Pn ( À) • 

tl - Une t§tllde de la ocmpoa1t1o.n cleo veoteUN aléatoirèa 
l1ds ou indép•lldants teurn1 t un nouT9 1 emploi de la 
tluctuatiOA. 

7 - En concluaio».' ncus pro:po.aons une défini tian du 
-,..oteur · nou représenteS par sa valeur mOTeJme et 
sa matr1oe-tluctuat1on. 

8 - et nous 1nd1quona quelque• exemples tiréa de la phy
a1que qui montrent 00\1l'llnt on peut reprdsenter lee 
systèmes physiques par dea "Tecteurs flou.s• et 1 1 usage 
qu'on peut taire de cette notion. 

- llous supposoœ le leote11r familiarisé aveo les pri...'lcipes 
du ooloul matriciel. 

-Les démonstrations les plus canpli~uées, que l'on peut 
passer en prami~re lecture, sont en a ::-pcndice. 
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Etant denné un ayst'- mat~riel quelconque, que nous 

sçpo .roae 44t1ni par n p&raJR~ tres x1 , x2, • • • Xn, on 

peut tooJoQJ'II le •!'9pr4seJtter• par le vecteur 

~~' 

~ 
• X• 
• 
• 

1,1.- Nous dirans que le Yeoteur X est un veotour •aloatoire• 

s1 oe vectetœ n' e11t pas oœmu exactement, mds s' 11 

poa sà4e un certa1A nombre de ltyaleurs• possibles t ~, 

x2 , •••• ~, ohaowle étant afteot4e d'un ooefticient, q:œ 

nous appelons pro~~1lit~ de la valeur oorreapondante. 

Les probabilités p1 , Pa•••• ~ sont par d6:t:inition 

des nœbres pos1 tits dont la aor.une est égale à 1. 

1,2.- Exemple : 

xl ·L~1·Pl • 0,7; X .f 7J,p2 .. 0,2; X:3 =[g}-.-•C,l 2 ll7 22 v 

définis sent Wl certain vectour aléatoire Xe .· 

1,:.1.- Un vecteur aléatoire certain, QUe l'on peut identifier 

~ aveo wt vecteur ordinû.ir a, a une seule valeur possible, 

~ affectoe évidemment de la ~obabilité 1. 

ltl:•- On peut donne'!" de ce qui p r é cède une représentation 

irn.ngée, e n donnant t1ême oricine aux vecteurs x1 ,X,) ••• x , ,, N 
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et en conccntrcù;t ~n !Jasse p
1 

à l •extromi t8 du vect•3U~ ~.:1 , 

la ,._,._, ... .,a p ' · l'., .. ·re~ r~~ ·l- -' d, V"' ct· · .,. ' "' ..._" - ··.....,.:.. ~) ti .,~ . .A. v .. u. v () u .;. ·~ u:r ....... .. , c. ......... . 
~ ~ 

lü fonction f C~). 

~-;_i..lelco.r~ (F~C o :>'~ to :_:_ j ot::::::-s positive ou nuJ.:;.c , ct l a ma sse 

totale dÔi..'i:üe p&T som.;lü , sérir. ou irnô: ··.rLJ. o est toujou . .:·s 

égale à 1. 

est celle du c entre ù.c ·r c.-vit û : c ' =:;Gt ' ' ·~xtr6a:it·: d ' un 

-vecteur X tel que 

{1) Il existe de nomb reu.:{ c ~:..s iJ:terr:Jûdit.~i :::-es , ':i.li sont t ous 

don .. ~ôs par ce q_u' on appe J.le lu "foncti on de répa:rtition 11 • 

::~e lecteur désireux de ri ::_:ue ur pourra dan~ oc q_ui va suivre 
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-
-== .< tt• x~ ~yt· On a do.uc x 2:. 'ft ~ et 00llllll8 

l ' 
- ~tt~ x~ x --

:Nous dirons 'lUe X est la Yaleu:t' moyenne du vecteur 

aléatoire x. 

:::. 1 
) 

Bxemple : Le vecteur aléatoire X
8 

défini plus haut (1,2) 

a pour valeur moyenne 

X9 o o,7[:] +0,2[ :7}o,l[ :21· [:] 
1,6.- Nous appellerons erreur d'un vecteur aléatoire X le 

! vecteur aléatoire 

Tout veoteur aléatoire X est alors la soœœ de sa 

Taleur moyenne X, qui est un vecteur certain, et de son 

erreur 6.""'A, qui est un veo.teur aléatoire de valeur 

mo78Jlne nulle. 

Exem.ple : L1 erreUl" tlu vecteur aléatoire Xe est 6. x~ • 

toujours affectées des probabilités t o,,. o,2; o,l. 
1,7 .- Plus généralement, étant donné une fonction 

~ f(X), noua appellerons vtùaur ,monnœ de oette 

{ la quanti té ~( >'-) - ~ r~ f( x~) 

qœlconque 

ton ct ion 
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Ln fonction f' (X) considérée peut Btre Wl nombre, mais 

elle l)eUt tout au:!!Si oien ttre un vecteur, ou une matrice. 

Ex(l) 1 La valeur moyenne de la matrice Xe.. x: est 

X~ >< ~ o•' [~ )[1 2}+o.2[:7] [7 11]+0.1 [:Jg 22] 

[l 2J I49 ll9J I81 198] ll8,6 
a 0,7 +0,2 +O,l • 

2 4 119 289 198 4 84 45 
45 J 
109 

La vAleur moyenne d 1 Wle 1.uan ti té certaine est évidemment 

égale à cette quantité . Zn particulier, quelle que soit 

~ i"{X) 

~ 1,8 

{ 1,10 

~ 1,11 

on a 

s ans po ina l es f ormule s s uiv antes : 

F("-)t-1 C ~) ~ 

[ ?( Y--)1 .. 

-
~ ( )(.) 1- ~ ( ") 

- [Vt0f 
K. fC)(.) =- K. ~c ~) 

Dans oette dern i è re for!:lul o, K est un él émel1t certain 

(nombre, vecteur ou 3atri ce}. 

(1) Nous notons -par .)(~la trwpoaée du veote u:r ou de la 

matrioe >' -
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2 - FWCTUATION 
\1) 

2.1.- Nous appelons fluctuatiog d'un vecteur aléatoire J\la 
~ 
~ valeur moyenne du produit de 1' erreu:r par la transposée 
~~ 
• de oelle-c1, o'eat-à-d1re le matrice 

~ 
1 
~ 

Exeçle l la fluctuation du vecteur X~ est l · 

24J 
60 

2 12.- La fluctuation de X peut 3e transf'o:rmer ainsi ~ 

~x D..~"' == \ ~-~ )( 'j...-'A! 
-- xx"'- x.. "A.,.- x'< + x -x.,. --

~Y::-)(..)<.~- X'A-.+ ~X.)l. --
- J( - -">' 

~ _x: x. l'- x x +- ~ ~ --
f )<. ";<!' - X x"] --

N~ aYcms cal.cul6 

46]. 
109 

- -[3} Htaa ll"f"()U )(~ -

' 
d'eù 
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• [ 9,6 

24 

7 J • [ 18' 6 4 5 J -[ 9 . 21] 
.. 4 5 109 - 21 4't) 

24
} On retrouve bien le réaul tat 

60 (2,1) 

Vo1Gi ttuelquea propriétt1s fondamentales de la matr1oe 

tl uotuat1on ~ 

2,3.- La tluotuation est une rorme homogène du 2ème degr~ 

~ du veoteur X, c'est-à-dire que si À est Wl nombre certain, 

~ on a tP( )..X) ~ >-.t<P( x) 

Plus généralemen-t, si K est une matrice queloonque, 

la fluotuat1on du vecteur rcr eat 

ct>(Kx) = Kb.X( K~'f.) 
= K ~~ ~)<."K,.. 

= K D..X 6Y......_ K)C; 

BOit [ <P( K '1-) = K. <PC)<.). K"l 

2,4.- La fluctuation d'un vecteur est szmétri~~Q, c'est-à-dire 

~égale à sa transposée : [~(X)] "" = <t>C Y...) 

~ C'est dvident, puisq_ue ~X~ !::::. )(~ est symétrique. 

2,5.- La fluotuation est une matrice définie non négqtive, 

o' eftt-è.-d1 :re q_u e 1' on a 
~ . 

~ z: <t>(~) z ~ 0 
~ 

qnel que soit le vecteur z. 

- ·-··--------------------------------
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aar on a 

z..)(. ~ (z.). z. 

::: ~ yt~ 

(2,6 à 2,10 : Voir Appendice .a) 

2,11.- La condition nécessaire e ·t suffisante pour que la 

(' matrioe <?()(.)soit singulière, c'est-à-dire pour qu' 11 
( 
~ existe un vecteur K tel que ct>(~) . K-: 0 , est que 
~ 
~ tous les vecte urs 6 'X;: soient orthogonaux au 

vecteur K. 

1~n effet, si <P()(.).K est nul, il en est de même 

de K"<P()<.)K, qui est é p;al à 't Jt;JK)t6)(dt(voir 2,4). 

Gette 11_ uant1tc nE.: p :.. ·-'- t 6' t~-:-e !1ulle que si tous ses 

terœs soat nuls. L;_, rôci ·~ -ro'luc est i :·ar.édicte. 

~~:xemple : La matrice q:>( xJ {voir 2,1), qui vnut 

26;~0· 1 . j , est d.ée 6n8rüe. En eff et on a 

Les v al e urs possibl e s du Yecteur aléatoire ~Xe. sont 

• On cons tt;. te bien c1uo l e 13 

produits scalaires 

sont nuls. 

- ----- -------- ----· -----·-
J 
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Géométriquement, cela signifie que tous l es poi nts où 11 

y a des masses sont si t ués sur une droite . 

Dans l'espace à 3 dimensions, le fait qu'il existe un 

vecteur K tel q_ue <\)(X). Y\-:.Osi6llif1era que toute s les 

masses du "teoteur aléatoire X sont d,uns nn m8me plan.. 

S'tl exi•'e deux tels Teoteurs K et K'• non parall~lea, 

tou1e' J.ea masses seront a1tu4ea al.U' u.p.e yc:~1~e. 

lElltla; -•• U en exiete 31 non dana un mène plan oe qui . 
exS,p q,u• cD( Y..) aoi t nul, toutes les masse• eônt ooa~en-
, ••.. .m un s•ul peint • 

Ga .peut 4naoer gén6relement • 
. . . 

. ~, .. 2.12.-~e la l!latr1ee ~(y..) eet singulière, dans le soua-
. . 

(1) 

S1 

<a,\181 t• IJ oit 1 (2,11). 

On a 4e.uo K~K -=~ ~;K)(~)(~ ::::.0. D&mB oe s,ua..: ·· .. 

eapaoe, la relation <?()1-.).K -= 0 entrafn.e K -::.0 • On 

eut que <P (X) possède alors une inverse Sl'lllétrique 

définie positive.(l} 

Cf. JULL~ . loo. cit. 

. . 

- - ·-- ··-- - - ·--·- --
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Znfin nous laissons au lecteur le soin de démontrer Que : 

2,10 .- La cond1 t ion néoos.,ai re et s urfisan te pour que le 

vecteur aléatoire X s:. i t ·certain es~ que cp ( )() a o1 t nulle. 

3 - APPLIGATIOliS DE L.~ 1'~UCTUid'Iüll 

AU c.;J..WL DZ J.LillTAIN:SS V.AL?l.ŒS i.:OYENtŒS 

3,1.- Tout ce que nous avens dit du veoteu-r aléatoire reste 

valable dans le cas n • 1, c'est-à-dire lorsqu'on col:..'3i

dàre une variable al~ato1re, x. 

La fluctuation e5t elors un nombre poa1t1f, la valeur 

moyenne du carré de 1' erreur. 

La racine carrée de la fluctuation, q_ue l'on désigne 

g~nérala:nent par la lettre cr- , est 1 'écart g.uadratica,ue 

~7!9 0~ l'é9,~-tlP!· 

Etant donné un veeteu~ aléatoire X, il est intéressant 

de cam attre l'~oart q,uadratique moyen de 1 • une de ses 

OOOl"donnôes, ou plus généraler:-.ent d'une .forœ linéaire 

de ses coordonnées, o•eat-à-dire du prodUit soalaire de 

X par un veoteur constant K, Ky..x . 
1 

La valeur moye .one de K>' K est égale à K)l X. 

(of. 1,11). L'erreur àe K"X est donc 

6. ( K,..x) : Ky.. X- K"1 X =- Ky..(,x.-)t..) -= Klt ~X. 

K ...,. v 
et la fluctuation de A sera par suite : 

cp(KY..X):: K~6x(Ky.6X))I; _ K.,. ~x ~x.--- K (1) 

{1) on rap:pelle la formule matricielle c;énérule :(><.Y),.= y~ X.,. 
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Onu donc dénont~é la fo~ule : 

3, z • - [ <\> (t'<." x) = K" ct> ( -...) K J 

qui résGut le problème pos~ ~uand on ccnna!t la fluctua

tion du vaoteur X. 

3,5.- En particUlier, les termes de la diagon~• de la 

fluctuation sont las valeurs moyennes des carrés des 

er:r&\U'S sur 1 es coordomuSe8. On voit q,u' ila a ont né oes

sairement positifs ou nuls. 

On pmt obtenir une formule plus Générale, en 

cherchant la valeur moyenne du produit des erreurs sur 

deux tormes linéaires 1 K~ X et L X . 
Oea erreurs sent K"' ~'/.. et L)l 6 X • I.a seconde 

peut 4galem.ent s''crtre /),.Xy; L , et la valeur 

moyenne 4u produit est K"/.D.X !SKL::: K)t~(~') L-. 

o.u peut clœo emoncer : 

3,4 .~ La valeur mo,-enns du prodai t des erra urs sur deux 

~ tomes linéaires ~ ~ et L"' '1- est égu..le à 

~ K,. <t>( x) L 

En particulier la valeur ~oyenne du prod\11 t dos 

9rreurs sur K"/.~ et L~ X est 1' élément de la pième 

l16llfl et de la q ième colonne (ou le contraire) de la 

matrice fluctuation • 



ONE RA NOTE l'I~G"'!-fl . I ~UE N° :;82-i:l.. G/ 19 -on Page 1-:1, 

C'est pou.rq_uoi l c;: s 0lé.J.c .: ts de l L\ fl uctuation sont 

appel fi6 EJ.OI:lenta rc~dui t s d'ordre .2. du vectcUI' al.: a toi re. 

2.x.emple c .)ans l e cas Xe dé jà traité, l a v-.<le ur 

moyenne du curré de l'erreur sur x s st ()-x..'l. - ~/> 

La vol eur moyenno du produit des er;-eurs 6. -x at ;\~ e s t 24 

Jalaur mOye lllle dt une f orme <;,Uadra. tl'j.UC de l' e:L.·reur 

I.:i forr.H~ q,ua.dratlq,ue la plus simple de l'erreur eat 

le carré de sa longueur, soit l::lX.._. ~X • 3a valeur 

moyenne est la som~ des valeurs moyennes des oarr~s aea 

oeordonnées, soit la soTJme des te-rœs de la diagonale 

de <P( )() , que 1' on appelle aa traoe. On peut dono 

4noacer 1 

3,5.- La vèleur moyenne de \tl~\ L est la traoe de la 

~ nuotuation. On dânontrerait de meme que 

3;6.- La valeur moyenne de la. forme quadratique ~X"' A àX, 

où A eat une matrice q_uelconque,est le trace du produit 
~ 

/\~(>'), soit 1• aomms des produits de:a éléments de A 
' par 1• él4mcta oorresponlante de '\:> (><.) · 
( 

:&Mz9~ 1 la T&l.eur moyenne de \ .6~\t eat la traee 

4e ~ ( ~<.) , soit 69,6. 

La Taleur ao,m:ne de Dt. x t+ ~x.~d + ~'tJ~ que l'on peut 
. \.·, . 

écri~ · b.:i.' I: . ~ 1 D.X , est la trace du produi• 

[ l 1] [G,6 
0 l .24 

241 , soit 9,6 + 24 + 60 = 93,6 
60 



ONE RA Page 16 

COU144ron.s une matrice A '~'riqœ, 4ét1Jlie non 

n4gat1Ye; ei un Y•oteur a14ato1re x. 

Oonai~'rons la quan~1tf K =. ~ 'l'-; 6 )(~ F\ 6.~~ 
AX~ A b)(.i>~ 

D'aP"• M d~t1nition X: eat uœ quet1t~ a~rieure è 

l' ~ 'fl; • o'est.,....._Lre au produit pal')t de la 
AX~I\A'I.: >~ 

probab111t' pour que l'on ait ~x.· A ~'1.. > ~ 
D.•.zoe part, toue 1., iemea 'f'-; ~x; f\ 6.X.:. 

N 

aœt poait1ta eu nùla. an a 4-uo K<. 2:_ "(\; ~:::t.x!R~> 
~ =1 

4,11B.D'tit4 &gale à la t~ce 4o produit A~(X) d'après 

(3,a)o n · an r~sulte la relation suivante ' 

. 4 tl•- Si A est une mat:r~ce sym,triqus non n~ative, la 

l 
prob~bilitt1 pour que AY· .• :1- Pt IS~ soit sup~riaur à k eat 

intérieure à Trt.Q.U.. I c:\ ~()()] 
... 

Cette relation e'a~pelle 1n41!l1t6 de ll1$n!l!f 

dans le oa8 n • 1. 

Etant donnéta.ne matrice a~triq,ue non négative .a. et 

un nombre E , elle fournit un oertain domaine en 

dehors duquel le point aléatoire n une probabilité 

inférieure à · E de se trouver. 

4,2.- Far exemple en faisant A • 1, on voit que le vecteur 

l /1 X a une proba.b111 tô inférieure à E. d • avoir Wle 

~ loncœur plus grande que \J' T""'~ [ <l>(ll)) • 

------------'------------------~---- -- -----
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·~, 3 .- On peut alor s se pose r le problème sui vant : é t nn t 

dormé le nombr e E , peut-on choisir l a ootr i ce ~\. àe 

fa çon à ce que le dor~1 : ~ ine cor re sp ondl.i:l t ait le Yo1 une 

ninicum "i 

La réponse est l a suivante : le p r obl6me es t possible 

si la r:1 atrice cp ( 'f...) eat régulièl'e-e t il f aut alor s 

prendre f\ = [ <t> (')(.) 1-1 

{Happe lons que 1 1 on pout toujour s se rmnener à ce oo.s, 

d'après 2,12). 

Nous n '1ndiq,œrons pas ici la démons t r<;.'ètllll. 

Ceci nous amène à poser : 

·:1: J 5.- 81 la fluctua tion <\) (x) est réGulière, on appelle 

1 ellipsolde-type d • ampli tude À 1' ellipsoïde a.' équation 

(Y-x)'j([<P(><-)J-1 ('<-X) =- ~t 

D'où, par applica tion de 1,2 c {voir appendice B) 

4 ,6.- La probabilité pour que le point aléatoire soit 

t 
extérieur b. 1' e lli-pso!de-t;ype d • ar.1pll tude ~ est 

inférieure à 2l. , n étant le nombre dea dimensions. 
)..~ 

Donnons enfin une dernière application de la formula 4,2 : 

par 

La quantité K~4>(X.t.)K vaut ia!..." __Q_ • Il y a dono 
)..1 36 3 0 
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une probab111t~ infc§r1eu~ ou égale l ~pour que l'erru 

sur x soit supérieure ou égale l 6 en valeur abllolœ. 

( ,~·~ constate que cette p:robabili té .,. aut ette~t1Yement _!:__) 
tO 

Noua allons maintenant 4tùd1•r ua exeaple où lea 

probabilité& correspondantes sont t~a 1nt4ri*~re• aux 

limi tea donn~es par la rormule •• 2. 

5 - LOI NOœ4AŒ 

5,1.- On dit qu'un Tecteur aléatoire X eet n•ral •'11 

es' absolument oontinu, (1,4), aveo une den.i~l 4e PJDba

b111té de la forme 

Q. étant un pol7I1&œ du second degré du oompoeantea 

de x. 
L•intér3t primordial de la ~o~ no~l• e•t qu'elle 

est considérée oomme la v6ritable loi du batard. Les 

travaux de ; ..• r . LIJTY ont en effet montré que lorsqu'une 

infinité de cau~es infiniment petiteg et 1~4ép•n4antee 

se combinent, elles fournissent un vecteur aléatoire 

normal. 

La proposition fondamentale pour la loi normale, et 

dont l a. démonstration se trouv~ en Ap;)endice B est l a 

suivMte a 

5 , 2 .- Le c on d:&.. tion nécessai re et suff'isante pour tlU'i l 

exis t e Wl vec teur not7,ml à n di r.1cnsions , de f l uctuat ion 

A et de ve.l e ~r I!loyen;:e K données, est q_ue :\ soit symé-
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~ri;uc ct d~finit nositive (rlono , l . ' ) r•:<.u l·3re 

' lors üétcrr:_iné. 

dC~l8 itÔ 

~.,'el li >~Old.r>.-type d' :1m~l i t Ud'3 ~ a pou:::' {!rJ.Uc: ti on 

0- K)~ A-
1 
l/(_-~ = "'r_ 

Lu foL'<::ule ~', 2 rr..on t::c;, :1uc da.ns l c ca3 C.c la loi normnle, 

la densité ete )robabiiité est coüst<!.T ... t•:l su:: les ellipso!œs 

types et égale ~~ 

1.... 
-1 e. 

~ l\) i ~ J..:r f\ 

I.e lecteur trcU'l•3ra l~:n appendice C la ùér.wnstration 

de 1~. forrcule su 1 vu.nt e, coru:ue sous le uom de théortime 

de Pearson: 

5,4 .,- La pro'Jabilité pour q_ue 1 'extrém té <lu 'recteur alé-

atoire nor;:..ul X. à n di~ensions s ci t exté::-iE:'-lre à 

l'cllipsoide-type J' o:npli tu<lc 'x est 

~~ 
~ ~" 

? -" t.. olu. 'Pn ( ).,. ) ~ e_ u.. ~ -
~ 

~ 

~ ( ~) ) 
)...'\.._ > 

) 

' l. 
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5,5.- Notons que la fonction 1; (~)peut a•éorire 

1- e ( *) 
en posant, conformément aux notations de Gauss, 

- tt. 
dt E)(x) = ) 

que la fOnction '?z.. ( ~) eat 4ge.le l , et que 

l'on a la relation de r~o~enoe 

Rappelons que 

Ceci permet le caloul n~1que des fonctions 1'?\ ()\) . 

En vo1o1 une table, présentée de J.a façon suivante ' 

Le nombre 2,21, ~ori t dans la. colonne )\ 't , en 

face du nombre o,3 de le. eolonne :P signifie : 

p4 (2,21) • 0,3 . 

.. - · ----------------~-
1 



l' 

1 
' i -
! 

! 
r· - -

·p 

1 

0,9 

o,e 
0,'7 

0,6 

o,5 

o,4 
o,3 

Ot2 

o,l 
10- l. 

10-~ 

10 __ .. 

10-5 

lo-' 
10 ~1 

lo-i 

lo-' 

\'\ 

0 

o,l25 66 

o,2~3 35 

0,385 32 

0,524 4:0 

o,&'l4 49 

o,Ml 62 

1,036 4.3 

1,281 55 

1,644 85 

2,575 83 

3,290 53 

3,890 59 

4,417 17 

,,891 64 

5,Z~6 72 

5,730 73 

6,109 41 

~l. ~!> 

0 0 

0,46 0,76 

o,a7 1,00 

0,84 1,20 

1,01 1,!37 

1,18 1,54 

1,36 1,'71 

1,55 1 1 91 

1,79 2,15 

2,14 2,50 

3,03 3,36 

3,72 4,03 

4,29 4, 59 

4,8 0 5,10 

5,25 5 1 M 

5,88 5,e5 

6,06 6,34 

6,43 6,70 

~~ "'5 ~, 0 
z 
m 

0 0 0 "' ~ 
1,03 1,2e 1,48 

1,28 1,53 1,75 

1,48 1,73 1,95 tl: 
0 

1,66 1,89 2,13 ~ 

1,83 2,0ti 2,31 ~ 
( ') 

2,01 2,23 2,49 2 
H 

J..;..: 
t:: 

2,21 2,43 2,69 t.<::.l 

·-. .... ~ 

2,45 2,68 2,92 • 
'~ 

~ -
2,80 3,~ 3,26 (1.? 

~ -
3,66 3,88 4,ll o---~ 4,2 9 4,44 4,75 U) 

4,85 5,02 5,27 
!!\ 

5,34 51 PS 5,f5 

5,'f7 5,98 6,20 

6,18 6,39 s,s- '"V · 
Q 

6,55 6,77 6,91 co • 
5,92 7,12 7,63 ~ 



·-

ONE RA NOTE TECHlH~UE ~i 0 5è2-RI/l9 OR Page a1 · 

n n'T a paa te wew.r aftaal 44 tl••tWk'$.Oll ~ ~-.ai _.~ 

A ••t =- J~~atrt• ·~,_... Jlda .• a ••• ia.ul •. ~- · -·. ~-
- . . ·. .• . -

' - . . 
eat ~Üft· daü. ç •ndD. ... :_.Jaot • l --.1-.,. ·· .· . - .' 

qu'•U. eott nllll•1· at~qlld ._ ~ ~•ot.• X :U .t .· .. ~4t= ·,<· ·_ : , 

. --· ·., . ·... . ' , .-.~ · . ... :~ ':. -~---:... ~- " .. ·. 

5,7 ~-- ·•oua ap)elle:rua cleo !adlu,; .. l «ffiW ·• .-_,. ~:. _ :· ·~;:·, -~ , 
~ . . . · ·· . - . ·, . . . · . ··· . ' ·. ··:- · · _.: '/ F ·<,·f.~C .:·. 
~ 4U..naiou·; \Ill ,.•teur ~~.-....- , 1 . ••»&~# .... ' ... ~'·;.t~f:: :'> 
~ 4• .... 8GQ8-e•paoea un..lfte; 0._· ~-- .... •liïi~-}-'::.+-~~~~r:*~t ~-/: l . . . ' ·.. . . . . . . , ~ ,. .. . . . . '! • . ~~·-· •. .:,.· --,~~ .. 

~ Le ~re ~ '4jmeae~·- ·~- ••. ._ .... . ~ ...... )j~·{'~:~:~ (: , ' .·--- . . .• . . . .... ,.,. .r~ . ") ' ' . . . ' . . ,.,· ·-~~ .,:•·t 
~ lea • -••• .ua le lai $1.-.~te__.... . , .. · .. - ~_ ··: · .. ·i: ~~-~'::: .. :)5.é~ ·:;i· 
) . -· . . . <~·,: . . ·:;-;'~: <,;:,\~.JY . ~~-: 
" Osa ,_., .. ale:ta .__,. ., · · · , · ;. ·: .. ;_· ,, .~''(. ···.: ~ ... /!.~ _.,. 

. . . . . .. . . .· .. ~. ~-- . .. __ .. . . ·_ , ·. · ... ... .. : -~ / · .. · . .. · ;~·~tr?{'i~~:~:; ·--:~) 
a,e.- -~ oeaüt1e n~-.~ - •*:-•.a~- -MQ ·~• - tl ,> '- .;;-~/ ::.~ ·.:.-. 
') . " . . .. . . ·. . . . -· . ·. .· .. . ._ ·.-: ·. ·. ·. " : . ·::' "" .. , . -~-... ~; _ _... ' \ . -. 

~-· -*t4te a DtW!IM_J:_Di l • . ~~ . :·;. · -'+~-: : .. u 

~. . ... . ' .·· ,' . . . . . ' . . ''· . . ,, ' . ·. < .. .' ·. 

~ ·te -Ytle.ar..,-. ~et a. tl~taaUOa i ~ ~~-· -~~, .:-.;· .. :- -~- -
r .. . > t• la 11At:r1• A 84)it 8l'Mtritœ noai:illls•·Uw. · - ~ · ~ - · _.. 
~ 
~ VA ;tel fto~eu:r ••~ uniqua;. ·. - ~ _ · : 

~ Le ep• 4\1 veotee est · ltpd l celui 4e la •wt• 4~ . ·... . . 

5tf-•• sn pu:t1ftl1e;1 '~t 4ocn4 ua ~•ot•ur altki;o.1ze. · · 
~ . ? qaé1oonqua, 11 eld.a- un vea'MU% œrmal g-.tral et ua 
l ' 
~ Hul, qsnt . .be T·aleur moymœ et llh& tlao"uation. 

~.Bous dirons qœ neue aTona . nora~a' le veo'teUI'. ' ~ ' 

Ex•~l• t Le vecteur )(ea une tluet~tion 
< 

· ...h(v ) ['1,6 241 
"t' "c. ::. . q_ui eat s1ngul1~n. Noua avons vu (2, 11) 

24 50 
que toutes ·'les mœsea 8 œ't oencentrées sur la dro1 te 

~- 2y. 1 
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Lo vecteur Xe. nornialisé sera don c une :-éparti t ion de 

masses sur lo d:::- oi te 5x - 2y • 1, l a masse cor:'prise 

entre les points d'abscisse x et x+ dX étant 
- t (x. · }t 

1 e. , ,, dx... 

~tfi'l'o,'!),, 
par appli ca ti on de 1 o. formule 5, 2. 

Soit Kun veoteur certain, X w1 ve cteur norm~l 

~énéral à n dimensions. :!:,c produit scal aire K"X a 

pour fluctuation K"' X~· K ._ ~-. ~ (x)K 

Si ce nombre est nul, le produit K" X est ce rt a in. 

S'il n'est pas nul, K" X est Wle veria.ble aléat oire. 

Sa densité, en f onction de la variable K"X ~t: est 

Wle intégrale :t" \ · · · · · \ ~ 0<) d."-, "-"'L· · · ""'· 

t ~ K"x ~ t. t-ell-
En prenant tm système d'axes de c cordonnées dont 1 •un 

est parallèle à K , on voit ~ue cette quantité est de 

1• :rorma ~ e.- q ( ... ) étant un pol vnSme du 2ème ... Q. ~ ., ..... 

4egr4. l 'ar suite la variable 

l'oll. peut tbloncer : 

\.<'~V 
'' " est normale, et 

5,10.- Soit X un vecteur al4atoire normal ~nérol. 
~ 

~ 

4 
4 

> 
La probabilit~ pour que l'erreur sur le prodult scalaire 

t\"X ee1~ supérieure à \4 est égale a 

'P, ( " K: cl> (Y.) K ~ 
Exemple ~ oberchone quelle est l'erreur qui a une proba

bU1ttS de -{o d •ltre dépass6e sur la coordonnée y du 

'ftote.ur xe œrmal1aé. 

--~--------------·--·--- ·--·-·- - ---- · 
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Il faut pn.ndre K • r ~ J • On trouve 

La table fournit al ors ~ = '\ ,t,it 
~,0 

d'où Q. :=. 12.., 1-. 

Le oalcul (1,6) montre que pour le vecteur x~ non norm.a-

lts~,oette valeur est arbitraire entre 10 et 15. 

O~ · voit sur oet exemple que le vecteur a léatoire normalis6 

rend trèa bien compte du vecteur aléatQire de départ. 

6 - COMPOSITI ON DES VECTEURS ; .. T..:;:;" TCIR~S 

&,1 •• Conaid~rons un système de deux veoteurs a léatoires 

X et X'. Dans le oas le plus sénéral, cas vecteurs seront 

atoghttt11UeQ$nt liée, c'est-à-dire qua la probabilit é 

po\ll" que le premier veeteur uit une valeur po~ible X~ 
f 

dépendre de la valeur Xa- attribuée au second. Il exis-

tera donc tout un système de valeurs possibles pom- les 

v v' v "' deux vecteurs: "iet ~ 1 avec la probabil ité f 1 , "t. et "t 

avec la probabi.Lité f.z. , etc ••• Mais la donnée de ces 

val~urs revient à d~fi:-~r un seul •tecteur altSatoire dont 

. le nombre de dimens i ons est l F somme de ceux des v ecteurs 

composants • 

s Deux Teotaurs aléa toires à n et n 1 dimensions, 

) s tochastiquemEil t li ~s, ~ou vent €tre :représe.."lt és Jü.r ~' 
~ >seul ve cteur aléat oire b. n + n• d imensions. 
> 

Ge ci ~ e-met d' étudier automa ti q_u e:r...-,eLt de tel s 

systèmes. 
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Par exemple la fluctuation du -vecteur repr,aentant• 

s'~crira : 

[f:11t :.]] 
en mettant d'abord les coordonnées de X, ensuite celles 

de X'.[A] sera la fluctuation 

de X' • <tuant aux matrices L èJ 
gulaires sin r n•, elles sont 

de X,(A']la fluctuation 

et [ c] , qu1 sont rectan

symétriq.ues 1' une de 
1)1. 

1 'autre et égales aux valeurs moyennes de X X. et 

de 
~} ")(.,. 
/'- /'\ • Nous les ap pellerons rea;eeetivement couplage 

de X' par rapport à X et de X par raPJ?ort à J..' . 

6,3.- Deux vectHurs aléa'toires seront dits i!H1.6pendants si 

la prObabilité pour que l'un d'eux ait une valeur possible 

v x' A~ est indépendante de la valeur possible } choisie 

pour le second. D'après le principe des probabilités 

composées, cela signit'ie, en appelant T' ' la prob étbL 1t6 

X ' pour que x ait la valeur .. , r ct la prob8bilit6 pour 
1 

que X' ait la Valeur )\a- , que la prObè.1bili té pour CtUe X 
' r · 

ait la valeur X.- et K'la valeur Xl· est '{'.: f~. 

Le lecteur pourra montrer que des vecteurs indepen-

dants ont des couplages nuls. Leis lêl. réciproque 1. 'est 

pas vraie. 

6,4.- ~mme d! 4eux veoteurs !l~atoires indéPendants.-

3oient deux tels vecteurs, X et X', à n dimensions. 

La somme de ces vecteurs sera par âéfinit1on le vecteur 



ONE RA 

Y=>'+ X) dont les v oleurs possibles seront les 

aomme d •une valeur possible x~ et 

X'" , la probabilité de Y.: tSto.nt la s anme des pro

babilités de toutes les combinaisons correspondantes : 

'X-1.,. x'" : Y.· 
6,5.- La valeur moyenne de la somme de deux vecteurs ind~-

pen4ants est la somme de leurs valeurs moyennes. · 

La tluctaation de leur somme est la so~ne de leurs 

1'luctuat1ons. 

La démonstration est en Appendice D. 

7 - VE~f.CURS FLOUS 

Le th6orème(6,5)Joint à la propriété(2,~, nous 

permet de oalculer la valeur moyenne et la fluctuation 

d'une cf! binais on linéaire il +-· A. • X' de deux vecteurs 

aléa toi :œs indépendants (A et -'~ ' sont deux matrices 

que le onques). 1 '1 ,1.- Zn effet ~ (A X-+ A'"'-') -:: cp ( A'll.)\- ~\A' x') 

A~ { )(..) f\ ~ -\-- A' 4J \.x.') A' ~ 

Pour une forme linéa i r e soulaire, on trouve de même 

~ 7 ,2.- 4' ( K~ x.+ K'"' x') = K"~<. 'A)K t K ·""q>(X') K'. 
Une fonction ~uelconque de deux ve cteurs eloutoires 

indépendants n'est pas linéaire. Lais si on suppose 

qu'elle est différcnt1s~e au voisinage des v aleurs 
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)(.. J X' , et si 1' on suppose égal eu en t s_ue 1 es v ale urs 

possibles des vecteurs X et x• ne sont pas trop éloicnoes 

les unes des outres, on ?eut l i:~éariser la problène (l} 

Prenons oomn~ cxe:üple le produit scaLure de deux 

vec'k' :..trs indé,Pendnnts .A. et x• 
On a 'Â Y'' = \?<. + 6. 'f...)-A lX' + ~ )(.') 

X "1. X' \ '><. "'~ ~ '.,.. D. 'f....io :><.' + 6. '!.. ~ A Y-.! --

La linéarisation ;:ev ient à :-;d:net tre q_ue cette quun ti té 

est égale à 
-"'- -Y. 1 - )1. 

X X'+ '>l ~x+ 'f..' A)(. 

Les formules ::.1 ors 
-"'-x. ~· 

')' -~ . -
x ~(')(..')x+ X1 cbCx) X' 

7, 3 . -

1' espace à ·~ èl.i::1c:rœ i ons 

XA "'A1 
- c)Z. ~ ~ '~--) "l~' t 6~') 

x 1\ X'+ x 1\ ~:::.x'- 'f..'" ~Y:... 

Le r8sultat pout ..... . ~cr: rr ,, ~ ,,~ -=-or..-.r (•. ~· ·. -- 'Y'·; .. , .: ,"J.~e n .,.., ..:.J ~ J. .-.,. ~\..l...-1..~ .L. . L; • ._ LJ..-i.li.J.....a....,..., _ .....,..L. J ~.....S., 

(, ) 
~ ''f' J ·· · ·c-:·· -·~ ... u • ·J·· o ·· 't ' · ~ · ..... 1 .; 1~--, ~ - ·.· ... '··· t·· ·l "·l d "'-~ .... • • ..... :::> ,,, ......... ' 1 nv , ;)e '10ue cunc ... . ~ e ... e -.l. J - < ....... ~~u _v. \,i;) 

problèmes ph,ysi q_ue s n , Inf • des .:J • :t'i.-.yei .lUCS , :iuce!Jj ~· :- lS~~· . 
Il f <'.. Ut nettré les VfJC t curs nl 6tttoir ,3 G sous la. for:.1e Xo~ ~ X1 ><o étnnt ccrtii.in, X. 1 aJ.~'l.toire et de v ~~eLU' : .• oycu:1e nulle , , 
et poser E~ = o . 

..... 
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désignant par x.~ . 0., ' 1,• et ><-'a . a 4 
0 • hl 0 

nées des vecteli.rs X et X' 
les coordon-

'},.• J 
-~. 

0 

Par exenp l e , s 1 

2.. 'L ., 
a o -+?J~ - Xo ~., - Xo~0 

i l vient ct> ( r-.1\Y...))~ - ).: ,. ·~ o 
t. l 

-~~'}, o ~b 1 X 0 

- x .. ~o 
1_ \. 

- ~•'bo 'b· ~~:)-
~ 

::.-our syst~.;ma t 1ser, no1.1s :l i rons : 

7, 5 .- Un vecteur ~ est un vcc :;.~ur al éato i re , dent on ne 

" ~ connatt q,uc l a vole ur uoyenno et l a f l uctuat ion , e t dont 
l 
~ 

~ 
~ 
' 

on suppose q_ue l 'erreur es t lUl i nfiniment pet it d u :;œe rde..r 
~ ( 1) 

ora.re • 

(1) Voir not e {l ) p . 26 

1 
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Pour l'epplicution pratique de cette notion, nous 

admettrons les deux principes suivants 1 

7,6.- Le résultat de la mesure expérimentale 

~ physique est un nombre rlou,(c'est-à-dire 

~ à une dimension}. 

d • Wle q_uanti té 

un veoteur flou 

7,7.- Les résultats de deux mesuree physiques !ad~pendantes 

\ sont des nombres flous indépeadants. 

L'application pratique du principe (7,6) nécessite 

l'importante remarque suivante : 

7,8 .- Considérorut Wl instrument de mesure quelconque, par 

exemple un goniomètre. ~u•entend-on lor•qu'on dit qu'il 

me-aure un angle à 1 minute prèa, par exemple ? 

Cela signifie que la probab111t~ pour que l'e~reur soit 

en Taleur absolue supérieure A 1 minute est néBJiS!aèle. 

Et ce •négligeable" a besoin d'ftre précis6. 

Pour dét.1n1r carrectecent la précision, la meilleure 

méthode consiste à mesurer avec l'appareil une série 

d'angles connus exactement, puis à calculer la valeur 

quadratique moyenne de l'erreur. On . aura alors un véri

table nombre flou. !,.ais une telle opération n'est pas 

toujours possible. 

Dans la pratique on pourra supposer que la probabilité 
1 "négligeable" est de 1' ordre de , ce qui conduit 

lOO 
à prendre (voir la table 5,6) une erreur quadratique 

1 minute moyenne de • 
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On voit que, pour faire un cnloul d'erreur correct, 

11 est nôaessaire de faire une critique serrée de le 

valeur des r6eultats exp4zise~taux. 

Une telle critiqua aera auaei nécessaire pour s'asaurer 

de l'1n46IXtndanoe des meeures. 

8- EXEMPLES 

Boue nous oo»tenterona pour taire comprendre la 

1141iào&t 4'u•1liaa"1oa. dee vecteurs tloua, de traiter lea 

u..s.. ~le· •uL~-~· ' 
6,1.- D~ 1• triangle ABC, lea 

poia'll B et o aont connua 

' eaotellQt. Leur diatanoe 

eat 10 rMtJ'8s. 

Lea uglea ABC et BCA sont 

meaur~a &Tee une erreur 

Lee tormulea qui 4oanent 1•• coor4oanéea x et y de A sonts 

10 """ 'J(. ,..:-,. c. ~ b 
)~ (f>+C) 

Soit x • 6,13 m. 

10 ._x )~ (.. ,.:...& 
~<._e,,.c_) 

y • 5,33 m. 
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La d1f!~rentiat1on ne se fera pas sur cea formules, 

maûs sur lea formules plus simples s 

~ ::: x \:0 ~ = ·~1~ -7<..) tac 
d'où 

tl.(j::: d.-x.. t(}B +-x. (1~t~'-&)J& 

- - J.x. t~c + (1o -><-)( 1.+-t.(}'---c) ~c 

q 1.1e 1' on écrira 

d'où ru] ·T-4,79 
dy 6,59 

D' aprèa le p rino 1pe ( 7, 7 ') le• eTreUrs sur B et c •ont 

ind-'pe.lldan wa • 

ta flllCt\1111 U GA du vecteul! [: }•a't dona , en pr-t le 

radian pour unité 

D' apràa (2,:5) la fluctuation de [;] eat 
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Cette fluctuatio:1 t~ermet par exemple de tracer l'ellipse-

type d'amplitude 3,03, r;_ui, d'ap:rè's ln ta::le (;),6) contie 

le point ;. avec une probabilité de , si nous 
lOO ........ 

supposons ~lue le vecteur BA est L.oruiiü. 

Exemple 8,2.-
On vise un point ~.: 

avec un canon situé 

au point o, de même 

al ti tude. La vi tesse 

initialeJde ·.i:OO m/sJ 

est connue à 1 m/s 

près. La distance 

Œ-. est d.e 8.500 m~tres. La ùirection Î-' et 1 'inclinaif' c:_ 

3 or... du canon sont d4tercrinées à de radüm près. I.ooo 
~.(.uelle est la probabilité pour r1ue 1 'obus touche le sol 

à moins de 10 mètres du point .. ~ "i (Un néglige la r ·5~., is-

tance de l'air et on prend a • 9,6). 

Les coordonn~3es du point d • impüct K sont fournies par 
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Il raut 4ono prendH p -:. o . et 
d'où IX. -::: 15 o 'to • . . 

la tl~otuf4~1on da r:1 eat 

1 .. t. 0 0 
1 "M -'(.C.. t. _, 

0 
0 ~ 10 

~' 
c 0 ~ . \û -

Page 32 

. . ,. 
. . .. 

t>U.11qne 1' on suppose los erreurs ~ur \Y. , «, f> . indépendantes 

La fluctuation de l: 1 est donc " 
0 

, 

. ~ f ,c.al = [ ~ L ·: ~ '1..1-,oO M 0 \ l1 "':··.:~~ . ~o·' : 1 t~~:: on O 

~l u <> 'IS<><>-1 o o ,.1o·'J o 'ISoo • .. 

_ [ -l1ùS "t''\t o 1 
- o 'so"rft't, 

Le vecteur 0:: ~trmt la valeur moyenne du vecteur r; l· 
la densité de p roba.bili té au voisinage de hi est 

fourni par la formule (5,2) 

1 = 
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(nous s upposolU3 évide muent que le vecteur est normal). 

La probabi l ité pour que l'obus tombe sur une 
t. 

surface de lOO 1r ~ est donc de 

# 1 -4<l 

I<:xem.Ele e ,3 .-

Les coefficients de la matrice ;.. • [ : :1 • 
que l'on ~ait s~rmétrique, ont été mesurés 1ndfpendemmen~ 

avec la mftme erreur quadratique moyenne f. • 

Quelles sant les erreurs quadratiques moyennes 

sur les valeurs propres ? 

Appiication nwcérique: a = 3?,1 b • -14,3 

1 
~--

10 

0 • 52,2 

Les valeurs propres sont les racines de l'équation 

xt- ~ c 0.+ c..) +lo.c. ~ e_L) 7: o 

d'où, par d ifférenbiation : 

ou 

On a par sui te 

<t>C)\)=. 1 t[c.-~ 
(~~c.-t~) 

--
!. ~ t - l. ~ ( <d c.) ~ (" t. ~ ~ (, \ ~ '-) 
't ~t- 4 ')\ (o.h.)+ lQ.'L-t-l..4c.~c..\.) 
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En ut111s~t la relation 

\_ L - ~ ( '\ -+ <..) - ~ t._ "- '-

il v1en't 

t I)"L 
l Q.-C..~ 1- '' 

~ .. c.)t_ -1" ~ e \. 

Page 34 

L'e:n.t&\11" quadre.tiqus moyenne &et la mime sur lee deuz 

TalA ure p %Op rea, et ..,. a ut t \ <..." ~c..) L -l'~"-
' (!l ~c;)t.. ~~ 4'-

APil1oat;ton 1UIIlér1qt.Ut : 

L'~<tua:t1oa au Taleu:ns propres a• écrit : 

Sea racines sont ) 

L'erreur quadrati~ue moyenne sur chacune d'elles est : 

- 0, 11~ 
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A F P li( N D I, .c E 

-•-a-:-

On aa1t que toute matrice sym~trique peut se ramener 

l la torme d1agonale par 'Wle ~tat1œ des axas. Nous allons 

4o:tire cette propriét~ 50us rome algébrique. 

2,6.Poaqna e 1 = 
1 
0 
0 

0., 
1 
0 

• • o. 0. 
• 
1 

On a 'vidamzœnt e~ •[1 o ••• o) ••••••• e: • [ o o •••• 1] 
)( 

Le produ1 t e~· e~ est le. matrice dont toua les ~lémenta 

sont nuls, à l'exception de celui qui est sit~ sur la 

11sne n° 1 et la colonne n° j, et qui vaut 1. 

Par cœsdquent la ~na triee 
Q.1 t 

Î Q.1 
~ ... 

~ 1 ••• 

l:\ "l Cl t. 
t... 'L 

~ 
q, t. • . • 

1 
(\ ~ . . -

-
peut s'écrire 

., .,. z. "" ~ ,.. 
o.1 e, e' ;.. "' e 1 et... +-4. t e.' e ~ 1- - • • 

1 "' t. "' t a.t. e'Le,~ c..t et et.+· - ·------

+ . - - - . - - - - - - - - -

c•eet-à-dire 

l ~ Q.~ 
)(. 

f\ - e-:eJ-
2 '?. - " 

... J J" 
"!-

·~~ua vaut le produit e · ~ e<)- ? 
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Un aalcul lJilaMiat aontre q~•11 est nW. ai 

et qu'il Ta\lt 1 a1 1 • J. lou neterona ceo1 par la 

ayabole de KroneokBr s 

2,8 .- t er e ~ - ~ ((.·,cl-) 

0~ en d~duit, dana le oae de la matrice A c~ .. asua a 

e~ A e.~ =- e~ ( ~ <l~ ~,· ~; ) ~e 
.. 1) 

= ~ ~ ~ le~ e ~) ( e; ~t) ao 1 t 
"lg ]< f\ t 

2,9.- ek ~t = Q.l 
formula en q_uelque aorte iJX'rerae de (2 ,'1) 

Noua pouvoaa maintenant &erira une matrice diagonale 

auivante r toute matrice symétrique A peut se rœttre 

soua la f'ol'lle A ~ s ( ~ ~.: e: e ~ ) S ... 

la matrice S étant Wl1ta1re, c'est-à-dire telle que 
)( " .....::::;- " 5 s ~ 5 5 - <- e' e ~ {nous :représenterons oette 

dernière matrice par la notation 

Les nombres >-.:s'appellent les valeurs ;eropres de la 

matrice. Ce sont des nombres réels. (l) 

La oondit1on Dloessaire et suffisante pour qu'une aatrice 

aymdtrique ao1t définie non négative est que toutes ses 
proer~~ (1) 

valeurri'Y.soient poei t1 ves ou nulles. 

(1) :Four les d'DI)natretion.s, voir par exemple G.JULIA "Introduc

tion mathématique aux thdoriea quantiques". 
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Si .une utrice a7114tr1que A est définie noD ndpt1Te, 11 

existe une et une seule matrice a~trique d'finie non 
!.. 

négative B telle que l' =- A . 

Cette matrice, que nous noterons \[A" , peut s•écrim 

-JA ~ s ( ~ ~~· e~·e;.) s~ 
~ 

Par au1 te, la fluctuation d'un vecteur X possède une 

rao&M om6e ~ <b ( ><.) 

B • ~E!PflSTRATION DE LA FOR4~LE (5,2) 

DE~èJiT UN VECTEUR Noru.u..L RN J.1'0l~Ctl0f-i :OE 

S4 VA.Ièml i":OYFJffiE ET DE SA FLUCTUATION 

Le potynS. Q( ><) peut se mettre sous la forme 

-L X"~X ~ C-.X +cA} B ~tant Wllmatrice symétrique, 

C Wl ve_ctea.r, d, un nombre. 

Une étude préliminaire, que nous na tarons pas ici, 

montre que la somme totale des I:l&8sea ne peut ~tre finie 

que ai B eat d4f1nie positive, donc régulière. 

on pa ut alors mettre 0 ( )() sous la forme 

_ [tx1- 1 \)-'c)~b (:K+~ &-'c.) t-( J- ~ cl'~-,c.)j 
-1("' 

qui montre que le point · K :: - ~ t) "" eat centre 

4e symétrie de la ropartition. K est donc la valeur 

moyenne du vecteur al~atoire. Prenons maintenant comme 
" variable le vecteur .!.. ~ c. ::: ><. - K 

L. 

- [ 6-X-.c D 6.XJ 

~ ::;- ~~ ) I.a densité f est de la forme 
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' 

k ét~~t une constante que nous allons dé terminer p our 

que la rcn sse totale soit cigale à 1 : 

\ \ - ~';(~ j) ~'/... JI..)... e_ c!x_,d~v - . J~, ::. 1 

en désignlint par c.l.(, c~ : .. t --. d ..\ ... l'elénent du volwne 

engendré par le vectev.r 6.'/... • 
- 1 

La mntrice B est défini e p os i t i ve .... ~lle possède donc 

) . r;::-;.. une racine carrée ( ~: .10 : "J o 

.l!'aisons le changement de variables définis po.r 

6X=-~ Y 
en aura . 

ci~"'d=-:t -- · d;(_:: :P (x, , xt .... x...,) o\o,cl~t_:. J~,., 
J> co 1 ·a't, · .. ~---) 

~a- ( ~) Gl a, cl~ t . .• d ~~ 
Le d6term1nunt de 

-'1. 

~1 est évidemtlent ~gal à ( clt.r .6) z. 

On a donc 

~ = \ . . ·\ 
- y'~-y 

- f \ ••• \ e. dd 1 ~ l - - - ao ~ - ~ ru[t- 6 't. l. L 

\[~e,\··\ 
-;:}, - (1,_ - 1--

- e. e. . . - ~ t:A.d,d~\· ·· .. ~"' -
t "' 

fr\_~ 
- '6 ~ Tit 

-\ e.. <l~.: --- ~ ~r& ~ .. t.r () 

Nous pouvons d one calculer le rluctuation <t' C)<_) . 

----------··-- - -- --

1 J 
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et entill 
-1 

- .L. ~ z_ 

Ceoi montre que la fluctuation d'un vecteur normal est 

néo6ssa1rcment symétrique, ddfinie positive et régulière. 

Etant donnée une matrice A vérifian1i ces cond1t1ons,on 
1 ,['). .0.. '\ 

en tire e> - !.. l1 d 1 où è ::. ~ ' 1 

J.ir f> - , 
établie a On a - Les relations • 

""' c>.~ ... f\ " . 2.. 

6.'1-. = )(.-K ~ 
~ ~ e. -LAx ~ Â "'-1 ~:: '-1 J~t & 

"" 1 , 
1ft: 

Jointes à ces dernières, fournissent la formule (5 1 2). 

d" . -;; 

~L.::. 

- - -

t 
t: 
-

~,(...,,"'L-·" al~ •• ) 

"lJ '- ( Cil. , • a( 'l - - . oc. ~- , ) 

----- --------------------
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les fonctions ~1 , ~,_ ... ~~ étant choisies en aorte 
t. '- t... 

que l'on ait constamment ~, ~ ~ t.. .- • · -\ Z,""' --=- 1 

\:' - .,. . '\ 

t. t 4 .. 

L'intégrale finale K est indépendante de \; · 

on peut dona écrire K e..--;: t; ,u-\
~ 't. \.. "'·1 

1'::: <i-"")~ \;::.~ 
Le changement de variable 'L 

~ ::: \A. donne 
L 

Pour ).. ::0 on doit avoir r =1. Or 

r ( ~) -
\
~ e.-"" î·1 

u... ~ = 

0 

Il vient Y\ ::: 

(notons en passant que K es~ la surface de la sphère à 

n di mens i ons è.e rayon 1), et 1 'on peut én oncer la formule 

( .:> ,~) ~ 

La probabilité pour que l'extrémité du vecteur aléatoire 
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no:Mal X è. n dimenaiona ao1"' ezt.Sr'!eure l l'ell1poa2:de

t1P8 d'ampli~ude eat . 

D - COMPOSI1'I01i D!S VECTl!.W§ AJ':EATO:pms IND.EPE;ID..;..IiTS 

Prenons les nGtationa de {6,4). La ·valeur moyenne 

de la somma 4es vecteurs X et X' est 

)<_,.,_x>-== ~ r('C)Y~ 
• 

_ ~ '{~ 2:_ 1'ttr'~ 
)(à-~ ~·"-:: '<i 

=- ~( x.J- + )<.'~) 1'~ r',_ 
d· h 

= 2_ xa l'• :2:.. l'r.. +- :2:_ x',_ l'~ 2. "~ = :2::__ >').1'~ +f "'~ 1"~ 
~ k. . ~ - _r ~ 

~ X+~, 

On a par conséQuent 6( .>'-+ )C.') ::. 6.X"" t:::.X' 

et par suite ~ 

<i> ( )(.-..~') = ~ f('<~ ) A"( D.'(· 

= :r. ~ 'f' .t tf. ( è. X;~- • l> y;'~..)(b)(.~ • t:>)<f..) 
'- 6')(..} -+À~',._ = lS'(,· 
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