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CALCUL SPIN ORIEL ET SES APPLICATIONS 

par 

J.-M. S 0 UR 1 AU 
Ingénieur de Recherches à l'O.N.E.R.A. 

Agrégé de l'Université 

SOMMAIRE 

L e calcul spinoriel est un outil de calcul nouveau qui, joint au calcul matriciel, 
permet de résoudre aisément un grand nombre de problèmes techniques. Son exposé 
schématique complet fait l'o bjet d'une publication ONERA [1]. 

On trouvera ici un exposé rapide de la méthode et de son application aux pro
blèmes de vibrations et de stabilité. Nous ajoutons quelques détails sur la nouvelle 
méthode de décomposition spectrale qui s'en déduit. 

Un exposé ultérieur de M. Janin indiquera la réalisation de ce calcul au moyen 
de machines mécanographiques à cartes perforées. 

1. - CALCUL MATRICIEL En désignant par E, E , En les colonnes 

On sait que le calcul matriciel est l'étude de cer
tains " objets mathématiques » appelés colonnes, qui 
sont formés de n nombres (réels ou complexes), écrits 
verticalement entre crochets : 

1 
0 
0 

0 
1 
0 

0 
0 
0 

' 
... 

x 

x, 
x, 

X ra 

On peut ajouter deux colonnes, multiplier une 
colonne par un nombre : 

x, Y1 
x , y, 

+ 

Xn Yn 

x, 
x, 

:>( ),= 

Xn 

x, >-: 
x, x 

Xn X 

i.. 
i , 

x, + y, 
x, + y, 

ÀJ 

0 0 1 

on peut mettre toute colonne sous la forme 
n 

~ E; x X;. 
i= l 

Les matrices sont les " opérateurs linéaires >> trans
formant les colonnes en colonnes : si A est une matrice, 
X une colonne, A (X) est une nouvelle colonne, et les 
identités : 

A (X + Y) = A (X) + A (Y) A (XJ,) = A (X). ), 

sont valables quelles que soient les colonnes X, Y, Je 
nombre À. Toute matrice A peut se représenter par 
un tableau de nombres 

A = 

apl a~2 • • • apu 

On l'obtient en écrivant, à la suite l'une de l'autre, 
les colonnes 

A (E,), A (E ,), .. . A (En). 
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x étant une colonne quel conque , mise ~ous la forme 
~ E 1 . x;, on en déduira A (X) = ~ A (E1). x1. 

On peut définir la somme et le produit de deux 
matrices A et B au moyen des relations : 

IA + BI (X) = A (X) + B (X) , [A.B] (X) = A (B (X)) 

valables quelle que soit la colonne X. 

Les matrices étant mises sous forme de tableau, 
des règles algébriques simples permettent de calculer 
leur somme et leur produit [1]. 

Ces opérations sont soumises aux règles de calcul 
habituelles pour les nombres réels ou complexes, à 
une exception près : le produit n 'es t pas commutatif, 
les produits A .B et B .A de deux matrices sont en 
général différents. 

De plus, il existe une troisième opération fonda
mentale, « l'opération barre » : A étant une matrice, 
on désigne par A la matrice obtenue en " échangeant 
les lignes et les colonnes » (si les éléments sont com
plexes, il faut en plus les remplacer par leur conjugués). 

Exemple : 

E, = [1 o o . .. 0], Ë ,= [O 1 o ... OJ, E. =[0 o o ... 1]. 

Cette opération vérifie les identités suiv~.ntes 

A = A 

Les matrices qui vérifient A = A, ou matrices 
hermitiennes, jouent un rôle important clans les pro
blèmes physiques. 

Signalons également les matrices scalaires: ), étant 
un nombre, on désignera encore par À la matrice A 
définie par : 

A (X) = X . À 

Cette matrice se représente par le tableau : 

À 0 0 0 0 0 0 0 
0 À 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 ), 

II. - SPINEURS 

On appelle opérateur double tout opérateur A qui , 
appliqué à un objet X donne pour résultat un nouvel 
opérateur B = A (X). 

Si on applique B à un autre objet Y, on obtient 
l'objet : 

B (Y) = [A (X)] (Y) 

Pour simplifier, nous écrirons A (X) (Y), en sup-
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primant les crochets inutiles. On définira sans peine 
les opérateurs triples, et plus généralement les opéra
teurs d'ordre p. 

Un opérateur A, d'ordre p, est multilinéaire s'il est 
linéaire par rapport à chacune de ses variables : on a 
alors une formule de développement analogue à celle 
des produits : 

A (X + X') (Y+Y') = A (X) (Y) + A (X) (Y') 

+ A (X') (Y) + A (X') (Y ') 

Lorsque l 'échange de deux variables quelconques 
laisse invariante la valeur de A, on dit que A est 
symétrique. Si au contraire cette valeur change de 
signe, A est antisymétrique. 

On appelle spineur toul · opérateur multilinéaire et 
antisymétrique. 

Le théorème fondamental du calcul spinoriel est le 
suivant : 

« Les spineurs d'ordre n sur les colonnes d'ordre n 
sont tous proportionnels. » 

A et B étant deux d'entre eux, il existe donc un 
nombre k tel que : 

A (X,) (X,) ... (Xn) = k. B (X,) (X,) ... (X.), 

k étant indépendant du choix des colonnes X,, X,, 
0 0 0 x •. 

Il suffit clone pour déterminer tous ces spineurs 
d 'en connaître un seul. 

Nous appellerons spineur fondamental le spineur 1J 
qui vérifie : 

ô (E,) (E,) ... (E.) = 1. 

Les spineurs permettent d 'obtenir facilement 
d 'importantes propriétés des matrices. Prenons un 
exemple: 

A étant une matrice carrée, la quantité 

ô (A (X,)) (A (X,)) ... (A (X.)) 

dépend des colonnes X,, X,, ... x., 
de façon visiblement multilinéa ire et antisymétrique. 
Elle peut clone se mettre sous la forme 

k ô (X,) (X,) . .. (Xn), 

le coefficient de proportionalité k ne dépendant pas 
des colonnes x,, x,, 0 0 0 x~. k est clone fonc
tion de la seule matrice A, on l'appelle déterminant 
de A, en abrégé clét (A). (On démontre aisément 
que cette définition coïncide avec la définition clas
sique). 

La théorie des déterminants peut s'établir immédia
tement à partir de cette définition. 
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On sail par exemple que le produit de deux matrices 
A ct B est défini par l 'identité : 

[A .B] (X) = A (B (X)) 

Le déterminant de ce produit sera défini par 

d(·t (A.B). 0 (X,) (X ,) ... (Xnl = 

o (A.B (X,)) (A.B (X,)) ... (A.B (X.)). 

Cette clernière quantité étant égale à 

r, (A (B (X 1))) (A (B (X,))) ... (A (B (Xu) )) 

soit à : 

dét (A) r, (B (X 1)) (B (X,)) ... (B (X.)) 

ou encore à 

dét (A) . dél (B) . o (X1) (X,) ... (X.), 

nous avons établi la formule du " produit de deux 
déterminants " : 

dét (A.B) = dét (A) . dét (B) 

si difficile à obtenir par les voies classiques. 

On peut également démontrer qu'il existe une 
matrice B et une seule telle que : 

" (X,) (A (X,)) (A (X a)) ... (A (X.,)) = 

0 (B (X 1)) (X,) ... (X., ) 

quelles que soient les colonnes X,, X,, . . . X 11 • 

Cette matrice B, qui ne dépend donc que de A, s 'appelle 
matrice adjointe de A, en abrégé Adj (A). 

Le calcul spinoriel fournit les identités suivantes 

Adj (A.B) = Adj (B) . Adj (A) 

Adj (A) . A = dét (A) 

Cette dernière formule donne la règle de Cramer 
pour la résolution des systèmes d 'équations linéaires : 

Soit le système représenté [2,5] par l'équation 
A (X) = Y, X étant la colonne des inconnues, A la 
matrice des coefficients, Y la colonne des "seconds 
membres "· 

En appliquant la matrice Adj (A) , il vient : 

Adj (A) (Y) = lAdj (A) . A] (X) = X. dét (A) 

Donc, si le déterminant de A n 'est pas nul, ce sys
tème a une solution et une seule : 

X = 
Adj (A) (Y) 

dét (A) 

En particulier, l'équation homogène A (X) = 0 
n'admet que la solution X = O. (Si dét (A) = 0, on 
peut montrer que ce système a, au contraire, des 
solutions non nulles .) 

CLASSIF. 11.~---·-·-··· -····-··-·····-····-····-····-···-····-····-·····-····-·· _.l 

DI. - APPLICATION AUX PROBLÈMES 
DE VŒRATION. 

DÉCOMPOSITION SPECTRALE 

L 'équation des vibrations libres d ' un système 
mécanique à n paramètres peut se mettre sous la 
forme [2,5] : 

A (X) + x = 0, 

X étant la colonne des paramètres définissant le sys
tème, A une certaine matrice que l'on peut déduire 
des propriétés élastiques et massiques du système. 

La méthode classique de résolution consiste à 
rechercher des solutions de la fOI'me Y . e1'"t , Y étant 
une colonne constante ; elles correspondent à des 
vibrations harmoniques de pulsation w. 

L'équation devient alors : 

A( - t•.> 2Y) + Y = 0, 
ou encore : 

[-~ - A] (Y) = O. 
(ù-

Ainsi que nous l'avons vu , cette équation n'admet 
que la solution Y = 0 si le déterminant de la matrice 
1 

,,, , - A n 'est pas nul. 

Ccüe solution COITeSjJOndanl au repus, on n 'obtien

dra des vibrations que pour dét (~ - A) = O. 
(ù " 

Nous avons ainsi obtenu l'équation au .. t fréquences 
propres. 

Oa voit donc s'introduire la quantité 

P ().) = dét (i. - A), 

à laquelle nous joindrons l'expression 

Q ().) = Adj (i. - A). 

En développant ces expressions, au moyen de leur 
définition spinorielle, on trouve 

k1, k ,, . .. kn étant des nombres, B 11 B ,, . .. Bn- l 
des matrices. 

Le polynôme P s 'appelle polynôme caraclérisliquc 
de la matrice A. 

On voit alors que le système admet en général n 

pulsations propres '''J. définies par -
1
- = ),; , les ).; 

lù;. 

étant les racines du po lynôme P. 

Les polynômes P et Q sont liés par deux relations 
importantes : 

Q (),) . p. - A 1 = P (). ) 

LA RECHERCHE AËRONAUTIQUE N° 14 - 1950 
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qui se déduit de la formule générale 

Adj (A) . A = dét (A) 

cl P ' (i.) = T (Q (1.) ), 

en désignant par T (M) la trace d 'une matrice M, 
c'est-à-dire la somme des éléments de sa diagonale 
principale. 

En combinant ces deux relations on trouve, d ' une 
part, la formule 

An + k,. Au-l + ... + k,. = () 

appelée théorème de Hamilton - Cayley ( « toute 
matrice carrée vérifie son équation caractéristique »), 
et d'autre part l'ensemble d'égalités : 

k, = - T (A) 

1 
k , = - "2 T (B,. A) 

k, =- ~ T (B , . A) 

/" '" T (Ru-1· A) 
Il 

B, = B,. A + k, 

B, = B, . A + k , 

Ces égalités permettent d 'obtenir successivement 
k,, B,, k,, B ,, B._,, k., uniquement au moyen de 
calculs de traces et de multiplications matricielles. 
(Voir plus loin le détail des calculs .) 

Le polynôme caractéristique étant ainsi obtenu, 
on fait le calcul numérique de ses racines, i.1 , et l'on 
obtient les pulsations propres par la formule : 

1 - . 
--. = ÀJ · 

f•.lJ-

correspondant à la fréquence w1• 

On appelle déformée propre ou mode toute colonne YJ 
telle que Y1 e1w1t soit solution de l'équation. On 
montre que l'on peut prendre une colonne quelconque 
de la matrice Q () .. 1) qui se calcule immédiatement 
à partir de B,, B, ... Bu-1· 

Le problème de la recherche des vibrations harmo
niques est alors complètement résolu ; on voit facile
ment que toute vibration libre est une combinaison 
linéaire de celles-ci. 

Dans le cas où l'on trouve des expressions complexes 
pour les valeurs des w1 , on aura des mouvements 
exprimés par une formule Y e [P + 1 ' '') t 

Si p est négatif, on trouve ainsi un mouvement 
harmonique amorti. 

Au contraire, si p est positif, on se trouve en face 
d'un mouvement oscillatoire amplifié, donc d'une ins
tabilité : la condition nécessaire et suffisante de stabi-

LA RECHERCHE AËRONAUTIQUE No 14 • 1950 

lité esl donc que les parties réelles de loules les 
racines soient négatives <1> • 

Nous avons indiqué dans celle revue, en co ll abora
tion avec M. Herrmann, un critère qui permet d'étu
dier celte stabilité sans résoudre l 'équation carac
téristique [3-4). 

Dans le cas des racines réelles, c'est-à-dire des sys
tèmes élastiques stables sans amortissement, la 
recherche des modes présente aussi un grand intérêt : 
on peut prendre les n déformées propres y,, y,, . . . y n 

comme nouvelles coordonnées, c'est-à-dire représenter 
tout état X du système par la colonne Z des nombres 
z1, tels que : 

Avec ces " coordonnées généralisées n l' équation 
des vibrations libres s'écrit aussi sous la forme : 

D (Z) + z = 0, 

mais on peut montrer que la matrice D est mainte
nant une matrice diagonale, la diagonale des valeurs 
propres : 

1 
0 0 

'')12 

0 
l 

0 
r o) 

2 
~ 

0 . 0 .. . 
1 

cl l'équation des vibrations forcées, avec un second 
membre F donné 

D (Z) + z F 
' 

devient simplement 

" )12 
z, + z, f, 

2 
z2 + Z:: f, 

(IJ:! 

1 
/u 

On voit que les coordonnées généralisées introduites 
ici sont découplées, chaque équation pouvant être 
résolue séparément. 

(1) Dans l'étude des systèmes asservis, par exemple, dans le 
problème du flutter d'un avion, l'équation des vibrations prend un 
aspect plus compliqué : 

A (X) + B (X) + X = O. Il faut effectuer certaines modi-
fications. mais la méthode reste valable " muta tis muta ndis "· 
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De plus, on pourra négliger en première approxima
tion les paramètres correspondant à un mouvement 
de fréquence élevée, car un tel mouvement a des 
chances d'être étouffé par l'amortissement de struc
ture ; on obtiendra ainsi une réduction du nombre des 
paramètres, qui simplifiera les calculs ultérieurs. 

On voit l'intérêt de cette réduction des matrices 
à la forme diagonale, appelée encore décomposition 
spectrale. Nous avons introcl ui t ici cette opération 
à partir d ' un problème de vibrations, mais elle a des 
applications importantes dans de nombreux autres 
domaines : élasticité, optique, etc ... 

La méthode pratique que nous indiquons ici, per
mettra donc d'apporter une clarté nouvelle clans de 
nombreuses applications scientifiques et techniques 
que l'on ne pourrait songer à aborder par les autres 
méthodes, à cause de la complexité des calculs aux
quels elles conduisent. 

Ajoutons que cette méthode est employée couram
ment à l 'O.N.E.R.A., dans la direction scientifique 
OR. Les calculs sont effectués au moyen de machines 
mécanographiques à cartes perforées, et on a déjà 
pu étudier ainsi un grand nombre de problèmes de 
stabilité. 

IV.- MISE EN ŒUVRE PRATIQUE 
DE LA DÉCOMPOSITION SPECTRALE 

Le problème se pose sous la forme suivante : 
Etant donnée une matrice A, calculer les quantités 

définies par les relations : 

k, =- T (A) 

k , = - -+ T (B, A) 

k. =-
1 

T (Bn-t.A) 
n 

On voit que le calcul essentiel est celui de la multi
plication de deux matrices. C'est une suite de multi
plications et d ' additions, dans un ordre déterminé à 
l'avance, donc une opération parfaitement mécani
sable. La seconde opération, calcul de la trace d ' une 
matrice, est très simple. 

Pour avoir des résultats numériques exacts, on a 
intérêt à supprimer les virgules dans les nombres 
décimaux, et à effectuer les calculs en nombres entiers. 

Ceci conduit à deux catégories importantes de véri
fications : 

1 o Les nombres k., k, . . . k. étant des entiers, 
les quantités : 

T (B,.A), T (B,.A), . . . T (B._ ,,A) 

que l'on calcule successivement, doivent ê tre divi
sibles par 2,3 . . . n respectivement : ceci permet de 
déceler rapidement une erreur accidentelle de la 
machine, sans avoir besoin de pousser jusqu'au bout 
un calcul erroné. 

CLASIIF. &.1 . ...... ·----------~ 
2° En faisant À = 0 dans la définition de P (À) et 

de Q (/.), on trouve k. = (- 1)• Mt (A), 

Bn- t = ( - 1)•- 1 Adj (A). 

Le résultat de la dernière mulliplieation matri
cielle Bn-,.A est donc : 

(- 1)n-I Adj(A) . A = (- 1)n-t dét(A), 

c'est-à-dire une matrice scalaire. 

Nous avons vu qu' elle est de la forme : 

a 0 
o a 

0 
0 

0 0 ... a 

Donc tous les termes de la diagonale sont égaux, 
tous les autres sont nuls. Dans la méthode mécano
graphique, il suffit de superposer toutes les cartes 
correspondant aux termes de la diagonale d'une part, 
toutes les autres cartes de l'autre, pour voir par trans
parence les perforations se coïncider. 

Ajoutons que cette vérification est trop puissante, 
et qu 'on peut se contenter de n 'effectuer qu'une par
tie de cette multiplication matricielle, le dernier 
coefficient cherché k. étant justement l ' un quelconque 
des éléments de la diagonale, changé de signe. 

Mais, d 'autre part, il faut tenir compte du fait que 
la capacité des machines est limitée (20 à 30 chiffres, 
au maximum). 

Dans ces conditions on est conduit à restreindre le 
nombre des chiffres admis au départ, donc à utiliser 
une matrice légèrement erronée. Ceci n ' est pas un 
inconvénient majeur, car on peut facilement évaluer 
et corriger l' erreur commise. 

En effet, si la matrice A est remplacée par A + <: B, 
<: étant un petit nombre dont on néglige le carré, le 
calcul spinoriel montre que le nouveau polynôme 
caractéristique est P, ().) = P (À) - <: T (B . Q (À) ) 
que l'on obtient immédiatement au moyen des 
matrices B, B ,, ... Bn-I· 

Cette méthode de correction permet aussi de faire 
un calcul d'erreurs dans le cas où les données numé
riques sont entachées d'erreurs expérimentales. Dans 
un problème de stabilité, on pourra ainsi apprécier la 
précision des va leurs obtenues pour le passage de la 
stabilité à l 'instabilité. 

Signalons enfin une dernière caractéristique de cette 
méthode : si l'on modifie une colonne quelconque 
de la matrice A, en lui ajoutant une colonne X • 
arbitraire, on obtient une nouvelle matrice égale à 
A + X • . Et , i étant le numéro de la colonne modi
fiée. 

Le calcul spinoriel fournit alors l'expression du 
polynôme caractéristique de la matrice modifiée : 

P,(),) = P(),) - E :. Q(À). x .. 
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Ce nouveau polynome se ca lcul e donc immédiate
ment. 

Ceci se présente dans les applications, par exemple 
lorsqu 'il s'agit, au cours cl 'un problème de vibrations 
d 'avion, de rechercher les fréquences propres pour 
différentes valeurs de la rigidité d'une gouverne. 
On peut même de façon analogue, obtenir directement 
la modification du polynôme caractéristique lorsqu'on 
augmente l'ordre de la matrice d'une unité (adjonc
tion d'un degré de liberté supplémentaire) . 

CONCLUSION 

No us voyons que les deux prob lèmes fondamentaux 

des systèmes linéaires, l' inversion [5] el la décompo
sition spectra le, sont maintenant résolus au moyen 
de la même opération fondamentale : la multiplica
tion matriciell e. 

Cette opération est effectuée de façon assez satis
faisante par les machines mécanographiques, bien 
que celles-ci soient conçues, à l'origine, comme 
machines comptables. Mais il serait d'un grand intérêt 
pour la collectivité de construire une machine spécia~ 
lement adaptée à cette opération, puisqu 'elle per
mettra it de résoudre un très grand nombre de pro
blèmes techniques, normalisés grâce au caleul malrieiel. 
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