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UNE M~THODE G~N~RALE DE LIN~ARISATION 

DES PROBLÈMES PHYSIQUES 

par 

J. M. SOUHIA U 

(Rédigé en collaboration avec J érôm e CHASTENET oe GÉRY) 

INTRODUCTION 

Linéariser un problème physique, c'est remplacer les équations du problème, 
lorsqu'elles sont trop difficiles à résoudre directement, par des équations approchées, 
donc fau sses, mais linéaires, donc plus faciles à résoudre. 

On obtiendra ainsi une solution approchée du problème : pour vérifier sa validité. 
on pourra soit recourir à l'expérience, soit évaluer mathématiquement l'erreur commise. 

La linéarisation est extn\mem ent courante en physique et clans l'ar t de l' ingénieur. 
Cependant cette opération se fait le plus souvent par tâtonnements, et ceci présente de 
nombreux inconvénients : nécessité pou r Je chercheur d 'avoir déjà une assez grande 
expérience pour pouvoir l'effectuer correctement; impossibilité de savoir si l'on n'a pas 
consenti plus d'approximations qu 'il n'était nécessaire pour arriver au but cherché; 
difficulté à« coupler » plusieurs syst èmes linéarisés indépendamm ent, etc. C'est pourquoi 
nous avons jugé utile rie présenter une méthode de linéarisation générale et en quelque 
sorte automatique. 

Cette méthode a été exposée sommairement par l'auteur (réf. [1 J) ct enseignée 
dans le cours <c Les mathématiques de l'Ingénieur » à l ' f~cole Spéciale des Travaux Aéro­
nautiques. Elle a déjà rendu des services appréciables dans des branches varjées de l'arL 
de l' ingénieur : problèm es divers de vibra tions et de st abilité, aérodynamique théorique. 
mécanique des fils, optique géométrique, calcul numérique et mécanique, etc. 

Cet exposé comprend cinq par ties : 

- après une analyse rapide [ l] du processus de linéarisation sur q uelques exemples 
classiques, qui nous pennet de poser le problème de façon précise, nous indiquons [2] 
comment on peut lui donner une réponse théorique grâce au calcul opéra tionnel et au 
calcul matriciel; l'introduction du symbole e ct l'étude de ses propriétés nous permet 
d'indiquer [3] la méthode pratique qui ne fait d'ailleurs plus appel au calcul ma triciel. 



Nous indiquons ensuite [lJ un cer tain nombre d'exemples d 'applications, dont un seul 
es t lraité en entier, fa ute de place. La cinquièm e partie indiquera rapidement l'extension 
de cette méthode au calcul des approxima tions supérieures, et les services qu'on peut 
en a Ltendrc. 

POSITION DU PROBLÈME 

Un problème physique peut, en généra l, ètre posé de la façon suiva nte : 

- l' «é tat» d' un système physiqué variàblc étant défini par un certa in nombre 
de pa ramètres, il s'agit de calculer, en fonction de ces paramètres, un certain nombre 
d'antres caractéris tiques inconnues du système et d'étudier leur comportement. L es 

paramètres donnés ct les inconnues sont reliés par un certain nombre de relations, en 
général implicites, qui son t fournies par les lois physiques applicables au systèm e. 
Considérons comme exemple la marche d ' un rayon lumineux dans un système oplique 
centré. La donnée étant constit uée par la position d'un rayon lumineux qui frappe le 
système, les lois de Descartes, appliqu(~es à chaque dioptre, nous permettront de définir 
les inconnu es, à savoir les paramètres définissant la posi t ion du rayon émergent. :\fais 
ce calcul es t en général excessivemen t compliqué. 

Un second exemple nous sera donné par .les vibrations d'un système m écanique 
complexe, t el que celui constitué par un avion en vol e t l'atmosphère qui l'entou re. 
L ' cc état ll elu systèm e sera défini par la donnée, en tout point de l'atmosphère, tle la 
densité, de la pression et de la vitesse du fluide; les paramètres qui définissent la position 
géométrique des parties de l'avion susceptible de vihrer; le tout à un instant donné. 

Les lois qui r égissent le problème sont les équations d'Euler valables en tout point 
tle l'atmosphère, les équa tions de Lagrange qui définissent les possibilités de mouvement 
de l'avion, e t les conditions de contact et de glissement qui définissent les in teractions 
m utuelles de l'avion et de l'atmosphère. 

Les inconnues scronl les valeurs prises par les données à un instant ultérieur, et, 
plus généralement, leur comportement en fonction du temps (stabilité). Ces deux 
problèmes très compl exes sont susceptibles tous les deux d 'Hre linéarisés : " approxi­
mation de Gauss» clans le premier cas, cc linéarisation de Prandtl ,, dans le second. 

~ous allons chercher la cc p hilosophie ,, comm une à ces deux exemples. 

On sait que l'approximation de Gauss est valable lorsq ue l'angle du rayon incid en t 
avec l'axe du systèm e, ainsi que sa distance à celui-ci, sont petits. La linéarisa tion de 
Prandtl est valable lorsque l'aile est mince, son in cidence faible, ainsi que l'amplitude 
de ses v ibrations. Nous voyons que dans les deux cas nous nous plaçons au voisinage 
d ' un c< ens limite ,, : r ayon lumineux porté par l'axe dans le premier cas, aile plate ct non 
vibra n te à incidence nulle dans le second. 

Quelles son t les particnlarités physiques de ces cas-limites 'l 

C'est que, dans le premier cas, Je rayon lumineux n 'es t réfracté par a ucun dioptre 
el sort du système suivant l'axe. Que, dans le second cas, les paramètres divers définissant 
le système rest en t const a nts a u cours <.lu temps; de Îaçon plus générale, c'est que, dans 
ces cas-limites, nous connaissons la solution e:r:acle des problèm es posés. 



Ceci est évidemment général, ct nous allons en abstraire le principe suivant : 

1,1 Pour linéariser un problème physique, il faudra au préalaùle 
co nnaître une solution particulière e:wcte des équations. On effec­
tuera la linéarisation autour de cette solution et le résultat sera en 
principe valable lorsque les données seront voisines des valeurs 
particulières qui cond uisent à celte solution. 

Nous voyons que cc principe va nous suggérer de nombreuses linéarisations : 
chaque fois que l'on connaîtra une solution particulière d'un problème, on pourra tenlcr 
de le linéariser aut our de celle-ci. On pourra mème trou ver plusicun; linéarisations 
distinctes d'un même problème; nous en verrons des exemples. 

Pour continuer à préciser ce processus de linéarisation, nous allons maintenant 
emprunter quelques notations a u calcul matriciel [2], en particulier la définition d'une 
rolonne de nombres .t1, x2, ••• , :t;l., que l'on désignera par : 

On sait que deux colonnes : 

sont égales lorsque leurs éléments correspondants sont égaux: X = Y signifie .r
1 

= y
1

, 

.1:2 = Y2• ... , .Tn = Yn· 

La somme de deux colonnes X et Y est la colonne : 

l
l"l + Y1] 
.t"z + Y2 

X + Y = · . 

:t'n + Yn 

Le produit de la colonne X par le nombre 1. est par définition : 

[

:t'l. ÀJ 
~ · À 

X.t.= : . 

Xn . À 



L.es operauons vcnuent 1es propnetes évidentes su1vantcs : 

X + Y = Y + X.; 

IX + YJ + Z = X + [Y + Z]; 

lX + Y] . "A = X . "A + Y . "A ; 

x . [À + fL] = x . '), + x . fL ; 

lX . "A] • fL = X . ["A • fl. ]. 

· ous utiliserons aussi la norme d'une colonne X, qui est par définition le nombre 
positif ou nul : 

Cette norme a les propriétés suivantes : 

1 X 1 = 0 entraîne X = 0 (c'est-à-dire x1 = x2 = ... = x, = 0); 

I X + YI ~ IXI + IYI; 

1 x . À 1 = 1 x 1 . 1 À 1. À étant un nombre. 

Nous .pourrons représenter l'ensemble des données, o:, ~ ... . , 8 du système par la 

::olonne : 

et celui des inconnues .r, y, ... l par la colonne : 

L 'ensemble de tout es les rela lions physiques lia nt les données ct les inconnut's, 

c'est-à-dire des équations du problème, pourra s'écrire sous la forme : 

R (A, X) = 0, 

H élan lune<< fonction n des deux colonnes A ct X. Puisque par hypothèse, les données A 
dn problème déterminent complètement l'étal du système, donc en particulier les 

inconnues X, la relation : 
R (A. X) = 0 

peut sc résoudre sous la forme : 
X = F (A), 



F étant un certain «opérateur ,, qui fait correspondre à la colonne A la .colonne X. Cette 

résolution es t d'ailleurs l'objet du problème. 

Pa r hypothèse, nous connaissons une solution particulière du problème, c'es t-à­

dire un couple cte colonnes A0 ct X 0 t elles que : 

ou, ce qui revient au mème : 

X0 = F (A0). 

Pour étudier le problème a utou r de cette solution, nous serons donc a menés 

:\ prendre les nouvelles variables A 1 et X 1 définies par : 

Les éq uations s'écrivent alors 

et 

cet te dernière relation pouvant d'a illeurs s'écrire a ussi : 

ct à étudier ces rela tions lorsq ue les éléments des colonnes X1 ct A1 seront petits. 

Dans le cas particulier où ,\ ct X ne contiennent qu'un élément, c'est-à-dire se 
réduisent à des nombres, on a affaire à des fonctions classiques ct la solu tion est fournie 
par la fonnule des aecroissements finis qui donne une valeur a pprochée de X 1 : 

la dérivée F' (A0) élanl clle-mème obtenue en différentiant la relation H (A, X) = 0 : 

R'A. dA + n 'x dX = 0, 

ce qui fournit : 

C'est ce procédé que nous a llons étendre au cas général, en définissant la dérivée 
d ' une fonction de colonne. _ ous dis ocicrons dans ce procédé deu.x parties hien distinctes: 

1° le calcul de la dérivée généraüsée F' (A0), qui est du calcul différentiel pur; 

2° l'approximation due à l'emploi de la formule des accroissements finis 
généralisée. 

Nous indiquerons ensuite un a rtüice qui permet d'effectuer ces calculs 
sans utiliser les calculs opérationnel et matriciel. 



2 SOLUTION THÉORIQUE 

Soit donc une colonne X, fo nction d ' une colonne A par l'intermédiaire d'un 
opérateur F : 

X = F (A). 

Pour défini r la dérivée de F, nous ne 
F (A0 + AJ - F (1\.o) . 

A
1 

qut n'a pas de sens. Nous 

pouvons pas utiliser le rapport 

utiliserons le <<quotient différentiel 

dans la direction A 1 n, défini par l'expression : 

lim F(A0 + A 1 .1.)- F (A0) 

), > 0 À 
1. étant un nombre. 

(Nous elisons, par définition , qu ' un e colon ne variable Z tend vers une colonne fixe Zo 
lorsque tous les éléments de Z t endent vers les éléments de Zo. ou, cc qui revient au même, 
lorsque la norme de la colonne Z - ï 11 lend vers 0.) 

Celle limite, si elle exis te, dépend de la colonne A 1 choisie, elle sera donc de la 
forme : 

K étant un certain opérateur, qui ne dépendra lui que de la fonction F et de la 

colonne Ao· 
L'opérateur K a la propriété suivante : il est homogène du premier degré, c'est-à­

dire que l'on a : 

quel que soit le nombre p .. 

En effet : 

• ( A ) lim P (A0 + A1 [J. À)- F (Ao) lim F (A0 + A1 !J. /,)- F (A0) 

h. ,' \.l. iJ. = 1.- >- 0 ), - ), - > 0 !J. ), • !J., 

soit, en posant À !J. = i,' : 

I ' ( \ ) lim F (A0 + A1 À
1

) - F (Ao) I ' (A ) 
'- 1 1 • !J. = ),' - > 0 ).,' . Il = \. 1 • p .. 

C.Q.F. D. 

L 'opérateur K, dépendant de A0, pourra être mis sous la form e G (.\o). l'opérateur 
G ne dépendant plus que de la fonction F : par définition , l'opérateur G sera appelé 
dérivée de l'opérateu r F , nous le noterons F ' ct nous pourrons écrire : 

,...------------ ---- ---, (1) 

lF' (A0)] (AJ 
lim F (A0 + A1 À)- F (A0) 

j , 0 À 

(1) Dnns le eus d es fo nctions d'une seule vnriaulc, lu relation : 

lim 1 (a, + a , ),) - 1 (a, ) [/' ( ) l 
À • 0 ), -== a . . «1 

m ontre qm• celle définition de la dérivre prolonge bien lo déllnilion clnsslquc, l't condition de pos~r 11 (v) = u • n 
lorsouc u ct v sonl dt•s nonthres. c·e~1 -à-dirc cl' idcntifwr IP nomhrP u C't l 'nn~rufl"'llr • nlnltin1iri.l tinn nnr , . _ 

r 



Le fait pour un opérateur d 'être dérivable n 'est pas encore suffisant pour l'objet 
que nous avons en vue : obtenir des équations linéaires. Nous allons préciser davantage 
en définissant les opérateurs différentiables. 

La rela tion qui défini t la dérivée peut s'écrire : 

lim F (A0 + r\ 1 À) - F (A0) - [F' (Ao) ] (AJ :.l_• _ O. 
À - >-0 À - ' 

soit , en utilisant la p ropriété d 'homogénéité : 

lim F (A0 + A1 À) - F (A0) - [F' (A0) ] (A1 . )..) _ O 
À - >-0 ), - , 

ou encore, en divisant par Je nombre constant l /\ 1 1 et en utilisa nt les normes : 

li m 1 F (Ao + A1 À) - F (A0) - (F' (A0) ] (AI /,) 1 _ O 
1 A1 /, 1 _ ,_ 0 1 A1 À 1 - . 

Nous d isons que la fonction est différ entiable dans un domaine, si cette convergence 
est uniforme lorsque A0 ct A0 + A1 ).. sont pris da ns ce domaine, c'est-à-dire si la quantité: 

1 F (A0 + U) - F (A0) - [F ' (A0)] (U) 1 
- · jlTJ- -

peut être rendu e inférieure à tout nombre=:, pourvu que la norme lUI de la colonne U 
soit inférieure à un certain nombre "1) (=:). 

Les opéra teurs différentiables jouissent de propriétés extrêmement importantes, 
qu 'on ne peut songer à démont rer dans Je cadre de cet exposé, et qui sont les suivantes : 

2, 1 Si F esl différentiable dans un domaine, sa dérivée F ' (A0) est un opérateur 
l inéaire, c'cs t-à-ùire que l'on a : 

Comme nous avons vu que cet opérateur est l~galement homogene, c'est une 
mutrire, et on peut le représenter par un tableau de nombres. Les éléments de A e t de X 
étant ~>:, ~ • ... Il d'u ne part, x, y, ... t, de J'autre, on aura d'ailleurs : 

- () :r ().r tl X-

()~>: ()~ ... ()/) 

() y tl y tl !] 

F ' (A0) = ()~>: ()~ ... ()/) 

....... .. . ... .. . 

ot () t ot 
() o: ()~ ... ()/) 

ainsi qu'on peut le ,·oir en a ppliquant la règle de représentation des matrices (voir 
réf. [2]). 



2,2 La dérivée est continue, c'est-à-dire que lorsque A tend vers B, F ' (A) tend vers 
F ' (D). 

2,3 La fonction F est elle-même continue, et elle vérifie à l' intérieur du domaine une 
condition dite de Cauchy-Lipschitz: il existe un nombre k t el que l'on ait: 

1 F (A) - F (B) 1 ~ k 
lA - BI - ' 

quels que soient A etH (pris dans un ensemble fermé intérieur au domaine). 

Nous sommes maintenant en mesure d 'étendre à ces opérateurs le calcul cliffé­
rentiel proprement dit : des colonnes A, B , C, ... ét ant supposées dépendre d 'un rnème 
paramètre réel À, nous appellerons différentielles de ces colonnes, et nous noterons dA, 
dB , dC, ... les dérivées de ces colonnes pa r rapport au paramètre commun À. Si la colonne X 
est fonction de la colonne A par l'intermédiaire de l'opérateur différentiable F : 

X = F(A), 

X sera elle-même une fonction composée de À; sa dérivée sera obtenue par la 
formule 

dX = X'" = lim F (A (À + À1}] - F (A (À}]. 
Àl - >- 0 Àl 

on voit a isément que cette expression est égale à: 

[F' (A)] (dA), 

ce qui généralise la formule classique : 

d (F (X)) = F' (X) . dX 

,·alablc lorsque X ct F (X) sont des nombres. 

Pour cette raison, nous pourrons poser : 

F' (A) = ~~ 

(nous mettons des v pour rappeler que cc symbole n'est pas un quotient), et nous aurons : 

v X 
dX = 0 A (dA), 

ou mème: 

puisqu 'il s'agit d ' une multiplication ma tricielle. 

Nous sommes maintenant en mesure de résoudre le problème posé : supposons 
que les colonnes A et X soienl reliées par la rela lion R (A, X) = 0, rela tion qui est 



vérifiée pour A = A0, X = X0, eL que la fonction R soit elle-même différentiable. On 
aura alors : 

() R ()R • 
() A . dA + () X . dX = O. 

Si la matrice ~ ~ est régulière (ceci a lieu s'il y a autant d'équations que 

d'inconnues et si le dét erminant de cette matrice, qui est le jacobien du système, n'est pas 
nul), elle possède un inverse, et l'çn pourra écrire après multiplication à gauche par cet 
inverse : 

[() RJ-t [() RJ 
_ô X . ô A . dA + dX = 0, 

X sera alors une fonction F de A, définie au voisinage de A0, et différentiable, et l'on 
aura d 'après la relation ci-dessus : 

ce qui nous permet de calculer F ' (A0). 

La relation de différentiabilité, qui s'écrit : 

si 1 A1 1 < ·r, (<:), ou encore, si nous posons comme ci-dessus X1 = F (A0 + AJ - F (A0): 

nous montre que nous pourrons prendre comme va leur approchée de X 1 la quantité 
[F' (A0)] (A1), l'erreur étant un inriniment petit d'ordre supérieur à 1 A1 1· 

Grâce ù cette approximation, nous a urons donc ramené le problème au problème 
linéaire défini par J'équation : 

nous avons linéarisé le problème. 

2,4 Le symbole t . 

Afin d'effecLucr commodément les calculs ci-dessus, nous allons introduire une 
nouvelle notion. 

Considérons à nouveau les colonnes A, B, C, ... , fonctions d'un même paramètre À 

(mais pas nécessairement dérivables). Nous dirons que les colonnes A et B sont équi­
valentes, et nous noteron s A rv B, si l'on a la relation : 

lim A - B _ O 
À _ ,.. 0 À - • 



La relation " f'..J » est une (( relation d'équivalen ce ll, au sens algébrique du terme, 
ce qui veut dire que : 

1 o A rv A quelle que soit A; 

2o A rv B entraîne B rv A; 

30 A rv B ct B rv C entraînent A f'..J C. 

On appelle classe d'une colonne A, suiva nt celte relation d'équivalence, la famille 
de lou les les colonnes qui lui sont équivalentes. Nous désignerons celte classe par :A:. 

Le lecteur vérifiera sans peine, à l'a ide des trois propriét és ci-dessus, que la con­
dition nécessaire e l suffisante pour que deux colonnes soien t éq uivalentes est qu'elles 
a ient mêmes classes; ainsi la rela tion : 

A rv ll 

pourra aussi bien s'écrire : 

JA: = ;B ;. 

Si une fonction F vérifie la condition de Cauchy-Lipschitz, c'est-à-dire s'il exis te 
un nombre k tel que: 

1 F (A) - îo (B) 1 ~ k 
IA- 13 1 -

(on sail que c'est le cas ùes funclions différentiables) elle transforme deux colonnes 
équivalentes en colonnes équivalentes : en effel, la relation : 

1 F (A) - F (B) 1 ~ k 1 A - B 1 
donne 

1 F (A) -;:- F (B) 1 ~ k 1 A À B l• 

et si Je deuxième membre tend vers 0, il en sera de même a fortiori du premier. 

Par conséquent, si : 

on aura : 

• F (A.) 1 
- • F (13) 1 

• , • 1 - ( l' 

la classe de [.' (A} ne dépendra que de la classe de A : ceci '\·a nous permettre de prolonger 
l'opérateur F, en le définissant aussi sur les classes, par la convention : 

2,.1.1 F (:A!) = : F (A) !. 

:-.lous identifierons également une colonne constante (c'est-à-dire indépendante 
de 1.) ct sa (')asse, en posant : 

Ao = :Ail! . 



Ces conventions vont nous permettre d'effectuer directemen t des calculs cc a ux 
infiniment petits d'ordre supérieur près n. 

Considérons, en effet, la classe de À lui-même, classe que nous désignerons par e: : 

~ 
~~· 

Nous avons par définition, si F est nnc fon ction différentiable et si A0 et A1 sont 
des colonnes constantes : 

comme : 

F (A0 + A1 / ,) - F (A0)- [F' (A0) ] (A1) /, 

À 

t end vers 0 avec À, ce qui signifie que : 

est équivalente à : 

F (~) + [F' (A0) ] (AJ . À, 

nous aurons : 

d 'où : 

ou finalement: 

2,4.3 

Inversement, on voit facilement que si l'on a : 

F (A0 + A~ e:) = P + Q e:, 

les colonnes P et Q étant indépendantes de e:, la fonction F est rlérivable et l'on a : 

P = F (A0), 

Le symbole e:, gràce à la propriété (2,4.3), permet donc de dériver auto­
matiquement. 

Signalons pour terminer quelques propriétés du symbole e:. Un cas particulier 
de 2,.1.3 est le suivant : 

(a + e:)2 = a2 + 2 a e:; 



en faisant a = 0 il vient la relation fondamenlalc: 

2,4.4 

On aurait de mème: 

e:" = 0 pour 

L e symbole e:" n'a pas de sens pour (t < 1, la [onction J.a ne vérifiant pas la con­

dition de Cauchy-Lipschitz au voisinage de 0 dans ces conditions. En particulier ~ 
n'existe pas, on n'a pas le droit de cc simplifier» une relation pare:. Cependant, lorsque Je 
produit par e: d ' une colonne indépendante de e: es t nul, cette colonne est nulle; en effet : 

soit 

soit, encore : 

si A0 ne dépend pas de À. 

signifie 

lim A0 1. _ 
0 

À - >-0 À - ' 

A0 = 0 

Les considérations que nous \·enons d 'exposer permettent au lecteur de jus tifier 
ma in tenant la règle de linéarisa tion que nou s allons exposer. 

Il res te évidemment un point essentiel à étudier, c'est celui où les relations données 
sont des équations différentielles ou aux dérivées partielles. Nous ne pouvons l'auorder 
ici; signalons toutefois que si le problème est linéarisable, la m éthode permet de trouver 
le résultat. 

3 MÉTHODE DE LINÉARISATION 

3,1 On écrit les équations complètes et exactes elu problème (y compris les conditions 
dites cc aux limites ,, s'il y en a). 

;~,2 En désignant par <Y-o, ~0, . • • 80 ; .r0 , y0, ••• l0 les valeurs des paramè tres ex, r~ .... a et 
des inconnues x, y, ... L dans la solution particulière exacte autour de laquelle on veut 
linéariser, on écrit : 

~ = ~0 + ~ 1 e:, . •. 

Y = Yo + Y1 E, ••• 

et l'on porte ces valeurs cia ns les équa tions. 



.J 

3,3 On développe ces équations avec les regles de calcul suiva ntes: 

a) e: doit èlre considéré comme une constante dont o n peut, ù tout instant du 
calcul, remplacer le carré et les puissances supérieures par zéro; 

b) une fon ction 1 différentiab le vérifie : 

1 ( IXo + o:1 e:, · · · lo + l1 e:) = 1 ( 4>• · · · lo) 

+ e: o: l f' a (0'-o, •·· lo) 

+ .... ........ . 
+ e: l1 /'t (<Xu, •·• lo); 

c) on n 'a pas le droit de diviser pare:. 

3,4 Tous calculs faits, on arrivera à mettre toutes les éq uations sous la formee:= = 0, 
z étant une quantité indépendante de e:. On simplifiera alors par'"· 

3,5 On a a lor s un système d'éq uations linéaires pour dét erminer les inconnues :~· 1 , 
Y1• •.. , l1 : on le résout. 

3,û On revient ensuite aux paramètres initiaux, en remplaçant, dans les formules 3,2, 
e: pa r 1. 

4 EXEMPLES D'APPLICATIONS 

Nous traitons complètement le premier exemple choisi, et nous nous contenterons 
d'indiquer les résultats que fournit la m éthode sur les exemples suivants. Cette liste 
n'est nullement limitative des exemples déjà traités. 

4,1 Vibrations d'un système conservatif au voisinage d'une position d'équilibre. 

Soit un système mécanique conser valif, à lia isons indépendantes du temps, dont 
la position es t définie par les n paramètres q1, q2, • •• q". Les équations du mouvement sont 
les n équations de Lagra nge : 

- ~. 1. 1 d (à T ) oT Il V in () qi - o q; + a IJ i = 0 ; 

en désignant par 2 T l'énergie cinétiq ue du système ct par V son énerg ie poLentic llc. 

2 Test une forme quadratique des qi, on peul donc écrire: 

·1.1 .2 

nvec : 



4,1.3 

Les éq ua tions de Lagrange s' écrivent donc, développées : 

'\~ Ô Gij · · '\"1 ·· ~ ;---- (ql, ··· Qn) (/j • (/k + ~ Gij (ql' ... Qn) Qj 
Jk "Qk 1 

Si Je systèm e admet une position ù·équilibre (nous supposerons pour simplifier 

que c'e~t pour la valeur nulle des paramètres), c'est que Qi = 0 est solution de 
() \" 

ces équations, donc que tous les ô Qi sont nuls pour 'Il = r12 = ... = q,. = O. C'est ce que 

nous admettrons désormajs. 
Le problème étant ainsi posé : connaissant les valeurs des Qi ct des Qi à l'instant 

initia l, trouver leurs valeurs à un instant l quelconque, nous allons le linéariser autour de 
la solution que nous connaissons, à sa, ·oir le repos dans la position d'équilibre. 

On pose donc, conformément à 3,2 : 
. . 

rl'où Qi = e:ri 

ct l'on porte dans les équations 1., 1.3. 

La quantité Qi iu = e:2 iï ri est nulle, puisque r;:
2 = O. 

On a, d'autre part : 

Gij (ql, ... {/n) ÏÙ = e: Gij (~t rl, ... e: ru) ·;.j = e: Gij (0, ... 0) ri; 

puisque la différence entre ces deux derniers termes vaut: 

On a enfin: 

• '\~ o Gij ·· 
e;- ~ ~ Tk • l"j = 0. 

k v Qk 

0 V ô V 
ô (/i (q i, ... Qn) = Il q; (e: ri, ... r;: r,.) 

ô Y ~ ~v ~ ~v = ' (0, ... 0) + <: _. ~ (0, ... 0) r1· = r;: _. ~ (0, ... 0) . fj, 
v Qi j v qi u{/j j uQi vQj 

puisque par hypothèse de l'existence d' une position d'équilibre, les~ ~i (0, ... 0) sont nuls. 

Finalement, les équation -1,1.:.3 deviennent: 

'\., .. '\-, ô2V 
1!: J {lij (0, ... 0) fj + li: J () (/i Ô Qj (0, ... 0) Tj = Û, 



soit encore, puisque e: est en facteu r d ' une quantité qui ne le con lient plus : 

4,1A )"1 1 •• ()2 v 1 
~ ) Gij (0, ... 0) ri + .,. . .,. : (0, ... 0) ri l = 0 · 
1 \ u ~ .u~ 

On est donc ramené à un systeme d 'équations différentielles linéaires du second 
ordre, à coefficients cons tants, qui se traite a isément pa r le calcul ma triciel. 

Solution généra le est de la forme : 

les Ak et Bk étant des constantes a rbitraires d' intégra tion, que l'on dé terminera par les 
valeurs initiales des r i et des r 'i, les Àk des nombres soit réels, soit imaginaires purs. 

La linéarisation s'achèvera en remplaçant e: par 1 dans les formules qi = e: ri, 
c'est-à-dire en remplaçant ' ï par Qi· 

Si les)..,, sont t ous imaginaires p urs (on montre que ceci a lieu en général si l'énergie 
potentielle est minimum pour la position d 'équilibre considérée), on trouve un mouvement 
oscillant d'amplitude bornée; le syst ème vibre a utour de sa position d 'éq uilibre, il 
est stable. S'il y a un Àk a u moins réel, les valeurs trouvées pour les Qi croissen t expo­
nentiellement avec le t emps (sauf pour des valeurs très particulières des conditions 
imtia les). La linéarisation cesse rapidement d 'ètre Yala ble, puisqu'on a supposé les Qi 

petits, mais nous avons obtenu le mouvement commençant. 

P uisqu'il n 'y a pas de solu tion pour laquelle les qi restent petits, on est certain 
que le systeme est instable. 

4,2 Le mouvement d ' un solide m obile a utour de son cen tre de gravité admet, comme 
cas particulier, la ro tation uniforme autour de l'un des axes principaux d 'inertie, lorsque 
les forces a uquel il est soumis ont un moment nul par rapport à 0. La linéarisation 
conduit automatiquement à la théorie de l'« effet gyroscopique)), vala ble tant que le 
moment de ces forces n'est pas trop grand. 

4,3 Les équations du mouvement d"un fil élastiq ue pesant, tendu entre deux points 
A et B, admettent une solution évidente: le repos du fil suivant le segment AB avre 
une tension arbitraire lorsque l'accéléra tion g de la pesanteur es t nulle. 

La linéarisation permettra d'obtenir la position d'équilibre elu fi l, lorsque g 
ne sera pas trop grand, a insi que les équa tions de propagation des ébranlements longi.­
tudina ux ct transversaux sur un câble tendu. 

4,4 Le pendule simple nous fournit un exemple de système que !"on peut linéariser 
de plusieurs façons : 

a) une première solution des équations de mouvement est le repos du pendule 
a u point Je plus bas de sa trajectoire : la linéarisation fou rnira la théorie classique des 
peti ts mouvements du pendule, qtù est un cas particulier de +,1; 



b) une autre solution est donnée pa r le mouvement de rotation uniforme, lorsque 
g est nul : on ob liendra par linéarisation une théorie des mouvements révolutüs, valable 
lorsque g est assez petit, ou, ce qui revient au même, lorsque la vitesse initiale es t assez 
grande. 

11,5 Les équa tions d 'Euler, qui définissent le m ouvement d ' un fluide parfai t com­
pressible, ont une solution exacte : le repos. E n linéarisant, on obtiendra les équations 
de ln propagation du son. 

Pour étudier l'interac tion du fluide cl d ' une paroi vibrante, il est nécessaire ete 
linéariser simultanément la condition de glissement du fluide sur la paroi. 

4,6 E n linéarisant les équations d'un fluide visqueux (équations de Navier) autou r de lu 
même solution du repos, on arrive aux équations de Stokes. 

4,7 Une autre solution particulière des équations d'Euler, avec conditions a ux limites, 
es t formée par l'éco ulement uniforme du fluide autour d'u ne a ile plane immobile inlï­
niment mince, para llèle à la direction générale de l'écoulement: la linéarisation fournira 
les équalions de Prandtl, qui définissent le m ouvement du fluide a utour d'une aile 
suffisamment mince, avec un a ngle d 'attaque suffisamment petit. On peut de plus 
supposer l'aile a nimée d 'un mouvement de vibration. Ce sont les équations qui sont à la 
base des théories a~;rodynamiques cc linéarisées » en régime subsonique et supersoniq ue. 

On trouvera le calcul de linéarisation effectué dans la référence (1 ]. 

4,8 L 'écoulement plan ct irra tionnel d ' un fluide parfai t incompressible, a utour d ' une 
aile donnée, admet une solution bien connue, lorsque l'écoulement est permanent : 
la linéarisation autour de cette solution permettra d'étudier les vibrations d u fluide 
provoquées par une vibration du profil. Une transfOima tion conforme permet d 'ailleurs 
de ramener les équations trouvées a ux équations de Küssncr (voir réf. (3]). 

4,\.l L es éq ua lions du mouvem ent d ' un liquide pesant da ns un bassin immobile ont 
comme solution l'équilibre hydrostatique, la surface de séparation avec l'atmosphère 
étant plane. 

La linéarisa tion nous donnera les équations de propaga tion de la houle. 

4, 10 Les équations générales définissant le mouvement d ' un corps élas tique dépourvu 
de tension à l'état « neutre» permettent, par linéarisation a utour de cet état, d'obtenir 
les théories ù' cc élasticité linéaire)), ct d 'étudier par exemple la propagation des vibrations 
da ns le corps. 

D'a utres linéarisations permettront d'étudier par exemple les corps admettant 
des ten sions rés.iduelles à l'état neutre, etc. 

-1 , 11 Cetlc méthode permet d 'obtenir automa tiquement !' ((approximation de Gaussn, 
pour les systèmes centrés clans les conditions que nous avons déjà définies. Voir 
référence (1 ] . 

•l, 12 La méthode de linéarisation s'applique particulièremen l bien a ux calculs d'erreurs, 
c'est-à-dire à l'étude des répercussions, sur les résulta ts d'un calctù, d 'erreurs sur les 
données expérimentales qui y interYiennent : on linéarise évidemment autour du cas oü 
il n'y a pas d'erreurs. 

L'application de cette méthode, soit directement pour obtCJùr des majorations, 
soit en faisa nt intervenir le calcul des probabilités, fait l'objet de la référence [4). 



5 LINÉARISATIONS D'ORDRE SUPÉRIEUR 

Il est des cas où la validité de la linéarisation peut sc vérifier aisément par un 
moyen expérimental : c'est le cas des petites oscilla tions du pendule simple, ou encore 
de l'approximation de Gauss. 

Mais, si l'on désire une approximation meilleure, ou simplement une évaluation 
de l'erreur commise, on peut effectuer une linéarisation au second ordre. Le procédé 
que nous avons indiqué peut s'étendre : 

En introduisant la relation d'équi\ralencc : 

lim X-Y_ 
0 À _ ,... 0 f..2 - ' 

on peut définir un nouveau symbole e: q ui vérifiera : 

5,1 e:3 = o. 

En remplaçant les variables o:, ~ •..• a, .t:, y , ... l par les expressions : 

5,2 
1 txo + 0:1 e:, ~0 + ~1 e:, ..• ao + a l e:, 

1 Xo + .1:1 e: + :t:2 e:2, Yo + Y1 e: + Y2 e:2, ••• 

où txo• ~0, ••• t0 d'une part, cr.1, ~ 1, ••• t1 d'autre part sont les expressions trouvées au premier 
ordre, en les développant par la formule de Taylor limitée au second ordre, ou arrivera 
à mettre e:2 en facteur dans tous les termes. 

Les équations obtenues par ce procédé sont des équa tions linéaires pl\r rapport 
aux variables x2 , ••• t2, mais non homogènes : il y a un «second membre », qu i est une 
forme quadratique des variables ,x1, ~1, •• • t1• Le premier membre est le même que précé­
demment, au changement près des variables. Une fois ce système résolu en .r2, ••• l2, 

on fera e: = 1 dans les formules 5,2 pour revenir aux variables initiales. 

Il faut remarquer que les formules 5,2 ne so nt plus symétriques par rapport aux 
données et aux inconnues: on sait, en effet, que pour les différentielles secondes, le choix 
des variables indépendantes n'est pas indifférent comme pour les différentielles premières. 

Les quantités x2, y2, ••• l 2 donnent donc des évaluations des erreurs commises par 
la linéarisation au premier ordre. 

A priori, rien n'empêche de continuer, et en linéarisa nt à des ordres successifs, 
on pourra obtenir dans les cas les plus favorables un dévcloppernen t en série convergente 
de la solution exacte. 

Les linéarisations à cl es ordres supérieurs ont été uti lisées avec succès sur un certain 
nombre d'exemples : problèmes de chocs su r de~ cùblcs tendus, pendule simple, 
propagation du son, de la houle; étude des systèmes centrés, oit elle fournit un procédé 
automatique pour le calcul des aberrations de sphéricité, etc. 
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