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S~IMAIRE 

Chapitre I - INTRODUCTION -

Ce chapitre est une étude critique des hypothèses habituellement 

utilisées dans l'étude de la stabilité des avions {linéarisation, 

méthode des tranches, incompressibilité, mouvementa harmoniques, détermi

nation de la stabilité par continuité). 

On indique que la linéarisation semble actuellement la méthode 

susceptible de fournir les résul tata les plus v8.lables pour 1 'étude de 

la stabilité, et on signale en particulier que l'hypothèse de 

l'incompressibilité cesse d'8tre valable pour les mouvements rapidement 

variables quelle gue soit la vit§s§e de vol. 

Chapitre II - LE PROBLEME DE LA DETERMINA TI ON DU MOW.SMENT -

Le problème est mis en équations au moyen du principe de Lagra.Lge

Hamilton, dans le cas d'un avion susceptible de déformations élastiques, 

volant dans un fluide parfait compressible. Cette méthode permet 

d'~tudier les échanges d'énergie. On discute le rele des symétries. 

Lee équations sont ensuite linéarisées de façon aussi correcte que 

possible, par une méthode systématique; on indique les facteurs dont il 

est possible de tenir compte (effet gyroscopique), et ceux qui doivent 

nécessairement ~tre négligée. Les équations auxquelles on est conduit 

sont présentées sous forme matricielle. 

Ce mime problème est repris en appliquant directement à la fonction 

de Lagrange la méthode de linéarisation. Le problème variationnel corres

pondant est traité dans l'espace temps quadridimensionnel, ce qui permet 

une étude complète dea ondes de choc et des échanges d'énergie dans le 

cadre de la linéarisation. 

Ceoi nous conduit à un théorème général d'unicité pour les 

éggqlements à énergie finie pytant du repos qui ne fait intervenir aucune 

.......... j 
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condition supplémentaire : on montre en particulier que la condition de 

Kutta.-Joukovsld, dans son domaine de validité, caractérise les écoulements 

permanents que l'on peut obtenir à partir du repos. 

On indique ensuite quelques hypothèses relatives aux solutions 

du problème aérodynamique (existence, stabilité). 

Chapitre III - ETUDE DE LA STABILITE -

En introduisant la transformation de Laplace-Carson, on sépare le 

problème mécanique du problème aérodynamique. 

On donne une inte~étation physique directe des solutions 

symboliques qui, dans le 068 du vol subsonique, représentent dea écou

lemen ta réguliers mime si 1 'écoulement initial comporte des ondes de 

choc; on montre que si la partie réelle de la variable symbolique est 

positive, les relations énergétiques peuvent se traduire dans la 

transt~tion, avec le théorème d•u~cité qu'elles impliquent. 

On étudie le prolongement dee solutions pour p im&ginaire pur 

(écoulements harmoniques et permanents), et le cas des grandes valeurs 

de p : le terme de Kelvin dispara.tt par suite de la compressibilité de 

l'air, il est remplacé par un terme du premier ordre que l'on donne 

explicitement, et qui est susceptible d'une double interprétation (ondes 

de choc, impédance de rayonnement) • 

On donne ensuite une condition nécessaire et suffisante de stabili

té à une vitesse de vol déterminée, condition qui fait intervenir une 

courbe intrinsèque (indépendante dee paramètres choisis pour représenter 

les mouvements de 1 'avion). 

Chapitre IV - DETERJ.UNATION DES COEFFICIENTS AERODYNANIQUES -

Le problème t~idimensionnel est étudié dans le cas d'une aile 

plane, de contour quelconque, en régime subsomque. 

• •••••••••• 
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I<~n adaptant lB formule des potentiels retnrdés, or. est ra"!lené 

à. une équation intégrale bidimensionnelle, pour laquE>lle on étudie une 

méthode de résolution numérique par développeme~t en série. 

On étudie ensuite le cas de l'aile droite et de l'aile en 

flèche, en écoulement cylindrique. 

* * 
* 

\ 
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CHAPITRE 1 

-IITRODUCTIO! 

§ t • 1 - •ture du probla -

1.1.1.- StabiliW d'Wl véhicule 
------------

Page 1 

Un Téàicule est un ena:f.D dqUM • naplir UM ld.aaica 4e 

d'placement. 

Il oomporte deux partiea euentiellu : 

a) ua diapoai tif de propulaion, C&plble dt •pruter de 1''-1'11• 
l uae aource donné•, et de déplacer le véhicule par réaction 

ar le 11il1eu ambiant • 

. b) lhl diapos! tif de co ndea, deetiné à M'tire l•énercte du 

PJ'OPlle«lr au .. rn. ca de 1 •utiliatev. 

'ln glnéral, 11 est privu lU1 ~ rielae 4e croialbe tt -... 

lequel les CODIMlldes restent illraobilee, et cà le mouv-t 41eDieû1e 

ae réduit easentiellement l \Ul8 traaalation reetiligDe Uifoae. 

Pour que le v4hicule puiaae remplir sa miaaion, il eat 

nécessaire qu'il possède lea deux quali t4a lh1i vantee : 

a) La stabilité, c'est-à-dire la poaaibilit4 d'atteindre effectiv--.t 

le régl.me de croisière. 

b} La •niabilité, c•eat-à-dire la poaaibilité pour l'utilieatev 

de passer à volonté d'un régime de croisière d.omtt§ l tel autre 

qu'il a ohoiai. 

Le pJ'Obl._ de la •nia'b111t4 De ee poae at n'a de - qu. 

ai la atabilit4 eat atteinte. 

..; ... 
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Par ailleurs, le problème de la stabilité est mieux défini 

et plus facile à résoudre que celui de la maniabilité, puisqu'il 

ne fait pe.s intervenir les réactions de 1 •utilisateur. 

1.1.2.- Les deux méthodes d'étude de la stabilittl-

Il est clair qu'aucun véhicule ne pourra @tre stable, au 

sens rigoureux du terme. On ne peut espérer obtenir qu'un régime 

de croisière pratique, dans lequel le mouvement d''ensemble restera 

voisin d'une translation rectiligne uniforme. 

On pourra donc étudier la stabilité de deux façons : 

a) On tiendrs compte de l'impossibilité d'un régime de croisière 

rigoureux, on admettra l'existence de perturbations plus ou moiaa 

régulières, et on cherchera à s'assurer que leur amplitude reste 

bornée. C'est ce qu'on fait, par exemple, pour étudier une 

locomotive présentant le phénomène du ~, et qui reste utilisable 

tant qu'il n'y a pas de danger de déraillement. 

Cette méthode est la plus proche de la réalité, et elle 

nous pennet d'étudier la " qualité " de la etabili té - o' est-à-dire 

l'amplitude maximum des perturbations. 

Malheureusement, c'est la plus difficile à mettre en oeuvre, 

car elle fait int~;rvenir un grand nombre de données mal connues 

( état de la. voie pour une locomotive, rafales de l'atmosphère 

dans le cas d'un avion, etc ••. ), et qu'elle poae des problèmes 

mathématiques en général très complexee. 

En fait, il ne semble pas qu'elle aoit applicable actuellement 

aux avions, les problèmes de turbulence qu'elle pose étant &Dcore 

lain d'@tre résolus. 

..; ... 
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b) Une deuxième méthode constate ~ r.plaoer le vébic:W.e réel par 

e a ch"- simplifié, pour lequel le régill8 de croisière rigoureux 

aera po~aible. 

On ~tudiera enaui te les régiaea voisine de ce régime de 

croisière, en général par la m4thode des petits mouvemente, qui 

oondui t k dea probl èmea linéaire• et homogènes 
1 

) • On auppoae:ra 

le régU8 peranent jusqu'à l'instant t = 0, plia on appllqura 

une petite perturbation d'épreuve. 

Si on constate que la " réponse " reate auffiumaent petite 

au coura du tapa, on pourra compter sur une oertaiu e'teb111 t4. 

Si au contraire, on constate que les équations ont dea 

aolutiona tt explosives " ( plr exemple des expoaentiellee e >.t; ' 
~ ~ 0), on sera certain que le véhicule quittera le dOMine 

linéaire. 

Dana oe cas, seule une étude critique serrée noua permetta 

de savoir si cette lnstabili té eat réellement inoOIIp!ltible avec 

1 'utilisation du véhioule, ou si on De conclura pu au contraire l 

1111e atabili t4 auffiaante en utilisant la P"fllli~re mdtho4•. 

t.t.3.- Cae dea avions-__ .. ____ _ 

L'étude théorique rigoureuae de 1' écoulement de 1 'air autour 

d'un avion eat actuellement impouible : nos cor.maisaancea 11\U" 

.. ; ... 
1) Voir ci-deseoua { 2.4 .1). 
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l'influence de la viscosité sur les écoulements à grande vitesse 

sont encore fragmentaires, et de nature surtout qualitative 

( turbulence, couche limite). 

Une approximation satisfaisante dans un grand nombre de cas 

consiste à assimiler l'air à un fluide compressible, dépourvu de 

viscosité, et à admettre nu'il possède un champ de vitesse continu, 

sauf éventuellement sur certaines surfaces ( sillage, ondes de choc). 

Le problème de la rechnrche de l'écoulement permanent, avec 

ces hypothèses, est extr@mement difficile. 

Mais, par ailleurs, il est inutile pour 1 'étude de la stabi

lité : les essais en souf11erie autour de maquettes immobiles 

ont en effet montré : 

1°/ que l'écoulement permanent, s'il existe, est instable dès que 

l'épaisseur ou l'incidence de l'avion cessent d'@tre très 

petites ( phénomènes des to,.trbillons alternés de Benard-Karman, 

par exemple). 

2°/ que cette instabilité n'est cependant pas prohibitive, car elle 

ne crée sur le profil que dea actions assez modérées. 

Par suite, mArne si on parvenait~ appliquer la méthode des 

petits mouvements au voisinage d'un écoulement permanent, la réponse 

serait très probablement " instabili tfi "' sans qu'on puisse en tirer 

de conclusion pratique sur l'utilisation de l'avion lui-m8me. 

Il est donc nécessaire d •utiliser un autre schéa, de.ns lequel 1 

1 'écoulement apparRttrn stable par lui-même. Les instabilités qui 

appirJ:~ttront dPns le système complet evion-atmosphère, auront alors 

des chances de corr~spondre à un phénomène prati~uement important: 

l'expérience a montré qu'il arrivait effectivement aux avions en vol 

.. / ... 
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dea phinomèaee d'instabilité, explicables p.r un couplage m4oanique 

avion-atmosphère. 

En partioulier, 1• ph4nomène du nutter. ( instabili'W ~ 

fréquence bien définie) ae présente généralement cœ.e un pbéllOMne 

très brutal, qui ne prend fin que par la :rupture d •une plrtie de la 

voilur~. 

Le schéma aérodynamique que nous utiliserons s' obtien4ra en 

auppoe&nt aue 1 'avion est cons ti tué de surfaces minees, à incidence 

faible. Dans cee conditions, on srrive à dea équations liné&iree 

( tlqWttions de Prandtl), et il semble bien que les eolutiona de cee 

équations aoient stables en elles-mimee. 

Psr ai lleura, p1iaque les équations sont lil'Jéairee, la méthode 

dea petite mouvementa n'introduira auao.ne simplification ANppléaentaire 

et 1 • étude de la stabil1 té aera conaidérabl•ent aimplifiée • 

.Dana oe travail, nous 1ntroduisonsd' abord les équations rigoureu

•• dea fiuidee parfaits compressibles, puis nous linéariserons de 

façon aussi correcte que possible • 

Ainsi, d •une p!lrt, les réponses au problème de atabili té que 

1 'on pourra en déduire auront des chances d'être prR tiquement importantes 

pour les avions réels; d'autre part, notre étude sera rigoureuse 

dana le cas limite d'un avion infiniment mince, A incidence nulle. 

§ 1 .2 - Etud! or.l tique dea mâthodes ueuellee -

1.2.1.- Olasai~ication des inatabi1itle-
~ ~ - ~ --- ~ - -- - - ~ ~ ~ 

Le plus souvent, on étudie séparément deux ca tégoriea de 

.. / ... 
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stabilité 

a) La atabili té gdnarale de 1 'avion, dans 1' étude de laquelle on ne 

tient co~e le plus souvent qua des déplacements d'ensemble de 

l'a·;ion et des rotations des gouvernes, et où l'on suppose que les 

efforts aérodyMmiques ne dépendent que de 1 'incidence des diverses 

parties. 

b) La etabili té au flutter, pour laquelle on tient compte de défora

tiona élastiques de la voilure, où l'on recherche une expression 

des efforts aérodynamiques valables en régime non permaoant, .ais 

où 1 'on suppose souvent que certaines p:trties de 1 'appareil 

restent immobiles { fuselage par en.ple). 

Cette méthode conduit le plus souvent à des résultats oorracta, 

mais il eet bien clair qu'une telle discrimination est arbitraire, 

et qu'il convient a priori de commencer par une étude globale de la 

stabilité, ai 1 'on veut pouvoir juger de la valeur de cee approna-

ti ons. 

1.2.2. Méthode des tranches -
_________ ... __ _ 

On admet le plus sou•ent que les efforts aé~quea ~ 

une section de 1' aile Jar un plan parallèle au vent aont lea -. ~ 

que si oette section faisait partie d'une aile d'envergure inflnie, 

perpendiculaire au vent 9 ayant un mouvement d' eneemble déd.ui t par 

translation de celui de la section : c'est ce qui constitue l'hypoth,W 

dee tanches. 

Cette nypothèee semble acceptable k condition que l'aile aoit 

d'envergure assez grande, de flèche assez faible, et que sa torsion 

reste faible. 

Mime dMS ces coadi ti one, elle conduit à une ezpreasloa très 

incorrecte des efforts aérodynamiques en bout d'aile. 

..; ... 
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Elle a reçu différents aménagements, dont le plus connu est la théorie 

de Prandtl de l'aile d'envergure finie, valable en régime permanent 

seulement. 

Différents auteurs, en particulier Reissner, ont proposé des 

théories analogues, valqbles en régime varié, mais il est très difficile 

d'apprécier les approximations consenties. 

En fait, si on traite actuellement tous les problèmes de flutter 

avec cette hypothèse, c'est faute d'avoir une théorie réellement tridi

mensionnelle numârinuement applicRble. 

Une telle théorie permettrait au moins de faire une comparaison 

numérique montrant dans quelles conditions la méthode des tranches peut 

ttre appliquée sans danger. 

Les essais expérimentaux publiés à l'heure actuelle ne sont pas 

assez précis pour donner une réponse décisive à cette question. 

1.2.3.- Hypothèse de l'incompressibilité-- - ~ ----- ----- - ~ - -
On considère souvent que la compreesibili tt§ de 1 'air peut ttre 

négligée dans l'étude des écoulements dont la vitesse n'est paa trop 

grande. 

Par ailleurs, cette hypothèse , jointe à celle des tranches, permet 

d'utiliser les fonctions de variable complexe et la représentation 

conforme pour l'étude du problème aérodynamique- et conduit ainsi~ la 

belle théorie de Küssner et Theodorsen de l'aile vibTante. 

Mais en fait, l'hypothèse d'incompreRsibilité n'est valable que 

pour les écoulements lentement variables, et ceci, quelle que soit la 

vitesse du vent. 

En particulier dBns le CRS des écoulements à grande fréquence d'un 

fluide incompressible, les efforts aérodynamiques dans la théorie incom -

pressible, peuvent être représentés par une masse fictive ajoutée à celle 

de l'aile ( terme de Kel·Jin), qui indique si l'on veut la "msse d'air 

entratné "• Nous montrerons au contraire ( cf. ci-dessous 3.2.4 )que la 

compresaibi 11 té remplace ce terme, du deu.xi àme degré par rapport à la •• / •• ·1 
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tréqueaoe, et en Jil&• avec le déplacement, par un tenae du premier 

detfri, •n quadnlture, o•est-à-dire pu- un terme d'amortiaMMnt Y1!9U!NJ , 

que noua calculerons. 

Il oorreaponcf ai 1 • on veut Il \Ule i!pédanoe de :rsyoenwqt cle 1 'aile. 

Ce fat t a tme importance pra tictue considérable, car U noua llO!ltre 

· que le Jilénomène du nutter ne plUt pas ae produire aux trdqueneea trèe 

4leriea, puisque ln forces aérodynamiques conati tuent al ore nécessaire -

Mnt un terme d'amortissement, qui ae superposera à 1 •amortissement 

interne. 

On. peut donc prévoir que ai 1 'avion est assez rigide, c'est-à-dire 

ai aes fréQuences propres sont assez ~levéee,lea seules vibrations dont 

il aera capable seront étouff,ea par les forcee aérodynamiques, et qu•un 

tel avion sera nécessairement ~ 1 'abri du phénomène du nutter. 

Les avions de chaase récente sont asses rigides pour que cette 

rearque joue. pleineant: 11 est donc néceaaai.re de tenir compte ~· la, . ' 
\ ! 

oompressibili té pour évaluer correctement leur atabili té, quelle cf;ue soi~ 

la vitesse de vol. 

; \ 

1\ \ : 

Illsener et la plu}art des auteurs qui ont étudifi le probl~~~;" ont{\ 

étudié a priori les mouvements harmoniques - c'est-à-dire les mouva~nta \ 

où toutes les variables sont de la forme a cos wt; + b atnw:ti. \ 
,· 1. 

~: il \ 

i ' l' 
' \', 

Cette hypothèse soulève de gravee 'difficultés. 

D'abord, les phénomènes d'inatabilité que l'on veut étudier~~ \':
1 

demi er r$SSOrt ne sont pe.a des mouvemensa harmoniques. Il semble don~~\\ 
l '. 

' première vue, que cette dtude soit insuffiaante pour prévoir la attat,i~i t4 
' ~ 

et qu'il soit nécessaire de faire le oaleul. dana dea caa plus géneb;.t~.:. 
IfNI 18\tlinu OtpiAÙI\t qu' 11 n • en eat rien. ~. 1/ ~\· 

.- \ ~ 1 1 

Mais la di f'fioulU la plue importante eat la suivante : le ~j&-
i., 

'IIMN\t supposé hannonique n'est pas déterminé de fac;on unique par lee j 

\ 
équetiona 4e la mécanique dea· fluide•• et ceci eat 4galement valable J;\, .. / ... 
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pour le cas particulier du rél'!me persnent. 

Pour pouvoir déterminer 1 'écoulement, 11 a fallu taire un 

oert&in nombre d'hypothèses, plua ou JDOina arbitraires : h7Pothhe de 

l'écoulement irrotationnel, principe de la conae:rvation de l'intena1t4 

tourbillonnaire, condition d'émission de Somaerfeld, et antin conditiOD 

de Xutta-Jouk:owaki. 

Xoua nous aff'ranchirona ici de toutes ces hypothèaee, dè la 

taçon suivante : \ 

\ 

Au lieu d '~tudier les mouvements harmoniques noua portero,se 
\ 
r·\ 

notre attention sur la classe suivante de mouvementa, classe que n~ 
\ 

a ppell erone C : 

( a ) le régime est permanent pour t ~ 0 
( 
( b ) le mouveJMnt de 1 'avion est imposé pour t "> O. 

'\ 

' \ 
1\ 

lous utiliserons de tels mouvements pour définir et étudier j 

la atabilit~, et nous ~tablirone un critère· qui sera applicable at DQWI 

pouv:,ns déterminer le mouvement de 1 'a tmoaphère dana certaina 

aouvemen ta ( C). 

Or, nous établirons (2.5.5.) que cette détermination est \Udque

aana introduire aucune autre hypothèse que cellea de la méO&Diqa 

rationnelle. 

Les hypothèses ci-dessus deviendront donc des théo"-•, .. 

ltexclusion peut-être de la condition~· Kutta~oukowaki. 

De toutes façons, elles ne aerant plus nécesaairea pour d4te~ner 

le mouvement. 

Boue transformerons ensui te les écoulements ( C) par la traufor

•tion de Laplace-Carson : les écoulements ,. symboliques " troUY4a de 

cette fllçon recevront une interpréta ti on physique : noua leur ferona 

corresoondre des ~coulements réala où lea variables seront de la fo1"118 

15\, ( ~ e..Pt) , et dana le cae 11 .. 1 te oit p aera imaginaire p.1r, cm 

retrouvera des éooulementa harmoniques. C'est ce cas qui interviendra .. ; ... 
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d'ailleurs au premier chef dans notre critère de stabilité. 

Mais ~ce à la considération des écoulements (C) , ces derniers 

écoulements seront eux aussi parfaitement déterminés par le mouvement 

de l'avion. 

1.2.5.- Néthode d'étude de la stabilité-

P~r analogie avec les systèmes linéaires à un nombre fini de 

degrés de liberté, on admet en général que lorsqu 'un paramètre 4volue 

( on considère le plus souvent la vitesse de vol), le passage de la 

stabilité à l'instabilité a lieu lorsqu'un mouve~ent libre du système 

avion-atmosphère cesse d'~tre " amorti" pour devenir • amplifié " 

c'est-à-dire lorsqu'un mouvPment libre harmonique est possible. 

LAs vitesses ainsi d~terminées sont appelées vitesses critiques. 

On Admet en général que l'avion est stable en-dessous de la 

première vitea~e critique, cesse de l'être au-dessus, et on détermine 

par une discussi~n assez délicate si la vitesse critique suivante 

rétablit la stsbilitâ, ou, au contraire, aggrave l'instabilité. 

Afin d'éliminer cee hypothèses et les erreurs qu'elles risquent 

d'en trainer, nous donnerons une condition nécessaire et suffisante de 

stabilité, valable à une vitesse arbitraire donnée, et qui ne fait 

cependant int~rvenir que les écoulements harmoniques du type défini 

ci-dessus. 

. ./ ... 



\ 
\ 

. / Page 11 

CHA.PITRE II 

- :~ \ LJi PROBLEME DE LA. :I?!MQW!A.TIOI DU MOlJVEK!!l' 
i \ 

i, 1 ,. \ 

1 \ 

§ 2.1 ~ <Meêtrte tt oiaéatigg du vol-
1 

.1 
-. ··t 

2 ;.1 • 1 ~ ... ~eE~•!R!a!~ _ d!s _ ~8!'!!t! ~e _1 ~a!i!fl_-

Dans les premières étudea de la stabilité 4es aYioDa, on 

oèmsicl4rait que oelut.-oi était un ensemble de aoli4es ariiculéa t let~ 
~ 

de,:réa de liberté du syatèlae ltaient constitués par lee déplaGe~DeDte 

4~ansemble et les rotations de goQveraea. 

Pu.ia on stest apervu qa lea déformations élaatiqllea, parti.. 

ouliftement oell•s de la voilure, jouaient a grand rtle daaa, le ph .. 

Jlàae à !lutter. 

Sans traiter 1 ta vion come un corps élaatiqll8 continu, œa 
pouneaa oependaut tenir oom.pte de l'élastioit4 en ajoutant aux para. 

alltrea prio-'de»te \U1 oertain noabre de degrés de libert4 oorr.spoudant 

• etes d'torma t1c:ms élastiques. 

lieu verrons c]J.cleaeou (2.4.3) oo.ent a eeaai cl• riU..i 

au Ml pe~t de les obolab et dlea limiter raiaormabl_. lA,..... 

Noua repérerou lea dftermationa tle ltavion par ra,_. l 

1111 878t,_ d taus A défini 4au le -.uvement pe~t t 0 eet le 

_,e\1 tJ ct tt v..e..'1 t- centre d.e gravi té a. 

• 

, 
1 t avion, Ox le vecteur 

unitaire diriP dana le 

sena oppoH de la viteue 

Oz est dana le pla%1 4• 

.,aétri.e de 1 favion, le 

trièdre Oqz est direot. 

lAta détor-.tiou ét8Jlt t-eplrM8 par r&JitOri l oea axee, nou 

alUOIUI ae repr4eentatia de tou lea .uveaenta poaaiàlee • ajoataat 

lea six ~ clétta:lsaaat la poaition du trS.èc.Ue Os;Js Pd appori 

à celle qu t 11 &lll'ai t ai le réc1M était :ree'W pel"'II&Be!lt • 
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2.1.2 ~ ~~~!i~ ~e_l!~~~! ~ 

Pour repréaenter l•état de l•atao8])hm1 DDU 001l8i4'ret'OD8 

un 'tat 4e référence où oelle--ci eat ~bile, aveo tme pnH•W. 
et uae maase spécifique ~ 0 constantes. 

M0 étant le point oooupl par me JDOlécule dau lf4tat 4• 

ritérenoe, le .ouvement de ltat.oaphm sera ooaplètaeat détiai ai 

DOUS oœmaiaeone le point M OOCll}MS par o•tte JBOl~e, ea teaoUaD 

ù Mo et t. 

Les pointe M et Mo aeroal replrée dana lea ..._. aue .fi,aa 

(tistinote par couéquent dea axee mobiles .i défta18 au )3aJqrapbe 

précédent). 

loua adaettrona que l\, eat fODction dériTa'ble de x, .,, a, t 1 
aaut sur un certain l'l011bre de aurtaoea partioulihea. Le 3ace~• 

J>[z.' ~·· 2>e) 
ne sera pae nul, il sera - poeitit J U re})ftMI'lte 

J)(~, ~· â-) 
a effet la denai té du fluide par rapport J& 1t 4tat cie rit.._ 

j)( ~, ~D 1 ~e) = 

~ (2, ~· b-) 

Le oontaot de ltatJDOephlre et de l*avioa atexpr:t..-ra aou 

for. Tariationnelle en éoriVSDt qutune molécule e oontaet ano la 

aur.faoe de 1 'aTion ne peut en général ni le quitter, Di le tra'ftner J 

1 (;t~ r dN-L!)~o 1 
......::, 
flA désignant la normale à ltarlon, d .Pla variatien de la •léoule .P 

de l•avion co!aoidaat à l'instant t avec M. 

Elle atéorira sowa forM cirléJDatique J 

1 c~,k-l)~ol 
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Cette relation peut évid&mment tomber an défaut sur une 

ligne particulière (ligne de décollement). 

M. sera supposée fonotion continue de 1\, (deux -.léculea 

voisinee à 1 t instant t étaient voisines dans la position de référen 

sauf dans un cas % celui des molécules ayant été en e'Ofttaot aYeo 

1 tavion. 

Nous admettrons en effet· que l'atmosphère quitte l'avion le 

long d'une ligne L, et ~ue les deux nappes d tair qui arrivat en 

contact de part et dt .3.utre de L resteront en oonta.ot le leq d tu.oe 

surface s, appelé sillage - sans toutefois se resaoudre n~oessaire

ment entre elles. 

Cette oondition s'écrit : 

ou 

1 1 
~ 

en désignant par ~5 la normale au sillage? et en affectant de fa9Qn 

arbitraire les indioes + et ~ aux deux faces du sillage. 

Cette dernière relation donne une interprétation du sillage: 

oteat une surface de discontinuité tangentielle de vitesse, que l*oa 

peut, si 1 'on veut, interpréter comme une nappe tO\U'billennaire, 
• • 

l'intensité tourbillonnaire étant le vecteur déduit de ~ ~ M!par 

rotation de +tl/~ autour de la normale extérieure de la face • (ce 

vecteur est indépendant du ohoix de la face +) • 

La théorie des tourbillons rend de grands services d.an8 

l'étude des fluides incompressibles, mais nous ne l~utiliserons pas 

ioi, parce que son interprétation est délicate dana le oas des flui- 1 
f 

des oompressibles.

1 

1 

En dehors du sillage, nous pourrons avoir dea surfaces 

singulières, avec discontinuité de vitesse (ondes de choc) ou d taoc~ i 
lératiOJI. (onde de Mach), mais 110118 postulerons la continuité de M 1 

___ .1 
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Notre but étant dt~tudier la stabilité par lee petit. ~ 

T81181\b au vois!Dage du régae permanent, noue pourrons appliquer ._ 

~ le prln~ipe de superposition. 

Si 1 1 avion eet doué d'tm plan de symétrie géométrique at 

mécanique, il est clair que le régime peraœ.ant postul4 aera QJd

trique par rapport à ce plan, et qu'à tout mouv.-nt possible oor:rea

pndra un autre JROUVement possible : le IIOUYeJD!Hlt énantiomorphe. 

Désisnou par A l•opé:rateu:r linéaire détiniasa.at la .,...Strie 

par rappori au plan. 

I6ae œ •uvement quelconque, la viteese a44itioœalle 4t'UII. 

poiat M de 1 ~avion ou de 1 'atmosphère étant V, celle du point Q'llé

trique A(M) étant W, nous SCNIDleS oertains qu tu existe un autre mou

vement dans lequel la vitesse additionnelle de M est A(v), et celle 

de A(M), A( V). :r. principe de superposition noua pemet 4e définir 

4eux autres mouvements, en faisant la sose et la diffénmoe des 

vi teseea additionnelles de ces deux-U. 

On a alors les Yi teaaes s 

Mouvement 1 

Titeeae de M V,:: V+ A(W) 

Yiteaee de A(M) W1-:.W+ A(V) 

V~-:.V-A(W) 

w1. -:. w- A cv) 
~--------------------------------~ 

L *opérateur A étant une symétrie, c test ....&.dire vérifiant 

A 2 = 1 , U en ré sul te que 1 ton a t 

·~ v,-:: A(W,) 

1 '111 = A (\lt) 

! V~:=- A(W1.) 

l w1 -: - A [\J~ 

Noua dirons que le premier mouvement est qétJ:ig!J!, le 

seocmd stiiJiétrigut· c... on a évidemment ' 
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D.OWJ voyons que tout mouveaent voiain du ré~ p8J.'1181let peut ·ttr. 
ooaaidéré coae obtenu par euperpoai tion d fun .uvemat 8J'llét~ 

et d lun mouvement antisymétrique. 

Sana avoir défini encore oe que nous entendons par .-valtant 

etable et par IIOUVem&nt instable, 1'lOU8 admettrona intuiti'YeUnt qu 

la euperpoai tion de deux mouvements stablea est un muY••t etable. 

Il en ré~ te que ~i les deux ooaposantes ( symétriqM et an ti.,.._ 

trique) d tun mouvement sont stables, oelui-ci est stable, eu, oe qui 

revient au me.., qyj l'il !ld.att g "'""tt ips5ùl!• il NIDD 
11 8MWPt paétrigy 011 g !lp!!Mnt yti.s;n!ttricJM paBbl!. 

Par conséquent, la condition nécessaire et auttiaante 4e 

stabilité est la stabilité pour toue les ,mouvementa ..,.etriquee dl~ 

part, pour toua les mouveaents antisymétriques d f a\ltl'e part. 

Ceci œua permet doao de aépa:rer le problàle ea deux partiee, 

que noue pourrons ltudier sépariaen t, ai 11.0\US preMU la préoautioa 

de ~partir nos ~tres cie f'aton à ce qutUa repréaenteat dea 

peti ta IIOUVemente, soit çaétriqu.es, aoi t anti8J11lêtr1qu.ee. 

Etudiolls, en particulier, la répartition dea degria 4e liber

té de déplaoement de 1 'avion. lou pourrons re~senter oea 6 pt.ra

Symétriques 

AntilJ11Détriques 

mètrea par trots tranale.

tiona intinités1Jialea aai

vant les axee et par troie 

rotatiODB intinit4a~les 

autour des ~a écal••t• 
On définit aiui. d•e ,.,... .. 

mente ayaétriquea et anii• 

s,ymétriquea, a.Teo la réJ*I-

! 
tranala tion suivaat Oa.. 

tranalation suivant OlJ 
rotation autour de o,_ ( tan.pce) 

1 
tre.nalation lldvaai 0~ 

ro*atiou autcNr de 0~ (l'OUlle) 

rotatia autour ... oà (la..t) 
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Rem:œquons encore 1ue,dans un mouvement symétrique, les 

vi tes ses des points du pL'1ll de symatrie vérifient V 
1 

= A(V 
1
), elles 

sont donc situées dans ce plan. funa un mouvement antisymétrique, 

alles vérifient v2 =- A(V2), elles sont donc perpendiculaires au plan. 

§ 2.2 - ~JU:.ti0ll3 du mouvement -

F~ por~t désormais notre attention sur l'une de ces deux 

catégories de mouvements, nous d~~signeron.s par q1, q2, ..... qn les 

n paramètres utiles détermin~t la position de l'avion. 

Négliceons pour 1 t instant 1 
) 1 t amortissement interne de 

l•avion. 

Celui-ci sera alors entièrement caractérisé au point de vue 

mécanique par la donnée de son énergie potentielle de déformation w, 
fonction dea q1, et de son énergie cinétique 'l' p9-r rapport au trièdre 

A. T est une forme quadratique des qi. 

L'équation du mouvement de l'avion stécrit alors t 

en désien?.nt pg.rdcf:, le travail des forces extérieures dans le déplace

ment virtuel ~-1 c:,. Il se compose 1 

1°/ du travail des forces aérodynami :ues '1Ui s'écrira 
2) : 

1) voü (2.4.3) 
2) voir ci-dessous (2.3) 

1' 

1 
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en déaigou.t par lXT la preasian, ~ 1. le déplacement virtuel d tua 

poillt P 4e la aurtaoe de l'avion, [~1Jn.. sa coapoaante ~e 

extérieure, ào- lf414Jaent dta.ire, soit encore : 

2°/ elu travail de la. pesanteur, qui s t écrira s 

. ,~d~G ~- . 
-Wloq 2:' .· ~~ 

d 1 ~ 1J fr 

ft1 0 } étant le poids de l•avion, 3G la cote de 8011 centre d.e g:rarit4. 

:5 • / du travail des propùaeara. EYaluoaa-le dans le ou cl t1m MW. 

prop1lseur, par ex-.ple. 

Soit t la powssée, P0 son point dfapplicatioa, Jle noteur 

uni taire de la -d.irectiOD du jet. 

La travail sera le produit sca-

laire -S(f~i J) , soit 

-~ f [~ ' J) r ~~ 

4•/ du travail de petites foroea perturbatrioea arbitrairu., qu 

nou auppoeona appliqu"e at in dt éprou.ver la atabilitl de 1 tana 

U atécrira s ~ ~ 
- L- ~- 0 1• 

j J cl-



ONE RA 

(II, 7) 

(n,e) 

Page ts 

2.-2.2 .. Equattaa aérodynaad.qUN --- ~ --~ - - - - - - -
Paiaque nowa aeaimiloa• ltd.r à un fluide pufa1t ou.,weat

ble1 l•a-.phm constituera un qat-. lléoe.rdqu JlOil 41aetpa•tt, 

dcmt DOUS peurrona d4fterminer le •uvement par le pri!loipe 4e ~ 

Hamilton. 

Pt.daque nous avcme détend.né les liaiaona aéoaaiquea aliXqliiU•• 

elle est aoumiae ( 2. 1 .2), il nous suffira de ocmndtre aoa '-l!WM 
cinétique et son énersie potentielle. 

PA introduiSBllt ltétat de référenoe dflfini e (2.1.2), CDl 

poarra écrire l'énergie cinétique ! sous la forae 1 

t j))Jo [ i \ j ~t} olJ d'lo ~~o J.~o 
Lténergie potentielle de l'at.aphm, si D8M ~ 

1 'influenoe de la pesanteur, aera aiçleMnt 80il éaeqte 41aet1~ 4e 

détor.mation. 

Considérons u él..,_t ct. voluM de ltatmoa~re claU·lt4tat 

de rétél:W)Ce ' elire que le flaide est parfait et COilJ)Naai\tle) c'est 

dire que 1' 'nerai• de cet élément à l•inataat t ne ciépendr& que 4u 

vohaae qui lui aera offert. Joua pourrons l'écrire 1 

J(~•}*:2o~~o~~o · 
et noua pour:rona mppoaer t(1) • o, pd.equ l'énergie a•en 4~ 
qutl une CGID.8'tallW additive prf.a. 

Noua pouvGilla duc •ttre la fopct1gp dt t•mnn aeu la t_.. 

l'énergie totale de ltatmoapbère étant 
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et l'action hamiltonnienne 

Pour exprimer la fonction f, considérons une certaine masse d'air, 

occupant le vol\1118 u-;;, dans 1' état de référ nee. Lorsque son volume aera 

\t' , sa masse spécifique étant S = c.; S 0 , son énergie sera : 

W = \}oJ ( ~o) 
et aa pression UT , qui est par définition - ~, vaudra 

~t'(~) 
En admettant la loi de compressibilité adiabatique : 

w~-'O:w ~-o 
~ o cJo , 

( t , ra pp.-,rt des chaleurs spécifiques de 1 ''dr, est voisin de 1 ,41), 

et puisque f(1) = 0 

[ 1-r J lL -:i 
r-' 

Le principe d'Hamilton nous apprend que le mouvement sera déte~ 

en écrivant que 1' action hamil tonnienne Jt est stationnaire pour les 

variations de l'état de l'atmosphère compatibles à tout instant avec les 

liaisons, et nulles pour t = to , t = t1 

lous calculerons donc : 

~ Jt = ~ Jtl t- ~ !.t_ 

avec ~&1 :: ~::<U:JJ)s .. [i3~T~il~~àd'~]~~d~o~}o 
.. / ... 
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On a 

IIOitt en l'~U&Jlt Qlt8 J'
0 
J~ J~ ~30:: j J.~J3 ~} 

~cl,::-J:: clt ~)~ ( k ,Hl) 5 ~cl~ 

(II, 11) 

Par ailleura l'ésalité {II,1) 
5 ct .-. ~ ( ~~ ~, ~) 

- r-

dOdfte par différenciation : 

en déllignant par diT 1 'opdrateur de divergence dana 1 'eapaoe x, y, a. 

d'où , par applics ti on de la formule d • Ostrogradaky : 

cette dernière intégrale étant étendue à la surface liad. tant le domaine 

de régularité de l'atmosphère, e'eet-à-dire l'aile et le sillage 

.. ; ... 
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Lee intégrales A l'infini ne or4ent paa de difficulté• ai on 

suppose que Ï ( donc d M ) est nul en dehors d •une certaine e)i\ère dont 

le rayon est fonction du tampa; oeci aura lieu ai 1 'agitation de 

1 'atmosphère a cité créée dans une région bornée de celle-ci, en raison de 

la vi teaae finie de proJ&ption dea ébranlements. Par ailleura, noua 

auppoaerone provisoirement qu'il n'y a pas d'onde de choc ( voir 

oi-deasoue 2. 5. 2). 

On 4orira donc finalement 

~ H tt tant arbitraire A 1 'intérieur du fiuide, 1 'intégrale triple fournit 

la relation d'Euler : 

•• 1 l' ~ J1 :; - - \3.-CAU) W 

5 
L'inté,rale double sur les deux faces du sillage s'écrit : 

+ -
soit, ouiaque Vl S ;; ~ ~ S 

JJ (m-"~-cfl'lt- w-dk-, VI~) clr:: o 

oette relation qUi s'écrit : 

jj l (w+[~k"~--diCJ,n~)+([~t\Oj dk-, ~t)j do-= 0 

.. ; ... 
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(II, 12) 

.. ; ... 
devient simplement' puisque (ffi~ n ~ ) 

----m t- = U1 -

est arbitraire 

elle exprime la continuité de la pression au travers du sillage. 

Considérons enfin l'intégr~le sur l'avion. 

Puisque nous n'avons pas introduit la fonction de Lagrange de 

celui-ci, c'est que nous considérons son déplacement comme imposé. On a 

donc 

~-l = 0 dans (II , 2) , soit 

(-if A ; E K ) = c 

et l'intégrale - ~) W" (.i k 1 Yï;: dr) 
s'annule automatiquement sur lui. 

Si, su contraire, nous traitions globalement le système avion

atmosphère, cette intégrale se transformerait en 

-Jjw (dl 1 Vï~) <t~r 

et fournirait l'expression des efforts aérodynamiques que noua avons 

admise en ( 2.2.1). 

lous avons donc le système complet d'équations 

~:: J>(~, ~ r1J.) 
~ ~ (~o1 3o,c}:) 

o\L. ..!.. 'c)J.> -- cüo(H) 
j~-

(h~ J H~i},o 

( tL's ' t1 +_ ir):: o 

ter+:::: ID- } 

dans 
~mo sphère 

sw: l'aviop 

sur le sillage 

.. ; ... 
--~------------·----------------------------------------------------------~--· 
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Ces équfl!tions restent inchangées si nous supposons les axes de 

coordonnées en mouvement de translation rectiligne uniforme, puisque 

le t•pa n'intervient que }Br dea accélérations ou des différencea de 

vitesses. 

§ 2.3- Etude énWtiqut de l'éçOttlwp.t-

Dérivons p!lr rapport au t~pe 1• expression (II ,a) de l'énergie. Il 

vitm.t : 

~ ~ J)} [ So [ii~~~ i ~~ J- J'[{•) ?- ~È 1 tAkd1o d~ ~ 

~J~~ [_s(k, ~) + '; ~~ J ~~&a-
(II, 12) DOua permet de remplacer M• par - L Gfa~ l-" 

~ 

l ~J 

T~t 
- ~iv ( H) 11 vient dono : 

~ = -JJJ [ ( k 1 Gft~<A "') + w ~\} ~J J« ~ J~ ~ 

:: -JjJ k~t(~ w)~~~l} 
soit, grlce ~ la formule d' Oetrogravaky : 

:jf "Jj -w [ fiJ~ ~0 
l'i?tégrale étant étendue à l'aile et au sillage, [kj., était la corapoaante 

de M aur la nonaale dirigée vers le fluide. 

t - (; •t • \ 
Lee relations tV • W , .,S ' li - 1-f- ) = 0 montrent que 1 'in-

tégrale a' annule sur le sillage, et en tenant compte de 

.. ; ... 
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11 vient 

1 'intégrale étant étendue l la surface de 1 •avion. 

Cette expression est bien celle de la puissance fournie par 

1 'avion : on vérifie la conservation de l' énergl.e, comme dana toue lee oaa 

où l'on peut appliquer le principe d'Hamilton. 

llo us allons maintenant transformer 1 'expression (II, 8) 4e 

l'énergie. 

lous avons supposé qu'à un inatant t donné, les ébraalemeata 

Be a' étaient pas p~plgéa l. 1' extérieur d'une certaine sphère L ceatrM 

sur 1 'avion. 

La masse d'air contenue daDa L. a pour expression 

en déaigœat pas A '\ S 1 'avion et aoa 

sillage. 

Cette ~~&sse ne varie pas depuis 1 'instant initial juaqu'k 

l'instant t , puisqu'aucune molécul~ ne franchit~ &Yant l'instant t. 

Elle est donc égale au produit par S 0 du volume occupé ini tialeaeJlt par 

cette masae d'air, soit le volume de~ diminué du vol~ initial de 

l'avion. 

Par suite, ai ce volume ne change pas, l'intégrale 

JJl [S-So] ~~~~ 
~~- (11-\Sj 

est nulle. 

Puisque ~ :a s 0 en dehors de r ' on a donc 

(II, 14) 1 )~~ [S-So] da:~ J.-:, : 0 1 .. / ... 
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. . / ... 
à condition que le volume de l'avion reste invariable. 

L'énergi~ 

pourra aussi s'écrire : 

E ~ )~)[ 1 S k:l+ lo J-( ~o) +).[~-Jo Jj ck~ J~ 
). étant une consta.nte quelconque. 

est nulle, ainsi que sa dérivée 

par rapport à ll , pour t.l = 1 • Elle sera do ,c toujours positive 

si sa d8rivée seconde, ~'' (~.t) est positive. 

Ceci a lieu en particulier pour la loi adiabatique, où l'on a : 

fr(~.t.) ~ ~·t:.J.; 
lL ~-t 1 

Dans ces conditions l'énergie totale de l'atmosphère qui s'écrit: 
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et qui était nulle dans l'état de référence, est positive dèa qu'il 

y a mouvement: ai le volume de l'avion reste invariable, celui-ci doit 

fournir du travail pour la mettre an mouvement. 

Cette propriété jouera un raie eesentiel dans la détermination 

de l'écoulement linéaris~ ( cf 2.5.5.). 

§ 2.4 - LI~~SATION 

2.4.1 - Méthode générale 
1) 

Considérons un systè"'ne physique quelconque, défini plr un certain 

nombre de pu."'Amètres Si. , vérifiant des équations 

Supposons que noua connaissions une solution particulière txacte 

de ces équations. 

Pour étudier les solutions voisines, nous chercherons une solution 

où les dépendent tous d'un mime p1ramètre E. , et qui se réduise à 

la solution So pour ~ = o • 

Si la dérivation par rapport à é_ est possible, on aura 

~; (8~) :Q .L r.lJ.i" (S~). ,~c) S-h_ :: o 
v -k. (} 8 -k. f{) e... 

et en faiaant ~ = o , on obtient les relations 

L ldJ~· C~--·o \ [ ~s-hJ ::: o 
-k raS--h_. >../ ra e. o 

qui constituent un ~stème d'équations linéqires et homogènes 

an les [ 'ô;; t . 
Si nm.1s résolvons ce système, nous aurons une solution approchée 

du problème en f,qisant un développement lilli té au premier ordre : 

.. ; ... 
1) Cf. Bibl. 1. 
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.. / ... 
solution que J\ous pouvons espérer sa tisfaiaante ei noùs ne nous 4loign.ou 

pas trop de la solution So . 

Pratiquement, on voit qu'on sera amené à poser 

. S~ ~ [S~Jo-+ E [S~ji 
et à remplacer toutes les équations du problème par les équations dérivées 

par rapport à t , dRns lesquelles on fera E. = o. 

Pour interpréter les résultats, on devra ensuite remplacer 

(S~~~ par Si,- [S~Jo Mais eol'nlfte lea équations sont 
€ 

homogènes au 1er degré, le résultat sera indépendant de la valeur attri-

buée à é. , on pourra ptr exemple remplacer ê par 1 • 

2.4.2.- Conditions de possibilité -Nouvelles variables-

Pour pouvoir linéariser notre problème, représenté p&r lee équations 

(II,6) (II,12), il est indispensable d'en connattre une solution ~rti

culière exActe. 

Nous en chArcherone une où l'avion ne trouble pas l'air eur eon . . 
passage : dans les axes A, le vecteur M sen. constant et égal à - 1:." 
• 
I. étant le vecteur uni taire de 1 'axe des x, V la vi tesse de vol, ·on aura 

-ar = w.. , S = S o • Les équations indéfinies de (II, 12) seront 

ainsi satisfaites. 

lous pourrons satisfaire l'équation 

(~,. Jt-i) = 0 

qui s'écrit 
~ . c~ . ) 

( V>~t t .P.) :::V "lA r I 

en prAnant1
) .. / ... 

1) D'autres solutions sont évida.ment possibles: on pourrait,pBr exemple, 
consid9rer une hélice mince de forme convenable tournant à vitease 

constante. 
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1 •• l ••• 

L'~vion doit ~tre immobile, et se r~~duire à une surface mince constamment . 
tAngP-nte RU vecteur 1:, c'est-à-dire à une portion de cylindre à généra

tricf=: p,:;r~llèles à o~. 

D'lns ces conditi>Jns, le silVlge se r~duit au prolongement arrière 

de ce cylindre, Pt lr·s conditir,ns ( II,12) sont bien toutes vérifiées. 

Consiri:3rons mA.intenA.nt les ·'1qu!:)tions ( II,6). 

Elles seront véri iées, et la surface de l'~vion sera immobile 

1°/ Si les paramètres ~~dont d0pend la surface extérieure de l'avion 

sont constants • 

1 

Si les autres p.:1ramètres ~~ont une d·~rivée par rapport au tempe 
'• 

constante, les coefficients )1\:ti,étant constants quand les~\. 1~ son~, 
1 
'1 

Ce sera notamment le cas lorsque '\v représentera 1 'angle de r~tation.:~"' 
propre d •un arbre intérieur : nous pourrions par ce moyen étu~er i 

1 'influence de 1 'effet gyroscopique sur la stabilité. \ 
.. 1 

En fait, nous nous limiterons ici aux ~~ constants, et nous pz;~ron~ 
; \ \ 

nulle leur valeur dans le cas So 

[ :~.t" 0 
la position 9~ : o 

i 

est une position ~ j 
• 1 

d'équilibre de l'avion lorsqu'il n'est soumis à aucune force. 

En eff0t, 

est ég:qle 

dP l'~ile: elle est alors nulle. 

~ 0 
/ Si Jet d- sont nuls. 

6°/ Si 1eR forces pGrturbatricr.s >-.:,sont nulles. 

C' nst au voisinarTe de ces conditions que nous nous placerons. 

Cont·ormément à la méthode gén6rale, nous introduirons de nouvelles 

variables, d ?pendant linéairement du pg_r,qrn:;~tre €. , de façon à retrouver 

la solution S pour € ~ o • 
0 

.. ; ... 

'1 
1 

t 
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a) Pour les variables aérodynamiques, on a dans le cas So : 

. 
La vitesse de l'air relativement à l'qvion étant J[ V 

Nous introduirons la quanti té <l.-:. ,1, }''C1) = ,; r_..,~-
~ jo ~ s~ 

qui est la célérité du son ( cf d'ailleurs 2.5.2) dans les conditions 

considérées, le nombre de Mach du vol ~ = Vjq, 
et nous poserons 

w: w. -tf.a.tSo~ 

J = So + ~ ~o ~ r 

k:: 1ap-tE~W 

les quanti tés ~ , ...\' , W introduites étant sans dimensions. 

b) Dans le cas So , nous voulons que 1 'avion se réduise à une surface 

mince dans ses déformations éventuelles. 

Nous aurons donc une représentation paramétrique valable pour 

les deux faces 

Par ailleurs, pour ~~ = 0 , cette surface se réduit à une surface oylin -

drique à génératrices parallèlee au vent, que nous appellerons squelette 

de 1 'avion réel. 

loue poserons donc : 

les indices + et - correspondant aux deux faces de l'avion. 

Par ailleurs, dqns le cas SC) , on a : 

a·-J-q-' ..... o , ..... q - (} - "~ -

lous ferons donc la substitution : 

.. / ... 
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(II, 18) 

(II, 19) 

.• 1 ... 

~\, ---)) t: 'i ~ 
} ---) ~~ 
} -) Eu-
À~ -') e_ "'-

Enfin l'équation du sillage se mettra sous la représentation paramétrique: 

puisque dans le ca~ 5 0 le sillage est le proJ ongement arrière du 

squelettep 

L'avion réel 4tant donné , nous choisirons comme squelette la 

surface cylindri~ue mince qui l'approche au mieux dans sa position 

~~ = 0 qui est , rappelons-le, sa position d'équilibre, quand il n'est 

soumis à aucune force. Pratiquement, on se contentera le plue souvent de 

prendre un squelette plan. 

Le terme f(u,\J1 1~) repr5sentera la déformation du squelette pour la 
+ valeur correspondante des ~ i, , les termes G .... seront un terme 

d'épaisseur de 1 'aile. Noua constaterons que ce terme disparfdta dau 

l'étude de la stabilité. 

2.4. 3.- Linéarisa ti on des égua ti ons mécaniques -

On fait dana (II,6) la substitution (!!,18). Il vient 

A ( • J e_L • • fJWJc:--". C)W 
t Jt ~ """i ~~ -- ~ ~-: ~.ftt ,- . . t - -t 

"l . :.., ~k ~ 'I~ d9~ 

1- J) [wo +ê~~so4][ ~{it, o\,- r ES· (·~~~,a)+ 

-t ~ W\oq d~G :: E À,i 
0 ô1~ v 

.. ; ... 
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(II,20) 

•. 1 •. . 

Le terme est identiquement nul, si comme nous le 

supposons, le volume de l'avion réel reste constant dans las déformations. 

L'intégrale double se rr.Sdui t donc à 

l: Q'l~ jf .le) f ~_! \ ~ ~ 
Jo ~ L 'o~d J"' 

En ctécrivant par rapport à. f , et en faisant c.: o , il restera : 

~~ joj) 4 [ ~L <\~ 
l'intégr~le étant prise d~ns le cas S

0 
, c'est-à-dire sur le squelette, 

et avec E = o • 

(II,17) nous montre que pour a la même valeur au 

signe près, sur les deux faces de l'avion. 

En appliquant le même traitement aux différents termes de l'équation 

on Prrive finalement à l'aquation : 

' 1' · t' 1 t · 1 f d l' · et ou' ? ;_ reprP.sente ou 1n egra e es pr1se sur a ace + e av1on, ?v -

le terme constant 

-J·[ (}j~ ! J] - ~o;} }J~ 
~~d- CzY~J-

qui n'interviendra pas nans 1'8tude de la stabilité. 

Ce système d'équations linéaires pourra e•écrire en notation matri-

ci elle. 

__ En d';signant pour abr6ger par E ~ la colorme 

p1r E~ la ligne transposée, nous p;serons 

r 0 ~ 

ù 

i. 
0 

1-o 0-

.. ; ... 

--~--------------------------·-------------------·---------------------------------· 
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Q ;; F E~4;, 
H r- ~ Et_ w~i E~ 

"'d q-
z 

K--Lf~ co'Ji ~-
.: J c;J- '61~·oqi " 

1\ = ~E~~~ 

et l'équation (II,20) deviendra : 

~·
Les matrices f1 et f< sont appelées respectivement matrice des asses. èt 

matrices de rirldi tâa. Ce sont dee matrices hermitiennes toutes les 

deux. La matrice N est définie positive, car l'énergie cinétique de -- . 
1 •avion, qui s'écrit .1. Q M (i( est toujours positive ( si elle s'an - · . ~ 
nulai t pour Q =- 0 , on pourrait trouver une varia ti on de ~ qui n 'entrat-

nerai t aucun déplacement de masse, les 1 ~ seraient surabondante). Son 

déterminant est donc positif. 

K est semi-posi tive car l •avion étant supposé stable dana sa poei .. 

tion de repos, son énergie potentielle élastique y est miniiiWD; et par 

ailleurs, les dérivées de cP-tte énergie par rapoort aux ~remètres de 

déplacement sont nulles. 

~tiquement, o~ut cRlculer directement la matrice jH[ , à partir 

de la ~ormule ~T = Q H ~ • 

La Tte triee K peut être déterminée pa.r la mesura des coefficients 

d'influence dee efforts imposés en différents points de l'aile sur lee 

déformations. ..; ••• 

1 
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Une autre méthode consistera à faire un essai de vibmYop 

( Bibl. 2 ) au sol, l'avion étant dana des conditions telles que 

l'équation de ses petits mouvements se réduise pratiquement l 

La matrice J{ étant résulière, puisque définie positive, cette équation 

s'écrira : 

_, 
La matrice ft K, produit d'une matrice positive et d'une matrice s818i-

positive, a toutes ses valeurs propres réelles, positives ou nulles. 
L 

En désignant p:t.r U)L. 1 'une d'elles, Qi, le mode associé : 

on voit que l'on obtiendra les mouvements propres de l'aile soue la forme 

~ :: Q t. ( ~ U)t, t) 
Par suite, l'essai de vibration nous donnera les valeurs propres et lea 

" .. , K .. ~ .6. .... modes de la matrice n • celle-ci sera entierement determin.,.. 

On peut utiliser la recherche des mouvements propres pour rédui~ 

le nombre de degrés de liberté, puisqu'on peut estimer que ceux qui 

correspondent à des fréquences trop élevées ne peuvent entra.tner 4'ina~

bilité. 

On pourra. également tenir compte d •un certain amortissement de 

structure en ajoutant au premier membre de l'équation (II,22) un terae 

e, Q , -~ étant une mtrice symétrique sellli-posi tive. L'expression -.l. q e, ~ sera la fonction de dissiœ tion. 
et 

L'expérience ayant également déterminé les fonctions · F · ~ f'O p 1 
J L"'~~ \t.. 

et éventuellement le second ~embre, nous voyons qua noua oonnattrona 

l'équation des mouvements de l'avion si noua pouvons déterminer la valeur 

de}.) sur le squelette. 

..; ... 
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2.4.4.- Linéarisation des équations aérodynamiques -

Les équations (II,12) s'écrivent, en considérant comme une 

fonction de X , ~ , 

'àk L 'àk k. ~k k. 
- + r\~ - + '1{·- -t â 
rot ~'i- \1 ra~ 

w " - ~' ( 1"-) 

J~~[gk~+fJ~ .:o 
0t 

~ •-t ._) 
(_ Yl& ( k - H . -: o 

-w-t=u;-

~ ' t 

dans l'atmosphère 

sur les deux faces de 1 'avion 

J sur le sillage 

En faisant les changements de variables ( II,16,17,18,19} en 

dérivant par rapport à. é et en faisant é = 0, il vient respectivement s 
1 

} sur le prolongement arrière du 

squelette. 

. ./ ... 
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loua voyons que le ~eoteur H représentant 1' écart entre le prolon

gement du squelette et le sillage n'intervient plus : 

désormais c'est ce prolongement gue nous appellerons le aillY!. 

!n poss.nt : 

en éliminant .}.) ' qui ne nous intéresse piSt nous aurons finalement 

le système complet des équations linéarisées. 

Gro~("") + ~(w): o 

{II, 24) 

Le système (II,24) se réduit aux équations de PRANDTL dans le 

cas que cet auteur avait envisagé. On constate d'ailleurs, en l'écrivant 

dans les axes fixes (il su"''fit de fa.irep;: 0 ), qu'il se réduit aux 

équations de l'~coustiaue. 

..; ... 
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§ 2. 5 - E'l'UDE THEORIQUE DU PROBLEME AERODY'NAMIQUE LINEARISE-

2.5.1.- Réduction du problème pour l'étude de la stabilité-

Ainsi que nous 1 'avons indiqué plus haut ( 1 • 1 • 1 • ) pour étudier 

la stabilité, ·nous aupposerona qu'un régime permanent est établi- et 

règne jusqu'à l'instant t = 0, à p9.rtir duquel on appliquera Wl4t petite 

perturbation d'épreuve, et on étudiera la réponse de 1 'avion par la 

méthode des petits mouvements. 

Ici, nous avons schématisé notre problème par un système 

linéaire. Par sui te, la méthode des petits mouvements consistera 

simplement à remplacer les variables W , ~ , ,{) par leur différertee 

avec le cas permanent, c'est-à-dire à supposer qu'elles eont nulles 

pour C (., o et à. remplacer le système (II, 22,24) par le système 

rendu homogène,à 1' exception, bien entendu, de la perturbation 

d'épreuve. A. 
Ce système sera donc remplacé par 

Gracl(~) + S~WJ :-o 

J d~~ t'~~~oJ-thè:f~ c4·\1- (W) t- S ( J.l ~ ::-() 

w; :: s ('fr~ qci) ~ \e d~\t-îte-

avec lee conditions : 

(II ,27) 1 Q: o , W.:- o 1 ~ :- o 1 A ~ 0 

.. ; ... 
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Par ~lite, nous arrivons à la conclusion suivante 

Dans le cadre de la lin0arisation, ni le poids de l'avion, ni son 

épaisseur, ni la poussôe des propulseurA , ni le régime permanent, 

n'ont d'influence sur la stabilité. 

Ceci peut s'énonc~r ainsi 

Pour étudier la stabilité, on peut se ramener au cas de l'avion 

d •é:l.'li~saur nulle, Mns poids, en vol plané, r9gi pir les 

équations ( II,25,26). 

P::jr ail lAurs, nous voyons que si 1 'un des F j- est nul,, le 

paramètre ~ ~ disparatt des équations aérodynamiques. Ceci s 1appli

rJUe en p1rticulier au reramètre q1 de translation suivant 0~ , pour 

lequel F, = [ '() p] est nul. Comme ô W est également nul , 
, , t ~ ~ i. ~ t ul la ? ,, , ti d les elemen s 'VVl - son n s : prem1ere equa on nous onne 
.. '~ m.u qi= .À,(t) et toutes les autres équations sont\ 

indépendantes de 'l1 il est donc inutile d' introduirè le mnùnètre 

de translation suivant 0~ dans l'étude de la stabilité. Il en aera 

de mArne de~ P'1rRmètres de translation suivant 00 , et de .rotation 

.qutour de ~ ( lacet) , si le ~uelette se réduit à une portion du(\ 

plan~ 0~ • 
\) 

2.~.2.- Ondes de choc- Linéarisation du principe d'Hamilton-

Au p«"rR.grnphe ( :? • 2.1.), nous avions laissé en suspens la 

Questi0n des ondes de choc. LA raison est la suivante : si nous 

avi~ns introduit a pri~ri des surfaces de discontinuité pour les 

d~rivées prPmi,'~rP.s de}{ d,qns l'écoulement, nous aurions trouvé 

r'lUe ces di~c~ntinuités devr~ient nécessairement @trP- nulles: les 
1 

ondes de choc ne sont possibles d11ns un fluide compresPible que si 

on A~met aussi l'existence d'une discontinuité d'entropie : la 

Pe-o 1uanti té J sRutant d'une valeur à une autre à la traversée de 

la surface. .. / ... 
----------------------

\ 

1' 
\ 
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Autrement dit, les ondes de choc réelles sont des phénomènes 

irréversibles, qui ne peuvent @tre traités par le principe d'Hamilton 

sous sa forme énergétique. 

Mathématiquement, on peut dire que le problème de variations 

correspondant à l'application du principe l'Hamilton à des écoulements 

isentropiques n'admet pas de solution discontinue1). 

Il en va tout autrement ai on se place dana les hypothèses de 

la linéarisation. 

Pour le montrer, nous allons rétablir les équations aérodyna -

miques linéarisées par une su tre voie. 

Considérons en effet l'expression ( II,15) de l'énergie 

f-il) H: s k~+tS( {:) + ~ [ 1.- : 0 J J<kcLa~} 
et l'~xpression corresPOndante dela fonction de LAgrange 

En faisant le changement de variable (II,16)qui noue a conduit 

à la linéarisation ( en se plaçant dans les axes fixes ~ ~ o ) on 

trouve pe.r exemple pour E 1 • expression 

~~H ~)· [ i.t n J éa! w'-+ [ :i + e-) J S ( 
1
:e)) ) -w;, t:J.l J A.t.~ J'à-

1) Classiquement, on étudie une onde de choc en admettant que 
l'entropie subit une variation brusque au travers de la surface, et 
aucune variation, même continue dans le reste de l'é~oulement. 
Suivant une remarque, de M. CABANNES, le succès de cette hypothèse 
arbi trairP- pourrait s'expliquer en étudiant un fluide visqueux et 
conducteur de la chaleur, puis en faisant tendre sa viscosité vers 
O. De toutes façons, le problème de l'existence d'un principe 
variationnel thermodynamique, généralisant celui d'Hamilton, ae 
pose avec netteté dans de tels problèmes, comme dans celui du choc 
des solides avec frottements. 
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qui s'annule pour ê ;- o • 

En dérivant p1r rapport k f , et en faisant ê::: o , on trouve 

une qua.nti té nulle, le terme princiJBl en é est du second ordre. On 

l'obtiendra en dérivant une seconde fois • 

JIJ t 
En se souvenant que (1) :: C.l S Q il vient 

Il est probable que nous retrouverons les résul tata de la 

linéarisation en appliquant le principe d'Hamilton à la fonction de 

Lagrange réduite à sa partie principale, aoit : 

et en prenant les conditions ~ométriques et ciném tiques linéar:laéea. 

Pour cela, noua posena 11 = Ho+ eu ( cu eat le 

vecteur déplacement), et il vient 

Ü:;(J..W 1 Ji~(U)=-i 

(V( A 1 fU ) ~ o sur le aquelette 

( n's r ;}l)t_ ;w-)::: 0 sur le eillage, 

Nous prendrons, ~'d, 3 comme variables indépendantes. 

L'~ction s'écrit maint~nant : 

.. ; ... 
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et nous écrirons '1U'elle est stationnaire avec les conditions 

pour t = ~ o 1 t : t 1 

Cette fois, nous n~mAttrons l'existence de surfaces mo~iles 
.. 'ôU /bU ràU ôU 

peuvent ~tre disoonti ou 'Dt , 4l._ \ 'ê} , 0~ 

nues, le deplR~ement lJ étant lui-m3me continu. 

No;s ne traiterons pas à nouveau le problème dans son ensem

ble: nous Rllons nous contenter de vérifier qu'il fournit bien les 

équations ind9finies déjà trouvées,et d'obtenir les équations de 

choc. 

Pour cela, nous traiterons de façon symétrique les 4 variable 

x. , d- , a- , t . Nous avons trois fonctions inconnues, les 

composantes U.. , & , ur du déplacement U . 

L'onde de choc a.pparattra comme une multiplicité à trois 

dimensions, dont nous écrirons l'équation sous la forme : 

On aurR alors: 

d'où 

= Joj~)) [ _3~t( :~ 1 ;U)~:?;_ t<L~ di~U fil.)+ à~ (a-2 Ji~ U f")+~f.èJivU~ ~J 

_ So ))j~ ( ~- ~,_<?larA Ji\9 Ù 1 -~-u) Jk ~~ !~ 1 

.. ;... 1 

--------·------ ___________________ ! 
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Dans la première intégrale apparatt la divergence d'un quadri-

veeteur de 1' eeptce t'" , x.. , ~ 1 } • Cet te intégrale est donc égale 

au nux du quadrivecteur sur les variétés tridimensionnelles limitant 

le domaine d'intégration. 

L'expression ~ Jt 1 
ainsi transformée ne fait plus intervenir 

que le vecteur dU , à 1 'exclusion de ses dérivées : le le._~~ e_ 

fondamental du calcul des variations nous indique que les coefficients 

de ~U doivent ttre nuls séparément. 

On trouve donc : 

1 • 1 1 'équation 

c'est-à-dire, puisque 'dU ::: Q W 
at 

") w + a.. GreA q_ ~ ,- 0 
rc)t;-

Elle est identique à l'équation S(W) -t G-fo.cÂ))-:= 0 de (II,24) 

prl.eque nous sommes ici en axes fixes. 

2°1 que le flux du quadrivecteur de composantes 

(~~ ,5iU}-o.tJi\)[u)3u, -ct'Zâi~(UJ~~,-Q.'l ch·"(U) ;}W 

sur les surfaces li mi tes s • annule quels que soient ~ u , d tt-- , Jw • 

Pour les surfacee intérieures A l'écoulement, plus particulière

ment sur les ondes de choc, c'est 1 'accroissement de œ flux au travers 

de la surf'ace qui doit s'annuler. 

En prenant 2 , } , } comme variables indépendantes eur les 

ondes de choc et en remplaçant t- p1r <J-( a- 1 ~ 1 b- ) , on peut 

exprimer ce flux à l'aide d'un d9terminant : 

.. / ... 
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cu~· ) àt t v Jl;L ck- ~~~ !~ii~ 

i~ jjj -~"-dio-tU) fu_ cl«_ 0 () 

- o..1ct.·" (U) ~ ~ 0 ~ 0 

- a.'-dA·" (U) ~"' 0 0 d~ 

Puisque nous supposons U continu au travers de la surface , 

l'équation de choc a•écrira donc : 

(ll~ 6U) ~t 1 s~ cML j~~ i~J~ 
- ~'lA dio{U) dL\., i 0 0 

~o 

- (L't â clt'" ( U) ~ ~ 0 i. 0 

-a~ à Ji.., (U) b'-" 0 0 j_ 

soit 

~~fu.tA~~~tâ~r\U = ).11 +~'tl +-~fr _ 
~t ~b ~t d"~ ' cr~ ~} 

- <t. 'l .6 ( J.(u-( Uj) fu. ::- À 

-~'t à ( «L:""(u)) ~,~:: r-
- <~."- b ( ck~(U)) d-\U = ~ 

ou 

cn,3o) A (~~· t o..'l J~ <1..:~ (o)) = o 

.':!; ••• 
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Par ailleurs, 'LJ étant continu à la traversée de l'onde, 

toute intégrale curviligneJ f>';)U <4; {d0 ~ t ~U ~ -t '!U <1.} 
ft rot ~~ 'ô~ C() à--

prise sur 1 'hypersurface b :- J{1'r~t}) prend la même valeur wr les 

deux faces. On a donc : 

ce qui exige : 

Chacu.."le de ces trois équ.q ti ons étant vectorielle, le système (II, :SO, 31 

se compose de 12 aquations, linéaires et homogènes, qui doivent ltre 

véri tïées pir les accroissements des 12 dérivées partielles de tL , 

~ , W p:1r rapport à t , ~ , ~ , 3- ; 
Pour obtenir leur condition de compatibilité, projetons les 

équations ( II, 31) sur les axes R-, } , ~ respectivement et 

ajoutons. Il vient 

Ar"•· A(èJ~ et en tirant Ll. 0~-, LJ 
'ot- ((.1 t- de (!!,30) 

[t-o.'t [J~\g~\ s~l. J] tJ. (Ji~ u) ~0 

Si a.'l[S~\j~~J~tj n'est ~s égal à 1, Ô (Jiu U) 
donc d'qprès ( II,30) ~(~l) également, et d'après (II,31) 

~·ê)u ô'W.. Il~ ·ôt 
u·aa r ~ ' ~3--------

est nul, 
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•ous obtenons donc la condition de compatibilité 

qui exprime que la vi tesse de propagation normale de 1 'onde de choc 

est égale à Q.. , et lee équations ( !!,30,31) permettront alors 

d'exprimer les discontinuités de toutes les dérivées en fonction 

de L\ [ d.t''-'"" U) ::-A ~ . 

Si nous voulons éli~iner le_ déplacement 1J' et ne plus 

considérer que les variable a ~ ~- cL·u-U et W :; ~' 'd U 
'L rot-

il suff'ira. d'écrire les équations (ll,30) sous la forme 

et de lMlr joindre la condition de c.)mpatibili té 

GutcL 2. 1 : j_ 
6 al-

l'onde de choc étant mise sous la forme 

Si on passe maintenant en axes mobiles , W et ~ ne 

ohangeront pas, les équAtions seront les m8mee en écrivant 1 'onde de 

choc sous la forme 

En les pr~nant sous la forme plus générale : 

~c~~~·a,~) - 0 ,.. 

d'où 

ci>' <t>' t' ~ ~ -} -- t -a.S(-t) -- :;-

1} S'} :i+~~j~ 

noua aurons finalement les équations de choc aoua la forme 

.. / ... 
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~--------~--------~~~----------· 6t'~cl <i /l):) + S(~) /JW =-o 

sur la surface i = 0 

vérifiant Gu'lJ 'l cf;: [S(~ JJ :t 

Il suffira d'ajouter ces relations aux équations aé~ques 

( II,24) ou (II,26) pour obtenir les écoulements avec ondee d• ohoo. 

2.5.,. - Potentiel des vitesses -
~ - ~ ~ - - ~ - - - - -

Plaçons .... noue dans les axes fixes et considérons l'intégrale 
l-

~ (k) = -a.. t ~olt 
lA valeur de~ étant prise au point fixe M. 

Sl aucune onde de choc n'eet passée en M dana l'intervalle 

( o 1 t ) on aure. 

t Jt Gr .. J 'f ::- (L ( Gy-~J. ~dt :: ~ J.t :: W(t} W(o) 
Jo o t;-

Ce résultat reste valable si il y a eu pliSsage d'onde de choc, à 

1 'instant t"o = ~[k) . 

On peut écrire en effet 

S(Ji) J t - __._ tf(k): { ~ ctt t ),) db 
'L Jo J(k) 

.. / ... 
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d'où 

-&,ra~~~ W(t)- W(o) 

PFlr sui te, si le fluide était au repos jusqu 'à 1 'instant C:::o , il 

existe un retentie! lp tel que : 

~ est continu ~~rtout, à l'exception des points qui ont été en 

contact avec l'avion pend-:rnt l'intervalle (o,t-), c'est-à-dire du 

sillage. 

Ses d8rivées prP.~ièrP.s seules sont discontinues à la traversée 

des ondes de choc. 

En dehors de cr-Iles-ci, l'équation de continuité 

~-u- [w) 4 l- ll.:: o 
a_ cot 

montre que ~ véri fïe 1 'éQuRtion des ondes 

~ d8sirnant ici le laplacien. 

En pqss·:n1t rle nr;l''"'~U aux ,qx8s mobiles, on peut éliddner 

ro.,.,pl(;t:e,..,ent W et ).) des équations, et écrire le système 

(11,'25,26,2'() corr.,nlété p::1r l-9. considération des ondes de choc, sous 

.. / ... 
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la forme : 

i) HQtKQ+a'Sv fE~ j~Fi fS{'f)t-S{<fFjolu~ 1\ 

2-) 6lf: S1 (~) d~~ 1'~~~('\fL 

Page 46 

(II,34) 

(b.-... J -2 t" S (i>) t 

3) 1 [6t .. d Cf S(i)- Gf,.~ ~-S{If) r = [ 6ta~-~ S [~)- bfqd ~ ~[~) r t If -..h·"'~~~ ~ lev~4~ q~ cl,oc.. it..::-o 
+ 

h) f-i~ J- ~ s ( f fi 1•J ~ 1~ .\,ll@klt~ 
~) r ~r= r~r 1 rsc<r)J\ [suf) r .f'A4 1~ J'Mor-

avec pour mémoire 

2.5.4.- Bilan énergétique dans le cas linéarisé --- ~ - - ~ - ~ ---- ~ - ~ -- ~ ~ -
Reprenons l~t formule ( II, 13) qui exprime la conserva ti on de 

l'énergie avant linéarisation 

Nous avons vu en 2. 5. 2. que 1 'énergie E avait une partie princi p!lle 

en ~ qui s'écrit : 

En tenant compte du fa.i t que le volume de l'avion aet supposé 

constant, on trouve pour le second membre de (II,13) une partie 

princip&le du second ordre également .. / ... 
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l'intégrale étant prise sur la face +du squelette. 

L'écoulement linéarisé doit donc vraisemblablement vérifier la 

relation : 

lous allons vérifier cette formule dans le oas général dea 4coule

ments avec ondes de choc. 

Plaçons-nous dAns les axes fixes, et oonsid~rons l'intégrale 

prise à l'extérieur de l'avion. 

Les ondes de choc et le sillage pourront découper ce domaine 

en plusieurs domaines: soit D l'un d'eux. 

On aura : 

V étent le vecteur vi tesse de pro~ ti on de la surface limi ta!lt 

']) , VV) se mesure sur la normale orientée vers l'extérieur de']). 

Comme 
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•. 1 •.. 
on peut écrire 

(II,36) :tm W~~~~~j~ :- jj [V W~~~ -a.W~l/U' 
']) î: 

Si une portion de ~ est constituée par une caractéristique 

, l'intégrale correspondante s'écrira 

En ~rticulier, si une onde de choc partage D, en deux domaines J)1 

et J1- , il faudra ajouter à 1 'intégrale sur la frontière de J
1 

+ Dz.. , 
1 'i nt8gr"ile sur 1 'onde, qui est la frontière commune k c), et J) 1. : 

ljj[w,-~tv;,d. ~rw,_-~!.vJ.lv~~ 1 cA~r 
et comme v'fl. =- v.,1 d'une part, le vecteur w-~ étant 

continu à lB. trav0rsée de l'onde d'A..utrn part, cette ::ontribution est 

nulle. 

P:-tr ailleurs, sur le sillage V est nul,~~ est continu 

puis~ue Vf~ et }.) le sont : la contribution du sillage est également 

nulle. 

La formule ( II, 36) eat donc valable, E:_ cons ti tuant la 

frontière de D, quelle que soit la position de D par rapport aux 

ondes de choc et au sillage. 

Prenons en particulier pour D l'ensemble des points dont la 

distance aux points du squelette à l'inst~nt t=O est plus grande que 

(Lt • 

La surface limite L est une caractéristique , dont la vi tesse 

de propagation Vvt, mesurée vers 1 'ext3ri.eur de D est - «., • 

.. ; ... 
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En régime subsonique, 1 'avion ne oomoorte aucun point dana D, 

on peut donc écrire : 

~ JJJ w~~~ tA«~tA~: - i ~j [Yf- ~ j.tJG" 
J) 

(II, 37) 

jJ} 
j) 

L'intégrale est donc non croissante: puisqu'elle est nulle pour 

t:::O, elle restera identiquemtnt nulle : W et 4 restent nuls en 

dehors de i: , W - '!!! eat nul 
OL. 

sur L, de JBrt et d • autre 

puisque ce vecteur eat continu% on 

en déduit que si on impose bruaque 

ment k l'instant 0 une vitesse 

normale w'1 à 1 'avion, il }Brtira 

une onde de choc de l'aile, qui 

sera la surface ~ ci-dessus, et 

que la. valeur de ~ sur le front de .L: sera égale à la composante 

normale extérieure de~ : en particulier, la pression initiale sur 

l'avion sera donnée par la formule : 

qui est indépendante du nombre de Mach ( ce résultat s'établit 

d'aillP.urs aussi bien en régime supersonique). 

Prenons maint~nant pour D 1 '•xt~rieur de la surface L lieu 

des points situés à la distance À des points balayée par le squêlette 

penda.nt l'intervalle (o 1t) .!:est fixe dans les axes fixes. On peut 

alore écrire : 
t 

J«~J~ = a_ j~~)~[W~II) ~~ 
en désignant par Vl la normale dirigée vers D. 

../.,.~ 
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Lorsque 1 'épaisseur À tend vers 0, le premier membre tend 

w 2 .. -J.) t. 
vers l'intégrale dans toute l'atmosphère de , qui eat 

.t.-
supposée essentiellement finie, et pour laquelle an trouve 

1 'expression t . 
Q, t.w. J dt j' ( w., ~ d V' 

À~o 0 ~~ 

En considérant deux écoulements E et ~ 1 
représentés par lea 

variables W , ~ d'une pirt, W \ , ~ 1 , d'autre p.rt, on 

trouvera de mtme : 

Jj{ [ww'~~~~J cl«~Jâ:: a.~ ft[W 11 J.l1;. 'JJ~.aJctr · 
J À~o Jo 

lous allons pro fi ter de cette formule pour préciser de quelle 

manière les conditions aux limitee doivent ltrA vérifiées 

Nous exigerons que W "l t~nde vers sa li mi te [ W 't 1 
0 

1'1nt4grale 

&:. 1 
tende vers 0 quel que soit 1 'écoule ment ~ 

(vérifiant JJj w·~~l 'l ~tLa Jâ- <-t 00 ) +- -

Nous exigerons de mftme que sur le sillage W ~ - W'-9 

tendent vers 0 de façon que les intégrales 

tendent également vers 0 quel que soit E} • 

de aorte que 

-1- -et ~ ... ,-) 

Grlce à ce choix, on aura les deux proi~étés suivantes : 

1°/ La superposition de deux écoulements vérifiant la oondi tion 

(II, 3B) définira encore un écoulement les vérifiant. On sait que 

la oondi tion .\~J w·r..,· ).~ ~ ~} <. + 0\) •• ocruerve .&sal-t 

par auperposi ti on. 
..; ... 
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2°1 En faisant E ~ E r , on trouv-e la relation : 

fomule qui rc,mpl~ce et prr~cise l:l formule (II, 35) de conservation de 

2.5.5.- ~oorèrne d'unicité -- - ~ - ~ - - - ~ -
Il resnl te immédiatement des considérations prétédentes que si deux 

écoulements E et E 1 ont la. même valeur de W"l sur le squelette, leur 

diîférence constitue un ~coulement vérifiant 

W J ~ étant continus 

en dehors d~s ondes de choc At du sillage, seront nuls partout : 
1~ ~ ~'(..6\.A\(t \lJ\e."' ~l ~, E ' k \f&v\ r , J..(!. ~ ~ ,-~ e.~ • 

I)<:i.r s~Ji te : 

Lor; équa ti ·ms g,érodynami·1ues indiqu~e~, avec les co'·Jdi ti ons 

J~~ _,t~l.J.,_~c\â .(.+ 00 lW;-))~ 0 ~ Â'<.O 

et 1.9. condi tL1n (r:-, 3::') d.-~tf:rminent de façon uni ('lue 1' écoulerr'ent à partir 

des V'ileurs df) Wll\. Sur lr• squelette. 

c~t énoncP. est ind~~!lend8nt df.: l!l -:rr.tleu.r de ~ qui peut ~tre 

in.f'érieur, sup~rieur ou ôga.l à 1 • 

Now::; ~n 'StA tons, d '.qutrP ptrt, "lU' i 1 ne fr-ti t intervenir aucune 

conditi1n du type Kutta-Joukovski, introduisant rlPs conditions de 

régul.qrité sur le bord de fuite de l'~ile. .. ; ... 
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Il est clair qu'une telle condition peut très bien n'ltre pas 

vérifiée pour des écoulements transi toiree, pirticulièrement en 

fiuide compressible. 

Par ailleurs, 11 était probable a priori que les âquatione de 

la méeanique ra. tionnelle devaient déterminer entièrement le mowement 

à partir de conditions initiales connues. 

Il en va tout autrement si on cherche à déterminer un écoulement 

supposé pel'IDI!nent : rien n'impose pg.r exemple, de le supposer irrota

tionnel, si ce n'est le désir d'exprimer que cet écoulement a pu 8tre 

formé à pirtir du repos; rien ne s'oppose non plus à ce que 1 'hypothè!M 

d'irrotationnalité soit insuffisante pour le déterminer, ainsi qu'on 

le constate dans les problèmes bidimensionnels en fluide incompressi

ble. 

Il s amble donc que 1 'hypothèse de Kutta-Joukovsld. soit également 

oarsctéristi~ue des écoulements que l'on peut obtenir à partir du 

repos, c'est-à-dire soit une condition de stabilité, au sens que nous 

avons donné ci-dessus à ce terme ( 1.1.1.). 

Ceci résulte en effet des travaux de Iœssner et Wagner: cea 

auteurs ont donné 1 'expression de tous les écoulements variés, autour 

d'une aile mince d'envergure infinie en fiuide incompressible, obtenus 

à partir du repos par agitation arbitraire de l'aile. 

Or, il est clair que dane ce cas particulier, les équations de 

la méCAnique doivent également déterminer 1 •écoulement de fa.çon unique, 
1 

et que le résultat de Iœssner et Wapr est nécessairement indépendant 

des hypothèses supplémentaires qu'ila ont pu formuler. 

Or, ces équ8tions ont pour conséquence que si l'aile prend une 

position fixe, 1 •écoulement tend vers un écoulement permsnent, qui est 1 

justement celui que l'on d4termine par appl~ion de la condition de 

Kutta : il en résulte que celle-ci est une condition nécessaire de 

stabilité • 

. ./ ... 
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2.5.6.- Hypothèses relAtivee ~ l'existence des solutions -___ ., ____ .. ___ .._ ... _ .. _________ _ 

Par analogie avec les ré sul ta ta de Kassner, nous admettrons 

le~ hypothèses suivantes : 

1°/ Le problème aérodynamique posé en ( II,39) admet effeoiiv..,nt 

une solution si la valeur imposée de W Yl sur le squelette 1 eat 

une fo~ction continue, constante à p1rtir de 1 'instant _,.\.:: o • 

~ est alors une r~nction eommable sur le squelette. 

2•/ Si, dans un écoulement, 'N") s'annule pour~, ko sur le equelette 

la pression tend vers 0 assez vi te pour que l'intégrale 

converge. 

Oee hypothèses expriment 1 'existence et la stabilité de 

1' écoulement linéarisé; elles nous seront nécessaires pour diacmter 

de la. stabilité du système avion-atmosphère. 

...~/ ... .. 
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CHAPITHE III 

- ETUDE DE LA STABILITE 

§ 3.1 - INTRODUCTION DE LA rrRANSFOffi':.ATION DE LAPLACE-CARSON -

3.1.1.- Equations symboliques-- - - - --- ~ -- -
Nous effectuerons sur les variables 9, 1l , W , 'f' qui 

définissent l'état du système mécanique la transformation de 

LAPLACE-CARSON, faisant correspondre :p1r exemple à 'f la fonction 

de ~ ' J , 'b , lL 

\ (x. , j , 'b , <) dr 

~ , J , ~ étant les coordonnées dans les axes liés à l'avion. 

Nous désif~erons par la m~me lettre les anciennes variables 

et leurs trqnsformées ~espectives :. il s'agira maintenant de quantités 

comnlexes avec ~ • 

Dans lP. C'lS des ~co~;le~ents continus, la transformation des 

équations se fait immédintement : les fonctions à transformer étant 

nulles pour t' 0 , les hornes de l'intégrale de Laplace peuvent se 

ramener à -oo, -r Or\>, la dérivation plr rapport au tempe se réduit à la 

multiplication p1r f'- , on obtient le système : 

.. ; ... 
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(III,1) 

(III,2) 
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2 

4 

en posant Min tenant 

Considérons maintenant le eas d'un écoulement avec ondes de choc. 

Si une :mde pesse au point M à 1 'instant to , deux cas peuvent 

ee produire : 

1°/ L'onde traverse le point r1. 
,# 

2°/ Le point .M est caractéristique de 1 'onde dR.Ds les axes li~a à 

1 'avion, cell~-ci semblP-ra envelopper une surface ~ • 

Plaçons-nous dAns le premier caa, et considérons une Tariable ~ 

diecontinue sur 1 'onde de choc ( par exemple une des dérivées premières 

de Cf ). 

soit, 
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lous voyons que dans ce oaa, U. ( x.. , ~ , "a , 1" ) sera di.ffâ

rentiable, donc continu. loua pourrona former 1' expression 

A( 'f(r.;.~· ~))- ~\.( ~(.._, ;,.~. r->) 
Le calcul donne : 

-tOO "r t , 
D.( If (x 1 a . 1f 1 r »::. ~ \ e:-" A( 'f( .. , ~. b· ,.))ct,.- r-e":" ·cc, .. .-.{ c..o~{ ,~~-.n.) 

'OQ . \ 

~ l( 'f (><, ~' 'tl"• I'Î) ;> ~ \ il>• ê I'T 5 l( 'f("•J• b•T ))di-~~rt:)('()~('f)Ï~~-;) 
-00 l' } 

r 
J \ 

d'où i-~ 

[A- 5 ,_ }( '{'(' ·~ •"zl'' \'>) : yt \ ~-I'TfA.- ~ L] ( 'f("'l• "zl', 1' >) ct T' 
-~ 

- (\ ê l't• [ ( c.~, C.«.( t.) - s ( '( )[ ~ -;:-,:. -{" 11: 
En mett.ttnt l' éqœ ti on de 1 • onde de choc aous la forme 

cP ( "- 'a 1 ?51 r-.):::: Q , oe dernier terme 8 'écrit : 

~~ tl c,,..t ~, G. ... .t")- SC'(') S( 41)]: 
'Ô ro 

d •où finalement : 

~~ 

l_Â-s'-] (ce("·l·bl t)) = l'\ ërl'[~-s'-l('ec~.3·bt,.)),.T' 
-.q 

•....•• 1 ••• 
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(III,3) .. 

D•après les équations (II,34) n° 2 et 3, cette quantité est nulle :en ce 

point i' vérifie la mt!me équation aux dérivées partielles que dans le cas 

d'un écoulement continu. 

Considérons maintenant le cas où le point Mc est à 1 • instant 

Co point caractéristique de l'onde de choc. 

La surface ~ enveloppée rar celle-ci est aussi formée par une 

solution de l'équation aux dérivées partielles du 1er ordre : 

l~~.t(~)]L ~ tS(~)] ~ indépendante du t•pe, 

-&i t une solution commune à 

--o4l ... o 
-ot- -

Cette dernière é~uation s'écrivant : 

l[- r->Ll [~t +l~f" ~ r~r= O 

on constate que ce cas ne peut pas se produire en régime subsonique. 

( en régime sonique ou supersonique, on cons ta te rait que les dérivdee 

partielles de la transformée de Laplace de ~ peuvent 8tre discontinuee 

sur~ , mais qu'on a continuité du vecteur 

On peut donc énoncer : 

En régime subsonique, la transformée de La place de 'f est continue daœ 
l'atmosphère privée du squelette et du sillage,et verifie le système(III,1~ 
que l'écoulement comnorte ou non des ondes de choc. 

Ce résultat est d'sdlleurs suggéré p3.r le fait que l'équation aux 
t 

dérivées pirtielles ~ ~ :: ~ ( ~) qui était hyperbolique, devient 

elliptinue après la transfonna tion dans le cas Ç> <. 1 • 

.. ; ... 
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.. / ... 
}.1.2.- Séparation des problèmes méoaniquee et aérodynamiques-- ~ - ~ - -~ --- ~ - ~ ~ ~ --~ - - ~ ~ ~ -- ~ -

Considérons le syatème (III, 1) qui régit notre problbe. 

L'écoulement 'f~ aoluti~es équations aérodynamiquea avec la condition 

sur le squelette : 

l~)! :::: S ( F: ) ::: ~ F: -r (l>,..F~ 
~ l\ t ~ J-- 1~ 

est déterminé de façon unique. C'est la euperposi tion des transformée& 

de Laplace de deux écoulements du type considéré dana notre hypothèse 

( II,40) ; nous a.dmettrone donc qu'il existe. 

Boue conatatou alors que la solution des équations aérodynamiques 

de (III, 1) est d01Ulée par la formule i :: ~ ~,: 'l' 
et que , par#oonaéquent, 1' éqUAtion mécanique (III, 1,1) devient 

lM 1'-t. + K 1 Q + ~t.e., % E} ~ fj- fs (If;)+_ 5( 't'• ~ -1 ~· .(~-=- 1\( t-) 

aoit 

en désignant par f\ la matrice 

appelée matrice des coefficients aérodynamiques. Elle eat fonction de t' • 

Dans ces conditions, nous pouvons résoudre immédiatement l'équation 

(III,4) ~ ] ... 1 
Q ( ~) :::: ~ Mt' L 1' K-t (\_ t ( 0 A /\( f') 

Bous aurons ensuite l'écoulement par : 

Nous pourrons ensuite passer aux mouvements réela par inversion de la 

transforma ti on de Laplace. 

..; ... 
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.. ; ... 
Nous const~tons ainsi que le problème, ~ce à l'emploi de 

cette transformation, ae scinde en deux parties bien distinctes : 

a) le problàme aérodynamique, qui ne fait intervenir que la forme de 

1 'f-lVion, l,q_ vi tesse du vol, et les fonctions 

déforrnatie>ns possibles de l'rtvion. 

F. 
J 

définissant le 

b) le problème m0.canique, qui nécessite la résolution du précédent, 

qui fait int~rvenir en plus les propriétés mécaniques de l'avion, 

repr~P.Pnt8r-s par les mRtrices Met K, et bien entendu, l'excita

tion 1\ . 

§ 3.2- L'aspect srmboligue des hypothèses aérodynamiques-

Considérons un écoulement r8el, pour lequel \A/est nu+ sur 

l'avion à pArtir d'un instant to • La formule de conservation de 
1, 

l'énergie ( II ,35) no~s montre que l'intégrale 

\\\ ,.;~-~ ~ \_ d"- d(t ('lf 

restera constante à pqrtir rle l'instant to ; elle sera donc maj~rée 

uniforrr.ément p:tr un norr.bre positif Eo • 

On aur~ donc par application de l'inégalité triangulaire 

\\\ 
'L ,_ ; 2.. 

1 ~ >- .. \.J u .. )l_![_:r >- .. l (1.,) 1 ""'- .1~ "" ..._L 2:1 )\. 1) to 
~ . 

les À~ <1tant des norrbres complexes arbitraires, d'où par pe.ssa€,-e à 

la li·,i te 

.. / ... 
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.. ;... ~ 
-l'" 

En prenant ~ ( t-) : {\ e.. , , et en faisant tendre t'.. ven 
l'infini, il vient 

Soit 

(III,6) 

Le cas des écoulements 'f ~ considérés plus haut se ramène l 

eelui-ci : en posant 'f ';~ :LI·~-r~. )~pn voit que 

Or 

~ ,. [ 1 ~ e.·r"·jl ~ Fa-~ t' ?§-1 
ll ,. ~- ""'"lf"""' 1... , d T- 1 d 1 ,_ ti "- r 0 est la. transformee e 1.np ace e a .a.unc on 

égale à ~ pour o ~ .,_ -<. .,..o , nulle pour l:.:> ~ •• 

- r... a( \ 
Comme la fonction 1-c. ne e • annule pe.e pour ""' 1'J > 0 , on en 

dêduit que 

\\\ 1'-Jl.\'-+l dr'L 
~\) fi ~K ~ ~ < 00 

Nou" voyons donc qu~ la propriété \\\ \J ~ >_L""' '1 "J, <. ""'~ 
se conserve dans la tr&nsfonnation de La. place, si ô\ ( l") est 

positive. Nous verrons qu'il n'en est pas de mime si (\(l') s'annu..-

le. 

Considérons maintenant une valeu.r bien déterminée de l'- , 
le potentiel ~ complexe correspondant, et posons 

~*(r) : 6\ ( 'f(r) e.r-t-) 
~ 

On constate immédiatement que ce (t-) est une solution dea 4quations 

aérodynamiques (II, 34) correspondant au mouvement de 1 'avion défini 

par 

-..:...-------·--·-· ···~--- ·--·· ·----------------------·-----' 
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On ad~ mime 

W ~\1-):: 6\ ( W(rlert-) 

1':1-!lè (1:) ::: 6-\ ( ~ <t-) e.~'t) 

et \~ w* (r-),_ "z..~ * (~~ ,_ ~,. ... ~ .-.~ ~ )e"~T\\\'~'"~ 1~ :l':~~~ 
~ l 

Par sui te 'f définit un écoulement réel à énergie f1nate, qui tend 

vere 0 quand t tend vers - oa , et qui peut servir à interpréter 

la solution symbolique complexe .. ~(t') • 

Dana cet écoulement, nous écrirons 1 'éqUAtion de conservation 

de 1 •éner~e ( !~~5}; * .._ \\ * [ ~ -r IJtf _

1 1t. ll} w· ~ t. clx "'a d'/) "' <4 )\ W.,. ~ - 11 ~r . ~ 
En exprimant \,J et 1 en fonction de W et ~ complexes, oette 

formule se décompose en : 

"" \\V""\.~, '"'l &><. ... ~ <{l = ~ ) ~·w .. 1 ~ +- ~ -1 4.. 

6\C-r) \\\ L -;j w + ·~~\A.t<-~<{~:~ 6\ \\1\~ l~i--~-1 d(T" 

valables pour les solutions des équations symboliques, avec 

On pourrait d'ailleurs les déduire directement des équat:Loœ 

aérodynamiques symboliques. 

La seconde nous montre que le théorème d' unioi té sublliete pour 

les équations symboliques, pour chaque valeur de )' à partie réelle 

positive : si W..._ est nul sur 1 'avion, 1 'écoulement se réduira .. 

1 'écoulement nul. 

3.2.2.- ~12~~t_d!s-~l!t!o~-P2~ !\_ ~~i!e-~-
1 

Considérons à nouveau les écoulements 'f} définis plr ... ; ... 
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et qui sont les ima,:ees synl:ioliques d'écoulements où wrt 
sur le squelette pour t;rto 

~ 

Notre hypotl1èse (II, 40, 2 °), indique que 1 'intégrale 

est nul 

+oo . sera ::üol~s co;1verge:1te: il en rômü te 0ue 1 'intégr8.le 

tiptclt~~ F~ do-
1 

où F désigne une fonction continue sur le squelette sera convergente 1 

et continue pour (tl(p) .-}/') , holomorphe pour ~(f)) 0 

(le cas ll(f):: o conduit à une inté~.le de Fourier). 

En multiplirmt par p / (1- ept.,) , on arrive au mllme résul-

tat pour les éléments de la matrice~ (coefficients aérodynamiques), 

à 1 'exception près des pOl es de la fonction p j ( 1- e::Pto) 

Comme ces pOles sont tous mobiles avec t 0 

dépend pas, on arrive à la conclusion suivante: 

L'hypoth')se (II,40, 2°) entrr-t!ne que la matrice A 

, et que )t n'en 

est holomor-

phe pour Ol(f) ;> 0 , et continue pour 6t (f) ?r 0 

Il en résulte i~édiA.teme:-1t Ol.l€ si noèls imposons à W \4 une 

v.'1leur cortst!Jnte, 1 t ~coule:na~t te:1drr>~, eE moyenne nu sens de })orel(*), 

vers un t3couloment perrnt:tnent, dont les C.Jefficients aérodynamiques seron 

d~~s la ~atrice 1\ 

(*) - Nous dirons q'.le ~ (t-) ter.d vers CL en moyenne !1.U sens de rorel si 
toO t ~ ~ rjo e-f «1:)<\.ttend vers Q_ quand p tend vers Û p!lr VRleurs positives. 

On sait que ceci a lieu en :1articulier si J(t) borné, tend vers Cl • 

(Réf.3). 
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On a vu (3.1.2.) que dans les écoulements Cfj , on a 

~'fi ::: 1_ Fj + ~~ !ôF.( 
d ~ c.t Cd'R.-

lf j s • obtient pc.tr combinaison linéaire d.es images symboliques dea deux 

écoulements aù 1 1 on a ~ "1 : t= j , ~ = ~_cl pour (: :;;> o 
Id-~ 

Ces écoulements ont une discontinuité de vi tesse à l'instant t":-o 
et nous avons donné (II,37) l'expression de la valeur initiale de .-1 

4! = [ ~ 10 ' /J-;, : -[ \W'1] 0 

soit, pour le premier des écoulements considérés: 

~+[o) :- F~ , ~-ro) ::-- F~ 

Or, on SRi t que si tA,( r) tend vere 00 

tend vers ~( ot 0) 

P8t sui te la W!leur de ~ , dans 1 'écoulement complexe tfj , a pour par

tie prin ci pale, lorsque d\.. (f) tend vers 1 1 infini .:!- f FJ , et 

en portant dans (III,5), on en tire la partie principale de A : 

C'est cette expression qui remplRce le terme de Kelvin (du se-
• 

cond ordre en p ) lorsqu 1 on fait intervenir' la oompressi bi li té. 

La. matrice Ao est ill1e matrice symôtrique et d~finie positive: 

elle correspond donc à un terme d'nmortissement visqueux aorodyr~miquQ. 

Lorsque f tend vers 1' i:-1fini pAr vnle'.lrs imagi!k'1.ires puree, 

nous ne pouvons affirmer que p Ir 0 est encore la partie principale 

de A ; mais ceci .~ura lieu moyennant des hypoth0ses peu restrietivea 

et vraisemblablement réalisées sur 1 'écoulement. 

. . . . . . ..... 
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Dans 1 'interprétAtion d'un écoulement symbolique tf au moyen 

de l'écoulement réel '(*cc fi (~~ft-) , les grandes valeurs de Jf J 
correspondent à. des écoulements rapidement VGri~bles. 

Nous pouvons admettre pour oes derniers, 1 ·~lpproximation de 

1• écouleme..."1t pnr le processus bien connu des carqctéristiquae (il s • inter 

prète ici comme l.U1 rayonnement sonore émis par l'avion, perpendiculaire

ment à son squelette, et qui est simplement entratné t:er 1 'écoulement gé

nérsl ambiant) • 

Il est bien clair que A , qui représente 1' impédance de rayOJl· 

nement, tendra vers la valeur approchée que 1 'on peut déduire de ce &ohé

ma. simplifié si 1 o> \ tend vers 1 'infini, i:tdépendamment de la valeur 

de Ol[t' , et qui est nécessairement celle que nous avons indiqu4e. 
/ 

Nous admettrons donc que A [p) j p tendra v~rs Ac uniformément lore-

que J p } tendra vers 1 'infini - ou tout au moins que A (P) /P.~ tendra 

uniformément vers o. 

f ;.; -Critère de stabilité -

(III, 11) 

Considérons l'équation (III,4' qui donne l'imRge ~bolique du 

mouvement de 1 'avion, et que nous écrirons: 

l-(f) ~ ~ 1\(p) 
en désignant par -i=[p) la roatrioe kp'l+ l< ta~~o A . rl[p) est 

fonction holomorphe de p dans le demi-pla..'1 ~(p) ?1 0 • Il en est de 

même de son déterminant et de la ~~triee adjointe. 

Nous allons étB.blir le théorème suivant: 

Si le déterminant de 't(p) possède un zéro à partie réelle olo positive, 

une force perturbatrice constante, appliquée pendant un temps fini, pcu11 

ra donner à 1 'avion un mouvement dont 1 'ampli tude dépassera toute expo

nentielle C ~ [o~ ~..(..(0), aussi faibles que soient l'intensité de 

cette force et sa durée d'application, 

••••••••••• 
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En effet, soit p" ce zrSro, J,.t (:;;(po)) ~0 J 6t[fo): cl o 

En posant p-f>o: ~ 1 cW- (~(l'))::- ~C~) , At.lj. (~(flJ) = H[;-) 

les fonctions ~(~) et H ( ~) sont holomorphes autour de ~ :o , et 

1 'on a ~(o) ~ o • ~ n' ét~nt pas identiquement nul, ndmet 1m développe

ment en série de Nnc-T.r"lu.rin: 

~(}) ::: ~"' ~ ~ -t-ft..t, }+---1 ~ .. f \J 

8insi d'2illeurs que 

lt [ ~) :: Hot n, 'à -+ Ht ~/ t-- · 

. et -l{Po1â-)::. -lo+it 3; l1.â-
1

f ·-

les H\ et l: l étrn:.t des ::1atrices. 

Soit & 1 le premier coefficient non nul dP"ns le développe

ment de »('\-). On g1).r~. alors tt[}):- ~ 9 {H tt13 H~tJ 1: .... ~) r »,4 0 

I;eS oléments de l'adjointe d'une matrice A 
12 fonnule: 

[Adj(.+)].-~-:: ~[~t-_(~~] 
'?J Atë. 

ou mieux: 

ci( dJ- A) éT-l. [A-dj [lt) -d. A) 

sont donnés par 

1 

il en I':isè.ilte oue l 
1 
on a cf[})::- T)l c lf-(1.-J _ 21 (Po 1 }-) j 

l;e orer:1ier tem.e d~·- dth .. eloppement en série de oC}) est 

VI ~"t } '1-l 1 ~"' f Q 

Le nrentier te:nne du d<ivel.oppement de T)t (HC'à ~ -l 1 C,• i ~)) 
est '{)-ll TJL L H1 Zo) 
ou un terme de degré supérieur, si celui-ci ~~t~i t nul. On a donc la 

relAtion: q ~ ~-' 
et ne r cœ:sc~ ouen t t-\ &. ) }!}.('~) , c 1 est-à-dire [ l (P) ] - l , a un 8lé-

ment au moL·s q'J.i te·c:.d vers 1' infini lorsque f tend vers ~0 • 

..... ~ ..... 
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Il existe donc une colorme /\ 0 telle que l'un dea éléments au moins de 

[-l{p)J-1 fto tende vers l'infini lorsque f tend vers f>o . 

L'image symbolique de la force À 1\ t> appliquée pendant 

1 'intervalle de tempe [ o 1 to) est: 

).. J!-o IJC!._,t .1\oJ.t- = ).. J\o ( ( _ e -pto J 
o 1 -rt-o la fonction - e n • ayant que des racines imaginaires pures, nous 

voyons que l'image symbolique d'une des composantes 1~ dans le mouve-

ment induit pa.r la. force À 1\ o appliquée penda.nt 1 'intervalle de 

temps [ort-o) admet 1 =-po conune pOle. 

Si nous pouvions majorer 1\ {t) Jl"'.r une exponentielle Ce t'P, 
r Lo/.0 , nous aurions 

relation qui est contradictoire avec l'existence d'un pOle pour son 

image s~~bolique. c.~.=i'.D. 

Nous pouvons donc considérer 1:., non-existence de zéros du d~

terminant dans le demi-plan A(f) ) o comme une candi tion nécessaire de 

stabilité. Supposons qu'elle soit vérifiée, et supposons de plus que 

ckk(-l(t)) ne s'annule pas non plus sur l'axe imaginaire. 

DaP~ ces conditions !•équation se résou~ en 

Q est une fonction holomorphe dans le detni-plan. 

P.qr ailleurs, il ré sul te de nos hypothèses que ~{1) j pt tend 

uniformément vers 11 , matrice des masses, lorsque lf] tend vers 

••••••••••• 
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l'infini. 

Nous avons établi en (2 .4. ;. ) que N est une matrice régu

lière. Donc lorsque p tend vers l'infini, 

[l-(P)jptj-1= pl -l[t)-' 
tend unifonnément vers k- 1 • Il en r9sul te que la matrice { -t;(p )1-' 
est uniformément bornée d~ns le demi-plan 6i lP) ?1 0 par un nom-

bre -ft, • 

On peut alors déterminer Q (t) p~r 1 'intégrale de BX'OIIWicb 

Mellin, prise le long d'une droite ot(r) ~ ol.. positif quelconque. 

s'applique 

alors, et l'on aura: 

r~-ldtl Q(t))tcU-:~r~.•ro ll(pr' A-{t) rJ.!rJ 6 {tjr::-ut!A[~j\ z. dAr L; 

~-\~ p 
. 0 

+~ .( ~ \ j /Mt) \ 1_ J.t 
0 

(III, 12) 

Nous avons donc, en faisant tendre ~ vers O, la propoeitiœ 

Si hl l ~ [p) ) ne s'annule pas pour ~(p) ?1 Q , 1' intégrale 

J:/1\) ( Q(t-) \lat-
sera finie pour toutes les exc;_t[1tions appliquées pendAnt un tempe 

fini. 

Nous pourrions prendre cette propriété comme une condition 

suffisante de stabilité pratique pour les avions: (III,11) et (III,12) 

nous permettraient alors de discuter le. stabilité. tJL~is ce en tore 

n'est pas directement applicable: en effet la ma. triee K est singu

li?n-e, les lignes et lee oolonnee correspondant aux paramètres de 

••••••••••• 
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déplacement étAnt nulles, puisque les déplacements ne modifient pas 

1 '<5nergie élastir:me. 

~F. __ d ::o. 
Considérons les paramètres de do placement 9 d pour lesquels 

G~ 

Il s 'Hgi t essentiellement des trnnslations suivant ~ 1 t)~ et 

Oa-, et de ln. rot'1tion .'lutour deO'k_ (troulis). 

L::t rot::•tion "!Uto~r le Qâ- (lacet) coropl~te cette cat8gorie 

d.!1.ns le cRs d'un squelette si tué dans le pla..11 :to ~ • 

Les écoulemer~ ts ~ i correspondants v& rif le:~t: 

~-~d· : f F~ 
éd v, 

et Fi n' e~t oas •m] , c,qr :nous nvons dé,jà éliminé des ôqut~. ti ons (rif. 2. r·:, .. 1) 

les parami:tres 1 d pour lesa' 1.~"'~1 !-J cette circonsb~nce ~. lieu ( transla

tion suiv'1nt Û'X-_ d~.ns le c.r>s r~8r:é~l; t~:r:.slation suiv~nt ()~ et rota

tion .t:lr<.tour de 0 a- rl9.ns le C''lS du squelette plan). 

P'l.r S'J.i te les Cf j.. s' .. ~.r.rrulent pour r :':: 0' les colonnes cor

respOl~dsu:tes de la :·,atrice A :.Ss"3.1~:.Ynent' .f1iüSi que celles de z(~) : 
M (l{l)) s 'rmnul e pour p ::: 0. 

Cos 1-.aramètreo .L:1troduisent do;.c une instabilité à fréquence 

nulle, mais elle n'est nas gênante·: elle correspond à la maniabilité de 

l'avion d!.>.ns les é~;olutiuns elu type "tonneau". 

Il suffi~, pour nous rEt.mener au critère précédent, de rempla

cer ces pBrRmi'::~res ~tl' leur d:.~rivée par rapyort AU temps: ceci reviendra 

à diviser .lJ-(_.t-[,)) p.or p-h_ -h_ étant le nombre de ces )l'lrrunè-

tres, f!·J.e r~·:Jus e.p-;x;lleroLs 11 p9.r~.m: tres de ma.niabili té". 

?o•}r 1 'applic· ~ti on pi'R tique de ce critère, nous utiliserons le 

t1:,~orbne de Cnuchy: ~Ji une fœ1ctior: J(p) est holomorphe 21. l'inté

rieur d 1w1e cour1~e C, continue et ne s' n!lnule pas sur le contour C, le 

1 ..... ..... , 
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nombre de zéros de j ( f) à 1 'intérieur de cette courbe est égal au 

nombre de tours décrits p=tr le point i [ p) autour de 1' origine 

quand r décrit c. 

Supposons d one 

naire pur, et prenons le 

Jet [~(r)) 
que -~ ne s'annule pa.s pour r imagi-

contour C ci-contre. Cette courbe contiendra 

tous les zéros de t!4-{l{p)) dès 

que le rayon R du demi-cercle se 

assez grand. Nous connaissons 

1 'allure dec!J (~[1)) / p -4_ sur le 

demi·-cercle: cette ouanti té est 
, . l t .. ~- -1\._ L L (- j) equ1va en e a p ~lM 

son argument vRrie de-[~-1111 
à [111- ~ J îl puisque M(li)) 0 
ainsi que nous l'qvons vu en 

(2.4.3.). Par suite, si le point 

représentatif de~ (t[p))/1-lt__ 
fai t moins de ~ - -h.._ demi-

tours autour de 1 'origine quand f varie de - ( ~ 

aura une :recine dans le demi-cercle, l'avion sera instable. S'il fait 

~ -""'-- demi-tours, il n'y aurn ~)A.S de rncine, et nous serons dflns les 

co~1di ti ons de stA.bili té. 

On peut remarquer par ailleurs ~ue si on rempl~ce par 

sera remplacé par la quantité conjuguée. La v~riation d 

son argument est la même quand la. V'13.riAble va.rie de à 0 que lors-

qu'elle VArie de 

valle 0, + 

à • Il suffira donc de se ramener à l'inter-

la variation d'argument devra être de ' 1 • 

Comme doit @tre la valeur de 1 'argument pour 

, on voit qu'il doit partir de la valeur 0 pour • On 

peut donc énoncer le critère pratique: 

..... ~ .... .., 
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(III,13) 

, -h_ étant 

le nombre de par~mètres de IDEt.nia bi li té envisagés, p vt:triant par va-

leurs iJM.ginaires pures de 0 à + C lX> • 

Si la courbe fait V) .. .ltj l, demi-tours autour de 1 'origine dans le 

sens direct, l'avion est stable. 

~-:_·~_e_:_~_l_:_:_·a_:_:_s_~_tl._· ;_.om_po_b_:_m_o_;_· :_d_:_d_•_, _:_~-8-~-~-=-u_~_s_~_:_:_s:_a_~_l_:_~_l_J._. e_r_s_i_n--_~1 

Lorsque nous ferons varier un pA-ramètre, la vi tesse en parti- 1 

culier, le nombre de aéros ne pourra changer que lorsque la courbe pas

sera pa.r 1' origine; ce pl,énomèn«; définira les vitesses cri tiques. Nous 

évaluerons le danger d' instabil:L té, dans les cas stables, par la proxt .. 

mité de la courbe et de 1 'origille. 

Pour calculer effectivement des déterminants d'ordre quelcon

que; nous avons proposé une méthode (Bib1.5) qui fournit en meme temps 

le polynôme caractéristique et :t•adjointe; elle a l'avantage pratique 

d •t;re systé.rnd1que, elle est réalisée de façon entièrement autcutique l 

1 •o.N .E.R.A. avec des machines mécanographiques à cartes ~rforées. 

nous permettre 

donc d'étudier les vBriations d1e la courbe caractéristique en fonction 

des variations des paramètres. 

Lorsque nous aurons d·5terminé la vi tesse cri tique, la valeur 

correspondante de p Ji, sera la pulsation cri tique. Une colonne quelconque 

de l'adjointe de -l (fj) (elles sont toutes proportionnelles ~4èa que 

le déterminant est nul) nous donnera la valeur de Cil susceptible de 

crot.tre indéfiniment en amplitude, donc le partliDètre (ou l'aeaooietion dt 

J:flnuaètres da."1gereu:x) (on déterminera &insi s'il s'agit d'une inetabilit4 

de gouverne, ou d'un flutter général de strt,.tcture). 

nous ind1-

quers. dans quel sens il faut modifier les messes et rigidi téa de 1 t mOn 
pour augm.enter la vitesse critique. 

• •••••••••• 
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Nous sommes donc en possession d'un critère valable moye:nnant 

les b.ypoth(~ses que nous avons énoncées (II,40) (III, 10), et qui nous per 

met de do terminer 1-: stabili tr5 à l 1 rdde des transformées de Laplace de 

cert.':lins écm..:.lernellts, povr les v.~ le1.1rs purement imaginaires de la varia-

tle 6> ; ou, ce q:.ü revier:t au m@me, au moyen d'écoulements hamonin,uœ 

réels stnbles. 

Il serre r::p~cli.qua.Lle pr:ttiqu.ement dos que 1 'on connaftra la ma

trice A , soit p·r ~1e mesure sur r:;aquette en soufflerie, soit par un 

cEJ.lcul t!lHOrique ·~cf. ci"P p-itre IV). 

3.).2- c~~ctère i:r:triHs(qte de la courbe de stAbilité -

Supposons oue nous ayons pris d' r:-utres p~tr"'lmè,tres pour décrire 

les mouvements de l •r:vion. Apr>s lir~ôarisntion, ceux-ci deviendront des 

combin~isons li:~ôaires des piY:~côdents, leur colonne Q 1 se~ égale 

à H Q , H (~t:'?:·tt w1e certr j_Le r::ntrice r'~~>-lF,re. 

L'énergie cinéti'lü.e sera 

J_ Q KQ : l Q' F-•K H- 1Q1 

L tl 
si bien cme 1es '"atrices k et K. seront remplac6es respectivement 

par k 1:: H- 1 11 H"' 1 et K1 :: J1-• J< H- 1 

.?~r ailleïJTS, dnns le déplacement le. 

déformée de 1 '~::vion F ~ sera remplacée 9ar 

F ~ :: t FJ' 9 j , : f F J ' E J , ~ H -
1 
E j : f. F J., E d tr 1 

E .j-

nc .1~·ne =te2 T'''t8: ' .. i.els 'fi seront remplacés pn.r 

~~ ~ 1: CP,, f,, H-r E · 
~' l (. l (., 

La matrice A- serq remolnc,...)e œr 

1 ...... ···r· 
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il vient 

-
Par suite la matrice Z:{p) est remplacée par H- 1-l{p) H- J 

et son déterminant est multiplié par [th.} [tt)) 2_ , qui est un noaa-

bre positif. Ainsi: 

Dans 1.U1 ohmgement quelconque des :çara.mètres représentant les mouve

ments de 1 ''lvion, la courbe de stal::ili té est conservf:~e à. une homo

thétie de module positif près. 

Si on veut éliminer ce dernier factev.r ar bi treire, on pourra normer la 

courbe en choisissant des ~ramètres tels que 

..........• 
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CHAPITRE IV 

CALCUL DF:S COf~FFI CISHT'3 A.ERODYNAJ1ilQ.UES EN 

REGIME SUBSONIQUE 

§ 4.1 - EQuation intégrale du problème -

c: 

Nous allons étudier le problème tridimensionnel en nous 

limitant au cas d'un squelette plan : nous considérerons une seule 

aile, dont le squelette sera la région du plan ~-:: 0 limitée par 

une courbe fermée C • 

s 

Nous prendrons comme 

fa ce + oelle des "l:f 
positifs. 

Rappelons les ·données du 

problème : 

Il faut calculer les éléments de lH matrice A définis par 

~~ étant la solution du système 

dans l'atmosphère 

sur le sillage 

----'-------------------------------------------------------------··_·_·_·_· __ ·_·_·_·· ____ , 
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1 

1 (rl ,4} 

1 
1 
1 ___ L_, 

On a posé s z 

étendue ,,, to'~ to 1 • a tm os phf.:re soit finie pour 

Considéror~s 12 fonction 

A 

<f(x_jd''b" 

définie par 
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elle vérifie f:videmment les m€Ines équations, sauf lé::, condition de 

dérivée normr;le sur l'aile oü l'on a : 

A 
PAr suite ln fonction ~ii ,, 1u1e dérivée nulle sur J'aile, 

elle est identiq<Ier..ent m:tlle 

Cf,· est ar:tisymutrique en 1J , et prœ conséquer~t nulle dans le 

plan ~:: 0, en dehors Je l'aile et du sillage. 

------------------~ 

Il en r~sulte que l'on a --------

F\<1: " .t ~ *'~ FÎ" 

et qu'il suîfirr .. de déterminer <( .· da11s le de;-ni-espace 11-- > 0 . 

':ous réduirons 1 'équation 

<::.. 1..( ~) ~i :::: v ' 

en faisant le chan.g:err.ent de VBriables suivant 

. . . . . . ..... 
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Il vient alors 

et l'équation devient [_6_\.JJ_ ~-Po.-~!] 
en désignant maintenant :par Cl le laplacien dans 1 'esp:ice 

Les conditions sur le silla~ deviennent : 

IT.n tenant compte de 1 'antisymétrie en , il suffira 

d'écrire 

,. [~~~~Y- r=O 
équation qui s'intègre immédiatement en 

1 
Enfin la condition ~ur l'aile s'écrit : 

L'équation A '41-:. ~ \.4' possède la solution fondamentale 

en désignant par T"L la distance dans l'espace X 1 ~ , 'b ' 

. . . . . . ..... 
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La formule de Green donne par conséquent 

l'intégrale étant étendue à une 

surface ~ entourant H. , la 

normale étant orientée vers 

1 'intérieur. 

Cette formule est la transcription au cas qui nous occupe de la 

formule de Kirchhoff (Bibl. 6 ) exprimant le potentiel acoustique 

au moyen des potebtiels retardés. 

Appliquons-ln en prenant pour ~ la surface composée par 

une sphère de rayon R centrée sur 

l'origine et par la surface lieu des 

points si tués à une distance À 

de l'aile et du sillage. 

D'après notre condition (II,36) 

1 'intégr~de prise sur cette dernière 

surface tendra vers 1 'intégrale sur 

les deux faces de l'aile et du 

sillage, quand À tendra vers o. 
Comme le résultat est indépendant du choix de ~ nous pourrons 

donc nous ramener à l'aile et au sillage. 

LR condition d 1 érergie finie indique que Cf et ses dérivées 

partielles du 1er ordre sènt à carré 

sommable dans tout 1 'espace : il en 

sera de m~e des produits par è pJv< 

de ~ et de ses dérivées partielles 

Soit ~ 1 'un de ces produits. On a 

donc 

< 

••• lt. • 
~t 

• . . . • 1 
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' i 
__ .1 ___ '-·-· '"·-·----

\ "-· ,{1\ T Il\) < 
0 • 

quel que ou 

désignant par 1(~) l'intbgrale double 

c~tendua Èl la sphère de cer:tre 0, de rayon H. 

Par sui te lrt fonction I ((\~ est sOl!llTl[ible sur ( () i~) , elle 

ser~ inférieure à tout nord-re positif ~ , sauf sur un ensemble de 

mesure finie de valeurs Je .{. 

L • iné{":'Bli té de ~:::cln·m.r~ nous donne 

On E~ donc 

seront major :)s 

par sauf sur un ensemble de mesure i:n.ie. 

Sn désigrw.nt par Il~ L~ distnnce de 1 'origine au :point f-t, , 
on voit que 1 'on peut m9.jorer \ u \ et l G,~.(. "" f sur lu sphère 

par 

et g_ue ~Xli"' stü te l' ir:t(:·r~ele 

I:l : a donc des ? :~,.:s~i grc:;nds que l'on veut pour lesquels 
1 

r:>lle :::>st .Ln:féri .. ··ure t< tout ~ lonnf~ à 1 'avance. 

On. o. do1~c pL:: sui te 

·------------------------------------
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E.' 

l'intégrale étant prise sur les deux fa.ces de l'aile et du sillage 

jusqu•à la distance R. 

La fonction U étant pRire en ~ 4 puisque ~ = o sur 1 'aile 

et le sillage, et q., (Mo~ {tant impair, on en tire immédiatement 

1 o/(Ho) - 4rr \\ lJl 1ï &>< <l(t 1 < ~' 
La relation (IV' '1-) 1.\J, ~ (d) e-T montre immédiatement que 1 'intégl:'ale 

1 
est convergente sur le sillage : elle différera de moins de ~ de 

l•intégrale indéfinie pourvu que R soit assez grEmd, ce qui est tou

jours possible en ~me temps que l'inéga~ité ci-dessus. 

On aura donc 

1 \))(~.)-~tT\\ I.V ~ ciX'-t-( <. Z..E..' 
}) AtS ' 

et puisque i. 
1 

est ar hi traire : 

o/(1'\o): __:!___ \\ ""~ dX..I.~ 
~TT )) A+3 

L'intégrale doit @tre prise a"ec lP normale dirigée vers le fluide, 

sur les deux faces : l'antisymétrie de YJ montre que ceci s'écrit : 

'-\l(t'\o) - ~ \\.~t - ln 

0\J ~(Ho) -- -L \\~~r ~ 

tTC" 

dernier J tx, 0 ) = , 
La fonction 4J définie pP....r 

4-''(l!o}:- _!_ \\ '11()\.,a-)~'-' J.X..tlt 
t..v ~)lfh:...f ba 

, . f . /"\. ' \ 1 ' ~- l.l J ' • ""d \.\ , . -~ . ~ t , .L • vorl 1e w 't' :. n.. T , pulsque _ vnr1.·:·le ce c e ocrJ.a. LJ.On, 
"'lbo 

et que les intégrrües sont ~Jbsolurnen-t et 1miformément convergentes pour 
1 

; on peut vérifier que '-\1 tond bien vers Ô ex, èJ )lorsque 

. . . . . . ..... 
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~ tend vers o, en tout point autour duquel ~ vérifie la condition 

de Cauchy-Lipschitz. 

, ~~ 4.J ~ dXt('i On tire de (IV, 11) 'd~ L H.) ~ - lrr 'ô'(J!- (/ 
r'1>"(,o Ai5 

\ ()L ( -~'t.\ t.. -~Il. -~Pl. 
Comme ~ -= ---\.. ~)-= ~o ~[~\.'L-"!>h'l->]-- ~ [1t-~"-J 

-'Ô "()~'L 'Î 'b ~ "- Il.. s Il..~ 

On voit que 1 orsque ~ o tend vers 0, cette quanti té tend vers 
-~tt. L J -~ L 1-t- ~Tt ) uniformément à 1 'extérieur d'un domaine]) 
Tt~ 

contenant le point Xo, d 4. (nous supposons que sa frontière est une 

courbe fermée r ) . 
\... 

Par ailleurs, 1 'équation !::,......_.:: ~ 1.-L montre que 1 'on a 

nt t ' ~ ~ ~t t • 
~'- - ~-~ - ~ ~ ~ \.-l-~~- ~- :: ~ 4.4- ~'-(. 
_u\.t_... ô x:.. L o\{ ~ -o/'L O"i t.. 
'ô ad- 0 oo o 

1 
en désignant par ~ le laplacien dans le plan X, (i. 

Si '1.> est deux fois différentiable, on peut appliquer à 

l'intégrale 

I , \\:r> 4> ~ ~\ .• A'"'} '*"' ~ 
la formule de Green : 

)\! 4' t:,' .... ~~-v] JX~: \V";:-"'~~~& 
Il vient 

- ! = \\;p \4 [n' 4-'. ~\v J dx J.~ + \ J 411 ~ -... ~ 1 .t-1 

formule dans laquelle nous pouvons faire ~ o:::. 0 , les intégrales 

étant uniformément convergentes. 

Nous aurons donc la formule 

••••••••••• 
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avec 

Le _:rotentiel 4-'~· c1cit vérifier 

(IV, 8) e.- ~~x. l~tf,. ~, 1 r, i ~ --,F'"· J 
f,-~.._ ~x 

En portc.nt daï'.S (IV, 1 ~'), nous :.:•vons une éque.tio:n intét,rrale pour 

déterminer ~ ,· , équation à laquelle il fm1.t joinJre la cond;i ti on 

(IV,7) sur le sill.ng·e. 

Le. courbe r es"t /U'l'i traire : nous pm:.voEs l~-r exemple preHdre 

un cercle u.c-: CHntre ( Xo, 0• ), de r8.~'0n 11....
0 

• 

1: 'intét-rr.le Cll!"Vi1ig:ne devient '-!lors 

Ces rl.cnx expressiO!lf~ s' :~vDlv.ent :par un dévt:;loppE;:nent lirri té -~uto, 

du point Xo, ()• ; J.r~ ieu}:i~·me est éqt:ivelonte à lTTl. 0 ~~ lf.lo , elle 

s 'a.rcnule evec T'lA • 

La pre mi ~re -'J 1.10tU' partie Prin ci œle LIT ~~ , le terme cons-
- . - - ho 

tant {tal't nd- •:l'.fin' 1 'intc;grde \\ l L{ "'- ,_ l 'l' 1 e-lv.. <~.>< J.<t tend 
r ~ ~ visïblt:?mG.lJt 'mrs 1-' :,•vec rz _, • C:o !'J8Pt donc ocrire : 

___ j_ _____ ._ _________ _ . . . . . . ..... 
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§ 4.2 - Héthode numérigue de résolution -

L'équation intér~ale du problème ne se ramenant pas à un 

type classique , nous pourrons chercher à la résoudre numériquement 

par une méthode de superposition. 

Considérons, en effet, un système complet de fonctions ~; 

définies sur l'aile. Quelle que soit la fonction~ définie et 

continue sur l'aile et son contour, il existera une combinaison 

linéaire finie ~ \;1"· telle que l'on ait 
i 

et d'après l'inégalité de Schwarz 

\\A 1 ~- ::cÀ; 4; 1 c.IY.J.} < E. ~A~ (A) 

~ étant une fonction continue sur A, on aura : 

\ \~; ~ .t )( .._~ _ \\ f ~ >-, ~ z 1 r ,. x ~ 6 \ < i ~ A.;...< A) , ï'- ur 1) 

L'espace des fonctions SOID.Il1().bles étant complet pour la norme 

Il ~ 1\ ~ \\A \-:!\ J.X. dl' , et 1 'es pace des fonctions con ti nues 

y étant partout dense, ce résultat reste valable si 6 est une 

fonction sommable quelconque: 

Si les ~~· forment un système complet sur 1 'aile, et si ~ 

j est somma ble, il existera une co~binaison linéaire finie des 

~~ que 1 'on pourra substituer à ~ sans introduire une erreur 

sur les coefficients aérodynamiques supÉrieure à E. • 

Pratiquement, on pourra donc se donner ù priori 1.l1l certain 

nombre de fonctions ~~ prises dans un système complet. On en 

déduira, par intégration de la relation (IV,5) : 
lltcxr .. - e:t' ",_~ ... ~ 

• • • • • • ••••• -----·----------------------
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avec la condition qJ = 0 sur le bord d'attaque, les valeurs carree~ 

dan tes de 4.1 et l'une des formulee (IV, 1 2) {IV, 13) donnera lu valeurs 

correspondantes de ~ si lee fonctions qu'on a' est données sœt 
'Ô~ 

suffisamment régulières. 

Il restera à obtenir lèe combinaisons linéaires approchant au 

mieux les potentiels ~,·cherchés, pour lesquelles on connatt la valeur 

de ~ (fornmle (IV ,8)). 
(l"'S 

Nous allons à cette firi ut~liser la formule énergétique (III,7) 

C\C1-) \\\iwwT;a) ot,.~~~ <X 6\ \~L?J1~-I)-l,M-) 
qui donne t5\ ( H ( E"'- , E"- '} > 0 

si on pose, E 1 et Et.. étant deux écoulements quelconques, 

On a. donc, si r n'est pas nul 

H vérifie évidemment les propriétés 

H ( ~ E 1 , E '-) ::: >-. H ( E" 1 t ~ ~ 

H ( E .. 1 ~tt)~ ~ H ( ë1 J EJ 
mais il ne présente pas la symétrie ·hermitienne, en raison du caractère ,, ,, 
dissipatif des écoulements en atmosphère illimitée. 

Considérons la sui te d'écoulements indépendants ~ , E: lJ·-. 

--. ê r 1 •• -.. définis à partir des fonctions ~c.· que 1 'on s'est 

données, et cherchons à former une double sui te F1' , Gr de la forme 

f1 : E1 G1 =- E1 
~ 

Ft_ :: 'E:.\.. ~ ~l."\ F"-1 c.L =: t:.L + f'\t1 G1 

F~: 'E~+~~'LFt+\>1t" G;:: E!l~f-4.\LG,__+t'-":>1<;.1 
... .. . .. .. . . . 

vérifiant H ( F~·, Ga) i 
:::-0 \'\.., IJr 

t "* r 
-;!::0 rol.lr (..-;::;' a 

••••• • • •••• 
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~-.-ous allons en montrer lB. possi bi li té pa.r récurrence 

supposons ces cie1)_X propriétés vérifiées pour ~ et ~ < n . 

Nous chercheron.s ~ -: t ";. \ -n,,.1 F'"' ·" -i \ 1\ ·"'·L F'"·l1" · · · t ~ "•1 F1 

G"' ~ E. '-\ + ""'· , .. , G"., 't tt,,,. L G ""L + ... t f,. ·" G, 

rous voulons svoir, pour <.. <. ~ 

H(F~ G-~.·)=o 

ce qui ~lonne 
H( ~ G )+ ~ H (r-.. , G.·',-::. 0 c:. -n. ' ~ A'W\ , •· \ .. 

et détermine ~"' ~ puisque 

De m~me H ( F"· 1 G ... ) == 0 nous donne 

H ct\. , 'E ~) + r " , , H ( t:"",. , G .. ) ::- o 
F"' et G"' sont complètement déterminés. 

Il nous reste ,~ prouver que 

"Rem.Brql~ons que 

et des G.: rour ~ < n • 

f...., - G-, est une combinaison linéaire des t"· 

Les f:· penvent visit:·lenent s'exprimer comme combinaison des 

E ~ , qui, eux-m6mes s'expriment au moyen des G .. : • Par sui te, on a 

une relation 

r G = '"' - "' 
d'où Y ( F"' , G ~) ::: H rF~ , ~"'' + ~ ~. H ( tY\ , G ~ ~ 

' : 1 

~ r 'est pe::.= nul, sirŒ · 0:1 °1;rR.i t) <-~;:--- E~xprimant F .. . , , f ""l 
1 

••• f 1 

er fonction de ,,_ne relation 

E ~ ~ \-> .... E "'"'"' -+ ('1 E .1 ::: o 
ce qui Yl t éi phs liP."J_ puisque les sont i.ndépendants. 

C'r -:'t donc c.~.F.J. 

. C.J_s fo:r-mŒ'l~.i .t::.:Lnsi une dou-hle sui te biorthogo:m:le pour 1 • opéra-

__ 1 ______ _:_':_ H · ____ _ . . . . . . ..... 
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Supposons maintenant que l'écoulement cherché E puisse se 

mettre soue la forme 

On pourra exprimer l~s E ~ en fonction des F:· , donc mettre 

E sous la forme 
,· = 1 

et l'on Rura H( E· _f; ~.-F",, Ga-):: 0 

ou 

formule dont on peut tirer 

On peut d one énoncer : 

---H ( E , G-3' ) - ~& H ( r~, <r~) 

H(F~, ~cr) rd , puisque 

Etant donné une sui te d'écoulements E; indépendants , il existe une 
" seule combinaison linéaire <~ El ote. 

telle que 
v:t 

y oor- d ~ 1, t, .. - ~ • Nous considérons cette combinaison linéaire comme 

une valeur approchée de E' • 

' ' . 
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En résumé, on obtiendra une résolution numérique approchée de 

notre équation intégrale de la façon suivante 

1 °/ On choisit une famille de fonctions ~~ deux fois diffdrenti~ 

complète sur l'aile. 

2°/ On en déduit les fonctions 

3°/ On calcule les fonctions 

4°/ On calcule les nombres : 

tJl ') en intégrant (IV, 5) 

~par la formule (IV,12) ou (IV,13) 
'ê)Îf 

5°/ On forme la sui te bi orthogonale t=:,· , G-i par la méthode indiquée, 

en vérifiant que les nombres J.-\ ( rj ' (ret) ont leur partie réelle 

positive. 

6°/ ~ ayant la valeur indiquée en (IV ,8), on obtient les 

coerri~ents du développement en série de 1 'écoulement cherché sur 

lee 'f" · par la formule _ l\ l~ Q.(k)X- \ 

~· H (!'="a. G~)=))A e ~;t 1 ~~ + k~j olX <t~ 
où 4-J~: désigne la valeur de ~ dans 1 'écoulement G ,· • 

Tous ces calculs ont été étudiés dans 1 'hypothèse ~ ( 1') > 0 

Mais leur prolongement par continuité au cas G\ ( V')~ ù est posai ble. 

En particulier, dans 18 formule (IV,12), l'intégrale sur le 

sillage reste absolume~t convergente puisque, d'après (IV,8), \ ~~ 
est non croissante sur le silla~ pour 6\ ( ~)~ 0 et que 1 'inté-

( -hrt. [ 1 grale ~ e. l'!} 1• krt cl)<. est absolument et uniforméalent 

convergente pour ~( k)~ 0 , l h \ borné • 

1 
••••••••••• 

---------------------· 
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S 4.3 - Cas des écoulements c\rlindrigues - /)ile droite et aile en flèohe -

La méthode des tranches, que l'on utilise le plus souvent 

dans le cas d'une e~le droite, consiste à supposer que, pour cha

;ue sectior~ d8 1 'o.ile pour un plan pn.rallèle à :c: 0'\s", tout se 

panse co:~t.me si 1 'écot4lement était cylindrique, <f étant indé-

penùe·~t de ~ • 

La méthode générale s'applique dans ce cas, et les intégra

les inte1'Ve~1ant dans (IV, 1 ~>) se ramènent à des intég-rales simples, 

à condition ·rc.c 1 'on ait d'abord calculé 

1, :: 

avec 

En posant 

1
1 

devient 

\
~ 00 .. l< ~" 

e.. \ cA~ :. 
•()C:) 

l:'our calculer I 1. qui devient :pé:.r le même c~~angernent de 

variables 

intégrons par narties 
..L )?Q e- h.o~J..<f r ~ -=-

- 00 

Il vient 

( ~ ~ - ito< ~ ~ r n I 
I ~ ::: tx )_,_, ~ L «'~ lf -~ cl~ 

d'où 

. . . . . . ..... 
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et par sui te 

On possède actuellement dee tables très complètes (Bibl. 8) des 

fonctions cylindriques d'ordre 0 et 1, qui permette~t d'eff~ctùer les 

calculs numériques. 

Dans le cas d'une aile en flèche, on peut chercher à supposer 

que l'on a un écoulement 

D( étant l'angle de flèche. 

On peut appliquer à celui-ci une méthode analogue. 

l'•Iais on peut se ramener au cas précédent. 

Remarquons, en effet, que ~ vérifie 

\ l t ~ t~ t~ ~ ~-t,;--:L] (~) 
"'ê) X..\. /") () L 'd ~ L Q.. l- "'"l7C-

Soit, en posent ~ 1 
:: x. <.cr.) tX. t d 1 ~ lX. ~ 1 

::: ~ (.1,7 0( 

~ -t ~ = [.$- -r ~' 2__ ] t_( 'f ) 
"")x.' '- ""':)a-L. ~ "'d.x' 

L'équation est ln m@me que dans le cas de l'aile droite, au 

chan.gement près de X- en X-
1 et de 1 

~en ~ • 

Il en va de ~ pour les conditions sur 1 'aile et le sillage, 

et l'on peut donc énoncer : 

Dans 1 'hypothèse des écoulements cylindriques, une tranche d'aile en 

flèche d'angle 6l est soumise aux mAmes efforts aérodynamiques que si 

elle volait perpendiculairement au vent, avec le nombre de Ylfich 

~ J : ~ C.OO( • 

Ceci étend aux écoulements variés un r.ésultat bien connu pour 

les écoulements permanents. On constate que dans ce cas les méthod'ea 

de calcul subsonique s'étendent aux écoulements supersoniques dont le 

nombre de Nach est inférieur h ~ • 
C() 0<. 
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