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SOMMAIRE

Chapitre I - INTRODUCTION -

Ce chapitre est une étude critique des hypothéses hebitusllement
utilisdes dans 1'étude de la stabilité des avions (linderisation,
méthode des tranches, incompressibilité, mouvements harmoniques, détermi-
nation de la stabilité par continuité).

On indique que la linéarisation semble actuellement la méthode
susceptible de fournir les résultats les plus valables pour 1'étude de
la stabilité, et on signele en particulier que 1'hypothdse de
1'incompressibilité cesse d'&tre valable pour les mouvements rapidement

variablee guelle gue soit la vitesse de vol.

Chapitre II - LE PROBLEME DE LA DETERMINATION DU MCUVEMENT -

Le probléme est mis en équations au moyen du principe de Lagrangc-
Hamilton, dans le cas d'un avion susceptible de déformations élastiques,
volant dans un fluide parfait compressible. Cette méthode permet
d'étudier les échanges d'énergie. On discute le r8le des symétries.

les équations sont ensuite linéarisées de fagon aussi correcte que
possible, par une méthode systématique; on indique les facteurs domt il
est possible de tenir compte (effet gyroscopique), et ceux qui doivent
néoessairement &tre négligés. les équations auxquelles on est conduit
sont présentées sous forme matricielle.

Ce méme probléme est repris en appliquent directement & la fonction
de Lagrange la méthode de linéarisation. le probléme variationnel corres-
pondant est traité dans l'espace temps quadridimensionnel, ce qui permet
une étude compléte des ondes de choc et des échanges d'énergie dans le
cadre de la linésrisation.

Ceci nous conduit & un théoréme général d'unicité pour les

égoulements & énergie finie partant du repos qui ne fait intervenir aucune

cesee o ....*
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condition supplémentaire : on montre en particulier que la condition de
Kutta-Joukowski, dans son domaine de validité, caractérise les écoulements
permanents que l'on peut obtenir & partir du repos.

On indique ensuite quelques hypothéses relatives aux solutions

du probléme aérodynamique (existence, stabilité).

Chapitre III - ETUDE DE LA STABILITE -

En introduisant la transformation de laplace-Carson, on sépare le
probléme mécanique du probléme aérodynamique.

On donne une interprétation physique directe des solutions
symboliques qui, dans le cas du vol subsonique, représentent des dcou~
lements réguliers méme si l'écoulement initial comporte des ondes de
choe; on montre que si la partie réelle de la variable symbolique est
positive, les relations énergétiques peuvent se traduire dans la
transformation, avec le théoréme d'unicité qu'elles impliquent.

On étudie le prolongement dea solutions pcur:P imaginaire pur
(écoulements harmoniques et permanents), et le cas des grandes valeurs
de_P ¢ le terme de Kelvin disparaft par suite de la compressibilité de
1'air, il est remplacé par un terme du premier ordre que l'on donne
explicitement, et qui est susceptible d'une double interprétation (ondes
de choc, impédance de rayonnement).

On donne ensuite une condition nécessaire et suffisante de stabili-
té b une vitesse de vol déterminée, condition qui fait intervenir une
courbe intrinséque (indépendante dee peramétres choisis pour représenter

les mouvements de l'avion).

Chapitre IV - DETERMINATION DES COEFFICIENTS AERODYNAMIQUES -

le problime tridimensionnel est étudié dans le cas d'une aile

plane, de contour quelconque, en régime subsonique.

LB B R a2 * LR R R Y J
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“n adaptant 1z formule des potentiels retsardés, or est ramend
& une équation intégrale bidimensionnele, pour laquelle on étudie une
méthode de résolution numérique par développemert en série.

On étudie ensuite le cas de 1'aile droite et de 1l'aile en

fléche, en écoulement cylindrique.
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LISTE DES PRINCIPAUX SYMBOLES UTILISES

Q Célérité du son

Avion
gf‘latrice des coefficients aérodynamiques
& Action hamiltonienne
Ad(s L.) Matrice adjointe de ls matrice @
:B Matrice d'amortissement interne
’ F) Nombre de Mach

C Clesse des écoulements stationnaires pour t

N
o

d,)) Flément de longueur
A0 Flément d'aire
d&i‘(‘) Déterminant de la matrice @
Discontinuité
Laplacien
A' Laplacien dans 1'espace

E  TEnergie totale de 1'atmosphire
o
é ’
Colonne | 4 (1 & 12 place n°v)
O

EL 5
Ecoulement de base
ta Paramétre de lindarisation
j(%"_> Energie élastique spécifique de 1'air

g(‘l‘%‘ %) Valeur de t au point 2, 3 ,'b d'une onde de choc

Ceove o sesre
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Composante normale des déplacements élémentaires de

F. 1tavion ( ‘1} =1)
Ecoulements orthogonaux aux écoulements O
3, Accélération de la pesanteur
G é Beoulements orthogonaux aux écoulements Te
\6 Rapport des chaleurs spécifiques de 1l'air
I‘ Courbe arbitraire
H  Matrice de changement de base
HSB‘ H(i) Fonctions de Hankel de premiére espéce

I Vecteur unitaire de l'axe des L

) Vecteur unitaire dirigé dans le sens de la poussée des
propulseurs.

& {Nombre de peramétres de maniabilité

p/afipt

K Matrice des rigidités de 1l'avion
Ko\ Ki Fonctions de Hankel modifiées

L Fonction de Lagrange

)\;‘ Paramétres de perturbation d'épreuve

N\ Colomne des h¢

m‘é Coefficients d'inertie (éléments de la matrice M )

}{ molécule d'air
matrices des masses
Normale & une surface
n
Nombre de paramctres utiles
0O Centre de gravité de l'avion
W, Pulsations propres de 1'avion

ases » LA
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P Variable s:mtolique

P Point courant de 1'avion

W rression de 1'air
W, rression initizle de l'eir

(P Potentisl des vitesses

LP;} Potentiels des vitesses correspondant aux ﬂ‘,

SO* Potertiel harmonigue corresiondant & un potentiel complexe

&@:g@.t\)ro fiquation d'une onde de choc

¥ kpe"Mx

C‘b Paramétres définissant 1z position de l'avion
Q Colonne des C“:

JL  Distance dans 1'espace x ' a‘ '6

01,(‘5) Partie réelle de %

g Masse spécifique de 1'air

go lasse spécifique initiale de 1'air

A Surpression (“lSo étant pris pour unité)
8 5illage

iOpérateur

2 Surface arbitraire

‘(’, Temps

T Energie cinétique
O@ Travail virtuel

T (.) Trace de la2 matrice @

~hx
w e T

U Vecteur déplacement des molécules d'air

LI ) L] L )
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Vg Volume

de 1l'écoulement général
Vv Vecteur vitesse

de propagation normale d'une surface
W 3Energie potentielle

Vitesse additionnelle (la vitesse du son étant prise pour
unité)

1,3\3} Variables d'espace ( #_ dirigée dans le sens du déplacement)
xw%o\éo Variables d'espace dans un état de référence
X = / Ji-p2
2.(P> Matrice d'impédance aéroélastique Hfz'f K+ QZSOA

+,- Indices distinguent les deux faces d'une surface

——

® Complexe conjuguée du nombre complexe @

-—

® Transposée de la colonne ou matrice @

[ ]

® Dérivée par rapport au temps de lz varisble @

(A,ﬁ) Produit scalaire des vecteurs A et P

» Variable muette.
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CHAPITRE

-IKTRODUCTION

§ 1.1 - Nature du problime -

1elotle= §t§b111t6 d'un véhicule

Un véhicule est un engin destiné A remplir une mission de
déplacement. :

I1 comporte deux parties essentieslles :

a) Un dispositif de propulsion, capable d'emprunter de 1'énergie
A une source donnés, et de déplacer le véhicule m'r&cﬁm
sur le milieu ambiant,

'b) Un dispositif de commandes, destiné i mettre 1'énergie du
propulseur au service de l'utilissteur.

En général, i1 est prévu un ® régime de croisidre " dans
lequel les commandes restent immobiles, et ol le mouvement H’Wh
se réduit essentiellement & une trenslation rectiligne uniforme.

Pour que le véhicule puisse remplir ss mission, il est
nécessaire qu'il possdde les deux qualités suivantes :

a) La stabilité, c'est-h-dire la possibilité d'atteindre effectivement
le régime de croisidre,

b) La maniabilité, c'est-a-dire la possidilité pour 1l'utilisateur.
de passer & volonté d'un régime de croisiére donnd A tel autre
qu'il a choisi.

Le probléme de la maniabilitéd ne se pose et n'a de sems que
si la stabilitd eat atteinte.

vefaee
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1e1e2.= Les deux méthodes d'étude de la stabilité -

sens rigoureux du terme. On ne peut espérer obtenir qu'un régime

de

voisin d'une translation rectiligne uniforme.

a)

Par ajlleurs, le probléme de la stabilité est mieux défini
plus facile & résoudre que celui de la maniabilité, puisqu'il
fait pas intervenir les réactions de l'utilisateur.

- - - e - em EB W G W W S W W S m S W W W

I1 est clair qu'aucun véhicule ne pourra 8tre stable, au

croisiére pratique, dans lequel le mouvement d‘ensemble restera

On pourra donc étudier la stabilité de deux fagons :

On tiendra compte de 1'impossibilité d'un régime de croisidre
rigoureux, on admettra 1l'existence de perturbations plus ou moins
réguliéres, et on cherchera & s'assurer que leur amplitude reste
bornée, C'est ce qu'on fait, par exemple, pour dtudier une
locomotive présentant le phénoméne du lacet, et qui reste utilisable

tant qu'il n'y a pas de danger de déraillement.

Cette méthode est la plus proche de la réalité, et elle
nous permet d'étudier la " qualitd " de la stabilité - c'est-a-dire
1l'amplitude maximum des perturbations.

- Malheursusement, c'est la plus difficile & mettre en oeuvre,
car elle fait intervenir un grand nombre de données mal connues
( état de la voie pour une locomotive, rafales de 1'atmosphére
dans le cas d'un avion, etc...), et qu'elle pose des problimes

mathématiques en général trés complexes.

En fait, i1 ne semble pas qu'elle soit applicable actusllement
aux avions, les problémes de turbulence qu'elle pose étant encore

loin dt&tre résolus.

eofens




ONERA Page 3

eo/eee

b) Une deuxilme méthode consiste & remplacer le véhicule réel par
un schéma simplifidé, pour lequel le régime de croisiire rigoureux

gera possible.

On étudiera ensuite les régimes voisins de ce régime de
croisidre, en général par la méthode des petits mouvements, qui
oonduit A des problémes lindaires et homogines 1). On sapposere
le régime permenent jusqu'a l'inatant t = O, puis on appliquera
une petite perturbation d'épreuve.

84 on constate que la " réponse " reste suffisamment petite
au cours du temps, on pourra compter sur une certaine stabilité,

S1 au contraire, on constate que les équations ont des
solutions " explosives " ( mar exemple des expomentielles e)‘t ’
A7 0), on sera certain que le véhicule quittera le domaine
linéaire. ' "

Dans ce cas, seule une étude oritique serrée nous permettre
de savoir =i cette instabilitd east rdellement incompatible avec
1'utilisation du véhicule, ou si on ne conclura pas au contraire &
une stabilitd suffisante en utilisant la premidre méthode.

1e1.3.~ Cas des avions -

- s W S e W - w

Lt'dtude thdorique rigoureuse de 1'écoulement de l'air autour

d'un avion est actuellement impossible : nos connaiassances sur

VIR

1) Voir ci-dessous ( 2.4.1).
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1'influence de la viscosité sur les écoulements & grande vitesse
sont encore fragmentaires, et de nature surtout qualitative
( turbulence, couche limite).

Une approximation satisfaisante dans un grand nombre de cas
consiste & assimiler 1'air & un fluide compressible, dépourvu de
viscosité, et A admettre au'il posséde un champ de vitesse contim,

sauf éventuellement sur certaines surfaces ( sillage, ondes de choc).

Le probléme de la recherche de 1'écoulement permanent, avec

ces hypothéses, est extr@mement difficile.

Mais, par ailleurs, il est inutile pour 1l'étude de la stabi-
1ité : les essais en soufflerie autour de maquettes immobiles

ont en effet montré :

1°/ que 1'écoulement permanent, s8'il existe, est instable dé&s que
ltépaisseur ou l'incidence de l'avion cessent d'®trs trés
petites ( phénoménes des tourbillons alternés de Benard-Karman,

par exemple).

2°/ que cette instabilité n'est cependant pas prohibitive, car cslle
ne crés sur le profil que des actions assez modérées,
Par suite, m8me si on parvenait A appliquer la méthode des
petits mouvements au voisinage d'un écoulement parmanent, la réponse
serait trés probablement " instabilité ", sans qu'on puisse en tirer

de conclusion pratique sur l'utilisation de 1'avion lui-méme.

I1 est donc nécessaire d'utiliser un autre schéma, dans lequel
1'écoulement apparaftra stable par lui-méme. Les instabilités qui
apparrftront deans le systéme complet avion-atmosphére, auront alors
des chances de correspondre & un phéromene pratinuement important:

1'expérience a montré qu'il arrivait effectivement aux avions en wvol

eefens
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§ 1.2 - Etude critique des méthodes usuelles -

"1e2:1 e glgsgifigafign_dgs_inntabilités -

des phdnomdnes d'instabilité, explicables par un couplage mécanique

avion-atmosphdre,

En partioulier, le phénoméne du flutter ( instabilité A
fréquence bien définie) se présente généralement comme un phénomdne
trds brutal, qui ne prend fin que par la rupture d'une partie de la

voilure,

Le schéma adrodynamique que nous utiliserons s'obtiendra en
supposant aue l'avion est constitud de surfaces minces, & incidence
faible. Dane ces conditions, on arrive A des équations linéaires
( dquations de Prandtl), et il semble bien que les solutions de ces

édquations soient stables en elles-mémes,

Par ailleurs, puisque les équations sont linfeires, la méthode
des petits mouvements n'introduirs aucune simplification supplémentaire
ot 1'étude de la stabilité sera conaidérablement simplifide,

Dans ce travail, nous introduisonsd'abord les équations rigoureu-
gses des fluides parfaits compressibles, puis nous lindariserons de

fagon aussi correcte que possible .

Ainsi, d'une part, les réponses au probléme de stabilité quﬁ
1'on pourra en ddéduire auront des chances d'8tre pratiquement 1gportantem
pour les avions réels; d'autre part, notre étude sera rigoureuse ‘
dans le cas limite d'un avion infiniment mince, A incidence nulle.

- e mp e e

Le plus souvent, on dtudie sdpardment deux catégories de

oofues
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stabilité :

a)

b)

La stabilité générale de l'avion, dans 1l'étude de laquelle on ne
tient compte le plus souvent que des déplacements d'ensemble de
1ltavion et des rotations des gouvernes, ¢t ol 1'on suppose que les
efforts aérodynamiques ne dépendent que de 1l'incidence des diverses

parties.

La stabilité au flutter, pour laquelle on tient compte de déforma~
tions élastiques de la voilure, ol l'on recherche une expression
des efforts aérodynamiques valables en régime non permansnt, mais
o l'on suppose souvent que certaines parties de l'appareil

restent immobiles ( fuselage par exemple).

Cette méthode conduit le plus souvent A des résultats corrects,
meis 11 est bien clair qu'une telle discrimination east arbitraire,
et qu'il convient a priori de commencer par une étude globale de la
stabilité, si 1'on veut pouvoir juger de la valeur de ces approxima=

tions.

1¢2.2+ Méthode des tranches -

- ws W e W @ e o o

On admet le plus souvent que les afforts aérodynamiques sur

une section de l'aile par un plan paralléle au vent sont les m8mes

que ai cette section faisait partie d'une aile d'envergure infinie,

psrpendiculaire au vent, ayant un mouvement d'ensemble ddduit par
translation de celui de la section : c'est ce qui constitue 1'hvpothdme

deg t;!gehes *

Cette hypothése semble acceptable & condition que l'aile soit

d'envergure assez grande, de flache assez faible, et que sa torsion
reste faible.

M8&me dans ces conditions, elle conduit & une expression tris

incorrecte des efforts asrodynamiques en bout d'aile.

01/000
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Elle a regu différents aménagements, dont le plus connu est la théorie
de Prandtl de 1'aile d'envergure finie, valable en régime permanent

seulemant.

Différents auteurs, en particulier Reissner, ont proposé des
théories analogues, valables en régime varié, mais i1 est trés difficile

d'apprécier les approximations consenties.

En fait, si on traite actuellement tous les problémes de flutter
avec cette hypothese, ¢'est faute d'avoir une théorie réellement tridi-

mensionnelle numérinuement applicable,

Une telle théorie permettrait au moins de faire une comparaison
numérique montrant dans quelles conditions la méthode des tranches peut

8tre appliquée sans danger.

Les essais expérimentaux publiés & l'heure actuelle ne sont pas

assez precis pour donner une réponse déciasive a cette question.
1+2.3.~ Hypothdse de 1 incompressibilité -

On considére souvent que la compressibilité de 1l'air peut &tre
négligée dans 1'étude des écoulements dont la vitesse n'est pas trop

grande,

Par ailleurs, cette hypothese , jointe & celle des tranches, permet
d'utiliser les fonctions de variable complexe et la représentation
conforme pour 1'dtude du probléme aérodynamique - et conduit ainsi A la
belle théorie de Kilssner et Theodorsen de 1l'aile vibrante.

Mais en fait, 1'hypothése d'incompressibilité n'est valable que
pour les écoulements lentement variables, et ceci, quelle que scit la

vitesse du vent.

BN

En particulier dans le cas des écoulements & grande frdquence d'un
fluide incompressible, les efforts adrodynamiques dans la théorie incom -
pressible, peuvent 8tre représentés par une masse fictive ajoutée & celle
de 1'aile ( terme de Kelvin), qui indique si 1l'on veut la " mmsse d'air
entratnd ", Nous montrerons au contraire ( cf. ci-dessous : 3.2.4 )que la

compressibilité remplace ce terme, du deuxieme degré par rapport & la /
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‘que le phénomdne du flutter ne psut pas se produire aux fréquences tras

oo/o .o
fréquence, et en phase avec le déplacement, par un terme du premier

degré, on quadrature, c'est-d-~dire par un terme d'amortissement visqueux ,
que nous calculerons, '

I1 correspond si 1'on veut & une impédance de rayonnement de 1'aile.

Ce fait a une importance pratique considéreble, car il nous mentre

dlevédes, puisque les forces adrodynamiques constituent alors nécessaire -
ment un terme d'amortissement, qui se superposera i 1l'amortissement

interne.

On, peut donc prévoir que ai l'avion est assez rigide, c'est-a-dire
si ses fréquences propres sont assez élevées,les seules vibrations dont
i1 sera capable seront détouffdes par les forces aérodynamiques, et qu'un
tel avion sera nédcessairement & 1'abri du phénoméne du flutter.

Les avions de chasse récents sont asses rigides pour que cette .
remarque joue pleinement: il est done nécessaire de tenir compte do la S
conpressibilité pour dévaluer correctement leur stabilité, quelle ciue so‘i;

la vitesse de vol.
L
1.2.4.~ L*hypothése des mouvements harmoniques - L l

o

|
Kilssner et la plupart des auteurs qui ont étudié le pmbléu ont{’\

étudié & priori les mouvements harmoniques - c'est-a-dire les mouve:ipnta \
ol toutes les variables sont de la forme a coswl  +b sinW&

Cette hypothése souldve de graves difficultés. '!'

5
¢
AN

p e
o ra

D'abord, les phénoménes d'inetabilité que 1'on veut étudier[oxi’ i'\
dernier ressort ne sont pas des mouvemenss harmoniques. Il semble &onc
3 premidore vue, que cette 4tude soit insuffisante pour prévoir la Qtﬂbﬂité

ot qu'il soit nécessaire de faire le calcul dans des cas plus gsnémux.
Nous dtablirens cependant qu'il n'en est rien. SRy é
Mais la difficulté la plus importante est la suivante : le mp— '
ment supposé harmonique n'est pas déterminé de fagon unique par les 5 B 3,-.
N j\ i
équations de la mécanique des fluides, et ceci est également valable '
. ./o. . i E;

t
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pour le cas particulier du régime psrmanent.

Pour pouvoir déterminer 1'docculement, i1 a fallu faire un
certain nombre d'hypothéses, plus ou moins arbitraires : hypothdse de
1'écoulement irrotationnel, principe de la conservation de l'intenaité
tourbillonnaire, condition d'émission de Sommerfeld, et enfin condition
de Kutta-Joukowski.

Nous nous affranchirons ici de toutes ces hypothises, de la
fagon suivante : N
\

Au lieu d'détudier les mouvements harmoniques , nous porterégxs ~
notre attention sur la classe suivante de mouvements, classe que n&m
appellerons C : 5

( a) 1le régime est permanent pour t £ O A
( v ) 1le mouvement de 1'avion est imposé pour t » 0.

Nous utiliserons de tels mouvements pour définir et Studier |
la stabilité, et nous établirons un critédre qui sera applicable si nous
pouvons déterminer le mouvement de l'atmosphdre dans certains

mouvements (C).

Or, nous établirons (2.5.5.) que cette détermination est unique-
sans introduire aucune autre hypothise que celles de la méoanique

rationnelle.

Les hypothbses ci-dessus deviendront donc des théordmes, A
1texclusion peut-8tre de la condition de Kutta-Joukowski.

De toutes fagons, elles ne seront plus nécessaires pour déterminer

le mouvement.

Fous transformerons ensuite les écoulements (C) par la transfor-
mation de Laplace-Carson : les écoulements " symboliques ™ trouvés de
cette fagon recevront une interprétation physique : nous leur ferons
corresvondre des dcoulements réels ol les variables seront de la fbrue

@L(‘b Q,Pt) , @t dans le cas limite ol p sera imaginaire pur, on
retrouvera des écoulements harmoniques. C'est ce cas qui interviendra

00/0.-
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d'ailleurs au premier chef dans notre critére de stabilité.

Mais grfice & la considération des écoulements (C) , ces derniers
écoulements seront eux aussi parfaitement déterminés par le mouvement

de l'tavion,

1.2.5.= Méthode d'dtude de 1la stabilité -

Par analogie avec les systémes lindaires & un nombre fini de
degrés de liberté, on admet en général que lorsqu'un paramdtre évolue
( on considdre le plus souvent la vitesse de vol), le passage de la
stabilité & 1'instabilité a lieu lorsqu'un mouvement libre du systime
avion-atmosphére cesse d'8tre " amorti" pour devenir ® amplifié "

¢'est-a-dire lorsqu'un mouvement libre harmonique est possible.
Les vitesses ainsi ddterminées sont appeldes vitesses critiques.

On admet en général que 1l'avion est stable en-dessous de la
premiére vitesse critique, cesse de 1'8tre au-deasus, et on détermine
par une discussion assez délicate si la vitesse critique suivante

rétablit la stabilité, ou, au contraire, aggrave l'instabilité,

Afin d'éliminer ces hypothéses et les erreurs qu'elles risquent
d'entrainer, nous donnerons une condition nécessaire et suffisante de

stabilité, valable & une vitesse arbitraire donnée, et qui ne fait

cepandant intervenir que les écoulements harmoniques du type défini

ci-dessus,

eefoee
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- L& PRORLEME DE 14 DETERMINATION DU MOUVEMENT
i\
R

§ 2.1 w G t oipémat u vol -
! b

e ew W e W@ W W wm W G W Em wm W W e &

) Dans les premidres études de la stabilité des avions, en
oonsidérait que celul~oi Stait un ensemble de solides articulés i les
d;gr(s de liberté du systdme étaient constitués par les déplacements
d",‘cnmblo et les rotations de gouvernes.

Puis on s'est apergu que les déformations élastiques, parti-
culidrement celles de la voilure, jouaient un grand r@le dans le phénom
mdne du flutter.

Sans traiter ltavion comme un corps élastique continu, nous
pourrens oependant tenir compte de l'dlastioltd em ajoutent aux para-
mdtres précddents un certain nombre de degrés de liberté correspondant
A des déformations élastiques,

, Nous verrons ci~dessous (2.4.3) commsnt un essai de vibrationg
au 850l permet de les choisir et dlen limiter raisomnablement le nombre)

Bous repérerons les déformations de ltavion par rapport &

. un aystdme d’axes A défini dans le meuvement permanent : O est le
Sens du vent oentre de gravité de
- 1tavion, Ox le vecteur
unitaire dirigé dans le
sens opposé de la vitease,

Oz est dans le plan de
synétrie de ltavion, le
triddre Oxyr est direct.

lea déformations étant repdrdes par rapport & ces axes, nous

aurons une représentation de tous les mouvements possidles en ajoutant
les six paramdtres définissant la position du triddre Oxys par rapport
& celle qu'il aurait si le régime était resté permsnent.
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(11,1)

(11;2)

(11,3)

2.1.2 = Cindmatique de 1l'écoulement =

Pour représenter 1'état de 1l'atmosphidre, nous oonsidérerons
un état de référence ol celle-ci est immobile, avec wne pression T,
et une masse spéoifique (, constantes.

M, étant le point ooccupé par une molécule dans liétat de
référence, le mouvement de 1'atmosphdre sera complitement défimi si
nous oconnaissons le point M oocupé par cette moléoule, en fonctiom

@.Hoﬂtto

Lee pointe M et ¥, seront repérds dans les mimes axes fizes
(distinots par conséquent des axes mobiles A définis au paregraphe
précédent ).

Nous admettrons que M, est fonction dérivable de x, y, s, t,
sauf sur un certain nombre de surfaces particulidres. le jacebiem

3(&|‘d¢|3o)
———————— ne sera pas nul, il sera mfme positif : il représente
CD(X; 3!5) »
en offet la densité du fluide par rappert A l'état de référence
m(lovgﬂée) _ _§__
:D Cz‘ \6| b ) SO

Le contact de llatmosphdre et de ltavion stexprimera scus
forme variationnelle en éorivant qutune molécule en contaet aveo la
surface de 1'avion ne peut en général ni le quitter, ni le traverser 3

C;{; ( SH—SI):O ;

A
N, désignant la normale & 1tavion, P 1a variation de la meléoule P
de ltavion cofncidant & 1lt'instant t avec M,

Elle stécrira sous forme cinématique 3

W, h-2):0
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(11,4)

(11,5)

Cette relation peut évidemment tomber en défaut sur une
ligne particulidre (1ligne de décollement).

M sera supposée fonotion continue de M, (deux molécules
voisines & l'instant t étaient voisines dans la position de référenoob
sauf dans un cas : celui des molécules ayant été en eontaot avec
1ltavion,

Nous admettrons en effet que l'atmosphére quitte l'avion le
long d'une ligne L, et sue les deux nappes dlair qui arriveat en
contact de part et d'autre de L resteront en contact le long dfuns
surface S, appelé sillage =~ sans toutefois se ressoudre nécessaire~
ment entre elles.

Cotte condition stéerit :

w,  SH-3H ) <o

ou

(W1 fit-h)=o

en désignant par‘;?s la normale au sillage, et en affectant de fagon
arbitraire les indices + et = aux deux faces du sillage. ‘

Cette derniére relation donne une interprétation du sillage:
otest une surface de discontinuité tangentielle de vitesse, que lton

peut, si 1'on veut, interpréter comme une nappe tourbillennaire,
1tintensité tourbillonnaire étant le vecteur déduit de M* ~ M par
rotation de-rn/z autour de la normale extérisure de la face » {ce
vecteur est indépendant du choix de la face +)e

la théorie des tourbillons rend de grands services dans
1tétude des fluides incompressibles, mais nous ne ltutiliserons pas
ioi, parce que son interprétation est délicate dans le cas des flui-
des compressibles.

En dehors du sillage, nous pourrons avoir des surfaces
singulidres, avec discontinuité de vitesse (ondes de choo) ou d'accés
lération (onde de Mach), mais nous postulerons la continuité de M
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en X, , ¥, » 8,  t sur ces surfaces.

201.3 - Wtri.'l -

Rotre but étant dtétudier la stabilité par les petits mou
vements au voisinage du régime permanent, nous pourrons appliquer &
coux~ci le principe de superposition.

Si 1'avion est doué d'un plan de symétrie géemdtrique et
mécanique, 11 est clair qus le régime permanent postulé ssrs symé~
trique par rapport & ce plan, et qu'id tout mouvement possible corres-
pondra un antre mouvement possible ; le mouvement énantiomorphe.

Désignons par A llopérateur linéaire définissant la symétrie
par rapport au plan, ‘ '

Dens un mouvement quelconque, la vitesse additiomnslle dhun
point M de 1%avion ou de 1l'atmosphére étant V, celle du point symé-
trique A(¥) étant W, nous sommes certains qutil existe un autre mou~
vement dans lequel la vitesse additionnelle de M est A(h’), et celle
de A(M), A(V). le principe de superposition nous permet de définir
deux autres mouvements, en faisant la somme et la différence des
vitesses additionnelles de ces deux-1ki.

On a alors les vitesses 3

Mouvement | Mouvement 2
vitesse de M V= V+ A(W) Vy-V- A(W)
vitesse de A(X) | WizW+ ACV) Wp=W-A (V)

Liopérateur A étant une symétrie, c'est-d-~dire vérifiant
A% = 1, 11 en résulte que lten a 1

'é Vl: A(W‘) {Vl:-A(WZ)
Wi = A (Vi) Wiz~ A(Va)
Nous dirons que le premier mouvement est gymétrigue, le

second antisymétrique. Comme on a évidemment ;3

V= i.{\/,-e\lgl W= i.[Wn-ng
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nous voyens que tout mouvement voisin du régime psrmanent peut €tre
considéré comme obtenu par superposition d'un mouvement symétrique
ot d'un mouvement antisymétrique,

Sans avoir défini encore ce que nous entendons par mouvement
stable et par mouvement instable, nous admettirens intuitivement que
la superposition de deux mouvements stables est un mouvement stable.
I1 en résulte que si les deux composantes {aymstrigue et antisymé-
trique) d!un mouvement sont stables, oelui-cl est stable, eu, oe qui
revient au méme, gud s'il existe un mouvement instable, 11 exister

stabilité est la stabilité pour tous les mouvements symdtriques dlume
part, pour tous les mouvements antisymétriques dtautre part.

Ceci nous permst dono de séparer le probldme en deux parties,
que nous pourrons étudier sépardment, si nous prenoms la préceution
de répartir nos paramdtres de fagon & ce qutils représentent des
petits mouvements, soit symétriques, soit antisymétriques.

Etudiems, en particulier, la répartition des degrés de liber-
té de déplacement de l'avion. Nous pourrons représenter ces § para-
mndtres par trois trensla~
tions infinitésimales sui~
vant les axes et par trois
rotations infinitésimales
autour des axes également.
On définit ainsi des mouwve-
ments symétriques et anti~

symétriques, aveo la répare

tition suivante 3

translation suivant On
Symétriques tranalation suivant O%
rotation autour de Oy (tangage)

, translation suivant Oy
Antigymétriques rofation autour de Ox (roulis)
) rotation auteur de O3 (1acet)
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Remarquons encore jue,dans un mouvement symeétrique, les
vitesses des points du plan de symdtrie vérifiemt V1 = A(V )y elles
sont donc situées dans ce plan. Dans un mouvement antiaymétrique,
elles vérifient V, = = A(V,), elles sont donc perpendiculaires au plan.

§ 2.2 =~ Zyu tions du mouvement -

242.1 = Eouations mécanijues de 1l'avion =

n portant désormeis notre attention sur ltune de ces deux
catégories de mouvements, nous désignerons par Qqy 9oy eoe= Gy les
n paramétres utiles déterminent la position de l'avion.

1)

Négliseons pour l'instant lfamortissement interne de
1tavion.

Celui=ci sera alors entiérement caractérisé au point de vue
méoanique par la donnée de son énergie potentielle de déformatien W,
fonction des qy, et de son dnergle cinétique T par rapport au triddre

A. T est une forme quadratique des q4.
T & 27 w904
Q “j ¢ ({" 1"

L'équation du mouvement de l'avion stécrit alors 3

en désignant pargqg]e travail des forces extérieures dans le déplace~
ment virtuel 5‘1;’. T1 se compose 3

2)

1°/ du travail des forces afrodynamiiues qui s'éerira ’

_j mr[iﬂwdT

A

1) voit (2.4.3)
2) voir ci~dessous (2.3)




Page 17

ONERA

en désignant par W~ 1a presaien, 0P le déplacement virtuel dtun
point P de la surface de 1l'avian, [9P], sa composante normale
extérieure, d¢ 1'é1ément d'aire, soit enocore :

e

2°/ du travail de la pesanteur, qui s'éorira i

Mo % étant le poids de l'avion, éGla cote de son centre de gravité.
39/ @u travail des propulseurs. Evaluons-le dans le cas dfun seul

propulseur, par exemple,
Soit f la poussée, P, son point dtapplicatiem, J le vecteur

unitaire de la direction du jet,
Le travail sera le produit sca-

latre -§ (§8;J) , soit
| 2 5\7
-4 ? d) 95

4%/ du travail de petites foroes perturbatrioes arbitraires, que
nous supposons appliquées afin d'éprouver la stabilité de ltavien|

il atéorira 3 ""Z N yq&

NGO
(11,6) ‘ h Pqy 294
{22 Lo AN¢e _
w | — A"f —_— ? + Mo e —->\
+Jj,q )."élv‘ i(‘B& ) J 99 ¢
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(1,7

(11,8)

2.2,2 = Equations aérodynuiqm -

- e W ws s S W W W W

Puisque nous ushﬂm ltair & un fluide perfalt compressi~
ble, 1'atmosphdre oonstituera un systime mécanique non dissipetif,
dont nous pourrons déterminer le meouvement par le principe de Legrange~
Hamilton,

Puisque nous avoms déterwiné les liaisons mdoaniques auxquellep
elle est soumise (2.1.2), il nous suffira de comnattre scm énergie
cinétique et son énergie potentielle.

Fn introduisant 1'état de référence défini em (2.1.2), en
pourra éorire l'énergie cinétique T sous la forme 3 ‘

L) 5o [ 52052 deodgodyo

Lténergie potentielle de 1'atmosphire, si nous négligecus
1'influsnoe de la pesanteur, sers simplement son émergie élastique de
déformation. |

Considérons un Slément de volume de ltatmosphdre dans llétat
de rdférence : dire que le fluide est parfait et compressible, olest
dire que l'énergie de cet élément A l'instant ¢ ne dépendra que dm
volume qui lui sera offert. Nous pourrons ltéctm H

3(%‘;) Ao d4odyo
et nous pourrons supposer £(1) = O, puisque 1'énergie nfest définie
qutd une comstante additive prids.
Nous pouvons dono mettre thhfw:

Le fff 4508451 -§(%) | dredyedye

l!énergie totale de llatmosphére dtant

E- Sj[igo[i’} § 4 gfj +§ (%f)lc!xodgo 430




ONERA

Page 7

(11,9)

(11,10)

oo $, = Sicu; jss S TE584355 +39% 1rsdgadyo

o./ooc t'
et l'action hamiltonnienne Zﬂ, b J T‘ Ou:
€

Pour exprimer la fonction f, considérons une certaine masse d'sir,
occupant le volume \J, dans 1'état de référ nce. Lorsque son volume sera

> , 8a masse spécifique étant §= %30 , 8son énergie sera :
' o
W - \}o(f (00

et sa pression W , qui est par définition - %[, vaudra

(5
En admettant la loi de compressibilité adiabatique :

u:g’b/= Wo SJV ,

(a« y rapport des chaleurs spécifiques de 1'air, est voisin de 1,41),

11 vient :

$(5)- === ]7

o]

et puisque f(1) =0

fy- == [ 4]

Le principe d'Hamilton nous apprend que le mouvement sera détermind
en dcrivant que 1'action hamiltonnienne Jt est stationnaire pour les
variations de 1'état de 1l'atmosphére compatibles & tout instant avec les
liaisons, et nulles pour t=tp, t =t .

Nous calculerons donc :

S'Jl: < g&| +g&L




' ONERA

Page 20

On a

M- jjsod”‘od%odéos‘:idgki' &Agg +'bo\ S} >
- -{f| . tmodgodse 5:[ £0negoyt3y |4t

soit, en remarquant gue 5’0 o\% Ai&o o\go = 50‘13343
t| i
5&|:-5toolt3§§(n,8)4) g dadly

Par ailleurs 1'égalité (II,1)

q3(*"3:é)
D (%1130

~~
-

3.
S
dormne par di fférenciation :

| (xx,11) .ESZ- =- "“"CS“>

en désignant par div 1'opérateur de divergence dans 1'espace x.y,.s.

On a done

sy ff) £ dio (k)

j Jﬁwxédb[m(@(fv)sn) (orad §(57), bH)J

d'od , par application de la formule 4' Ostromdnky :

st (st 0y o 50

cette dernicre intégrale dtant étendue A la surface limitant le domaine
de régularité de l'atmosphore, c'est-a-dire l'aile et le sillage

t./ltt
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(do aéuigne 1'41ément d'aire, 'V? le vecteur unitaire de la normale

orienté vers le fluide).

Les intdgrales A 1'infini ne créent pas de difficultds si on
suppose que X ( dono 3 M ) est nul en dehors d'une certaine sphére dont
le rayon est fonction du temps; ceci{ aure lieu si l'agitation de
1'atmosphdre a 4té créée dans une région bornée de celle-ci, en raison de
la vitesse finie de propagation des ébranlements. Par ailleurs, nous
supposerons provisoirement qu'il n'y a pas d'onde de choe ( voir
ci-dessous 2.5.2).

On dcrire donc finalement :

Sat- 5}5% m (st (415 -5 M SH )dzdyds 5 é'(% \(H, W) } . :

JH étant arbitraire A 1'intérieur du fluide, 1l'intégrale triple fournit
la relation d'Euler :

Mz-L Grad w
S
Lt'intégrale double sur les deux faces du sillage s'éderit :
SSW(XH*, n})dr+jjw”[§l4", K5 ) do
. + 0w |
soit, puisque Ng=- V’s

ITGRLELELY Ws)des=o

avec la liaison ( II.4) : (yﬂs’ | SH"‘.~ ij bl o)

cette relation qui s'éerit :

L i
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devient simplement, puisque (5' H™ ﬂg) est arbitraire :
wt:- o~
elle exprime la continuité de la pression au travers du sillage.
Considérons enfin 1'intégrale sur 1l'avion.

Puisque nous n'avons pas introduit la fonction de Lagrange de

celui-ci, c'est que nous considérons son déplacement comme imposé. On a

donc :

0P = o dans (11,2), soit :

(Wa 8H) =0

- g D
et 1'intégrale -~ S) W (OH| TN 6‘0")
s'anmile automatiquement sur lui.

Si, au contraire, nous traitions globalement le systéme avion-

atmosphére, cette intégrale se transformerait en :
.-")
..JJ‘GT (92,hp ) do

et fournirait 1'expression des efforts aérodynamiques que nous avons

admise en ( 2.2.1).

Nous avons donc le systéme complet d'équations :

(11,12)

ﬁ:-—;—G{GO\W
’ ;S-o- = Wo '3*)6 ia
W= - 5 (S o (3" %T:T%mosghére

5.2: (D(av‘ar'b) o\ _L‘/;ég:__ 01!.\9(':0
S D (2aede) 3ot
(*?A ) '.4" .)-:O sur l'avion

(WS ] ﬁt h‘): O
sur le sillage

e

TU'+: 13§)

00/0.«
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Ces équntions restent inchangdes si nous supposons les axes de
coordonnées en mouvement de translation rectiligme uniforme, puisque
le temps n'intervient que par des accélérations ou des différences de

vitesses,

Y

§ 2.3 - Etude dnergétique de 1'écoulement -

Dérivons par rapport au temps 1'expression (II,8) de 1'énergie. Il
vient : '

A8 - (([5e[2%0§5 435 ] $15) 55 32 | drodge o -
L3065 23 Jandyey
(1,12) s yormet o sompracer ¥~ L Gad @
5;’%4& par  -div(H} 41 vient dono :
%:.-jﬂ[(é,em\w)»rwm ] Mo dydy =
- -m div (K ) dar dyday

solt, grfce & la formile d'Ostrogravaky !

%tg :‘”’05 [AJ" de

1'intégrale étant étendue & 1l'aile et au sillage, [H_]" était la composante
de ¥ sur la normale dirigde vers le fluide.
_ - o4 v
Les relations w'= w y ("s rH~H 5 = 0 montrent que 1'in-
tégrale s'annule sur le sillage, et en temant compte de '

(V)?,R):(*TX,B) ,
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11 vient :

(11,13)

IE [ (P £)dr

1'intdgrale étant dtendue & la surface de l'avion.

Cette expresaion est bien celle de la puissance fournis par
1l'avion : on vérifie la conservation de l'énergie, comme dans tous les cas
ou 1l'on psut appliquer le prinocipe d'Hamilton.

Nous allons maintenant transformer l'expression (II,8) de
1t'énergie.

Nous avons supposé qu'h un instant ¢ donné, les ébranlements
ne s'détaient pas propagés & l'extérieur d'une certaine asphdre 2~ centrée
sur l'avion.

La masse d'air contenue dans 2 _ a pour expression
Z-[A438)
en désignant pas A1 1'avion et son
sillage.
Cette masse ne varie pas depuis 1l'instant initial jusqu'h
1'instant t , pulsqu'aucune molécule ne franchit 2_ avant 1'instant ¢,

Elle est donc égale au produit par So du volume occupé initialement par
cette masse d'air, soit le volume de 2_ diminué du volume initial de

1l'avion,
Par suite, si ce volume ne change pas, l'intégrale
m [$-80] dacdyda
2~ [A43])
est nulle.

Puisque S aSo en dehors de 2_ , on a done i

(11,14)

34§ [8-80) dee g dy =

e/ ses
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a condition que le volume de l'avion reste invariable.

L'énergie

E:j&S[igo RL‘\'{(%&)J axadyeds, _ jﬁ [.Lsk + o 5] dae duydla

pourre aussi s'écrire :
E. SSB LN + (-—)M[s So]}d’xd‘m

) étant une constante quelconque.

]
Nous prendréns &_(_‘l o
s« 8

L'expression T;—D—g(%o—){- X[S~Sol devient, avec W2 ,_Sg_"_,
LT 100

f
L'expression g(u)—fér@)(f‘“) est mille, ainsl que sa dérivde
par rapport & W , pour W =1, Elle sera do.c toujours positive
8i sa dsrivée seconde, é"(u) est positive,

Ceci a lieu en particulier pour la loi adiabatique, ol l'on a :

$ays L2

Dans ces conditions 1'dnergie totale de 1'atmosphére qui s'dcrit:

(1.15) E%{ 3H+ Io)+ﬁf[l~~]§o\xrixao\5
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et qui était nulle dans 1'état de référence, est positive dés qu'il
y & mouvement: si le volume de 1'avion reste invariable, celul-ci doit

fournir du travail pour la mettre en mouvement.

Cette propriété jouera un r8le essentiel dans la détermination
de 1'dcoulement lindarisé ( cf 2.5.5.).

§ 2.4 - LINEARISATION
1)

2.40 1 - Méthode géném;g_

Considsrons un systéme physique quelconque, défini par un certain
nombre de paramétres S. , vérifiant des équations

S

Supposons que nous connaissions une solution particulidre exacte

de ces équations.

Pour étudier les solutions voisines, nous chercherons une solution
ou les dépendent tous d'un m8me paramdtre € , et qui se réduise &
1a solution 9, pour & =0 .

Si la dérivation par rapport & & est possible, on aurs

e 5 QJJ atSJ;,L -
3&(8‘.)-0 ‘ ‘91, ’bSJh 3) =0

et en faisant & =0 | on obtient les relations :

5 Q Q99 _

4; Csn) [ 9% | -o
o

qui constituent un systéme d'équations linésires et homogénes
en les /b—iﬁ‘—l

[_fBS °

Si nous résolvons ce systiéme, nous aurons une solution approchéde

du probléme en faisant un développement limité au premier ordre :

LI
o=, rel| 2

o-/o.c

1) Cf. Bibl. 1.
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solution que nous pouvons espérer satisfaisante si nous ne nous éloignons

pas trop de la solution 50 .

Pratiquement, on voit qu'on sera amend & poser
8 = TSc)ox elscly
et & remplacer toutes leas dquations du probléme par les dquations dérivées

per rapport & € , dans lesquelles on fera & = 0,
Pour interpréter les résultats, on devra ensuite remplacer

(Sl por ‘S"_.:_[g‘_li . Mais comme les équations sont
homogines au ler degré, le résultat sera indépendant de la valeur attri-
busée & € , on pourra par exemple remplacer & par 1.

2.4,2.~ Conditions de possibilité - Nouvelles variables -

Pour pouvoir lindariser notre probléme, représentd par les équations
(11,6) (11,12), il est indispensable d'en connaftre une solution parti -

culiére exacte.

Nous en chercherons une ol l'avion ne trouble pas 1l'air sur son
passage : dans les axes A, le vecteur I:' sera constant et égal A -iV ’
i‘. étant le vecteur unitaire de l'axe des x, V la vitesse de vol, on aura
W =We , § =$%o . Les équations indéfinies de (11,12) seront

ainsi satisfaites.

Nous pourrons satisfaire 1l'équation

(;fh 1 f.{—.é.) - Q

qui s'derit . .
(T 2) =V (W T)
en prenant}) 1.):0 [ (VF)X fjj):o

Y P

1) D'autres solutions sont évidemment poseibles: on pourrait,par exemple,
considérer une hélice mince de forme convenable tournmant a vitesse

constante.
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Ltavion doit Btre immobile, et se riduire & une surface mince constamment

tangente au vecteur L , c'est-a-dire & une portion de cylindre & généra-

trice parslléles a Ox,

Dans ces conditinns, le sillage se riéduit au pro'ongement arriére

de ce cylindre , et les conditinns { II,12) sont bien toutes vérifides.
Consid“rons maintenant les 4quotions ( II,6).
Elles seront véri ides, et la surface de 1l'avion sera immobile :

19/ Si les paramétres q; dont dipend la surface extérieure de 1'avion

sont constants ,
|
20/ Si les autres paramdtres q. ont une dérivée par rapport au temps

constante, les coefficients Mere étant constants quand les “\ le sont,

Ce sera notamment le cas lorsque C‘ureprresentera 1'angle de r(g‘tation:»

§

propre d'un arbre intérieur : nous pourrions par ce moyen étudier :

1'influence de l'effet gyroscopique sur la stabilits. i \
: \

En fait, nous nous limiterons ici aux 9 constants, et nous prépdron&

nulle leur valeur dans le cas So .

AR

oW L !

30/ Si [ 571}]0: o la position Qo 70 est une position /| :
|

d'équilibre de 1l'avion lorsqu'il n'est soumis & aucune force.

4°/ Si 1'avion reste une surface mince dsns ses déformations evantuelles.

En effrt, "W étant une constante, 1'expression SS 1_31‘]

r,‘\

est 4pgale au produit par W de la dérivée par rapport & Ch_ duvvolumfu‘\“\

'Y

de 1'2ile: slle est alors nulle.
%o/ Si(get 3 sont nuls.
6°/ Si les forces parturbatrices A‘-’sont nulles.

C'~st au voisinage de ces conditions que nous nous placerons,

'
'
)

Conformément & la méthode génsrale, nous introduirons de nouvelles

variables, d:ipendant lindairement du paramztre & , de fagon & retrouver |

la solution So pour €-0,

o-/oo'

Y
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a) Pour les variables adrodynamiques, on a dans le cas So
Ws Wo ‘' fo
La vitesse de 1'air relativement a l'avion étant TV

(e
Nous introduirons la quantité  q- \/ é C‘ V I\O"

qui est la cé1érité du son ( cf d'ailleurs 2.5.2) dans les conditions
congidérées, le nombre de Mach du vol /5 = V/a,

et nous poserons

’m‘:'@-}&ﬂzSon
§= §ot £E80 A
H - Tap+éaW

les quantités A, A' , W introduites étant sans dimensions.

b) Dans le cas 50 , nous voulons que l'avion se réduise & une surface

mince dans ses déformations dventuelles.
Nous aurons donc une représentation paramétrique valable pour

les deux faces P-F (u,o,q{)

Par ailleurs, pour q; =0 , cette surface se réduit & une surface cylin -
drique & géndratrices paralldles au vent, que nous appellerons squelette
de 1'avion réel.

Noue poserons done :

(11,17)

1: F[u,u-,q{) 4 & Gt(u;lfyﬂ(>

les indices + et - correspondant aux deux faces de l'avion.
Par ailleurs, dsns le cas 8,, , ona:

C{C:é 3~ <

Nous ferons donc la substitution :

oo/ eee
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(11,18)

(11,19)

dt

el 5], 4 ¢ ef (38

4 EWo%

eo/ s

9¢ — &9q¢

- &4
¢ Oy
AC 9 EANL

Enfin 1'équation du sillage se mettra sous la représentation paramétrique:

Hi F(‘h\)’,o) "'E—H

puisque dans le cas So le sillage est le prolongement arriére du
squelette,

~ L'avion réel 4tant donné , nous choisirons comme squelette la
surface cylindrinue mince ﬁui l'approche au mieux dans sa position
q,,' = 0 qui est , rappelons-le, sa position d'équilibre, quand il n'est
soumis & aucune force. Pratiquement, on se contentera le plus souvent de

prendre un squelette plan.

Le terme F(u o,q‘) reprisentera la deformation du squelette pour la
valeur correspondante des ‘]u y les termes G = seront un terme
d'épaisseur de l'aile. Nous constaterons que ce terme disparaftre dans
1'étude de 1a stabilits,

2.4.3.- Linéarisation des équations mécaniques -

On fait dans (II,6) la substitution (II,18). Il vient
. Omcp

et . QW
¢ A 2:m%q4~._2733% , t +

24 3%&

2&&:&%&
a<13
ee/0ee
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Le terme WEJ) 9 &] 46 cst identiquement nul, si comme nous le

supposons, le volume de l'avion rdel reste constant dans les déformations.
L'intsgrale double se r<duit donc &

SRR

En déerivant par rapport é € , et en faisant €r o y 11 restera :

N Sﬂjj [ 31&

1'intégrale étant prise dans le cas 50 , clest-a-dire sur le squelstte,
et avec £:0 ,

(I1,17) nous montre que pour £€- 0 f—,] a la m8me valeur au
9

signe prés, sur les deux faces de l'avion.

En appliquant le m@me traitement aux différents termes de 1'équation

on »rrive finalement & 1'3quation :

(11,20)

e == W 1 7P N
2M 9+ 22— +cu5js|/;b qu(}zn_folﬂ\-kdf"}d_

%99

ol 1'intégrale est prise sur la face + de 1'avion, et ol . }(} représente

le terme constant

a5 T 2

qui n'interviendra pas dans l'étude de la stabilité.

Ce systeme d'dquations lindaires pourra s'derire en notation matri-

cielle. o
O .
En d<signant pour abréger par Eu la colonne 1. (Wab)
@)
por E‘; la ligne transposse, nous prserons N
fo)

eefees
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(11,21)

(11,22)

eo/ee.

Q:?E.jﬂ;
2 £ WU&E
«d

2. E;
ud ¢ ')c‘t'qu:

Z E(: A\: ’ ;;

. ZE. B¢ 20 ) F“’ - [:_g%] o \

=
)

2
W‘ ——
ke

P

=
"

et 1'dquation (II,20) deviendrs 3 b \

HQ+KQ +a't, %TE' SS F [/;*-/Sj di: A+® :

¢

Les matrices H et K sont appelées respectivement matrice des masses ét
matrices de rigidités. Ce sont des matrices hermitiennes toutes les .
deux. La matrice M est définie positive, car l'énergie cinétique de !
1'avion, qui f'écrit 3‘: EH C.Q est toujours positive ( s; elle s'an - E

nulait pour Q- © , on pourrait trouver une variation de (y qui n'entraf-
nerait aucun déplecement de masse, les 9: seraient surabondants). Son
déterminant est donc positif.

K est semi-positive car l'avion étant supposé stable dans sa posi~
tion de repos, son énergie potentielle dlastique y est minimum; et par
ajilleurs, les ddrivées de cette dnergie par rapoort aux parametres de

déplacement sont nulles.

Pratiquement, on peut calculer directement la matrice }f , & partir
de 1a “ormule XV = QH Q

La mtrice K peut 8tre déterminde par la mesurs des coefficients
d'influence des efforts imposés en différents points de 1'aile sur les

déformations, eefene
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Une autre méthode consistera a faire un essai de vibretions
( Bibl. 2 ) au sol, l'avion étant dans des conditions telles que

1'équation de ses petits mouvements se réduise pratiquement A

HQ+ KQ-=o
La matrice }{ étant régulidre, puisque définie positive, cette équation
s'écrira : . -1
Q+H KQ=-o
-1
La matriceﬂ K y produit d'une matrice positive et d'une matrice semi-

positive, a toutes ses valeurs propres réelles, positives ou nulles.

1 N
En désignant par W; 1l'une d'elles, (J¢ le mode associé :
-1 . PP
M KQ = Qw
on voit que 1'on obtiendra les mouvements propres de l'aile sous la forme
Q= @ (s wikt)
Par suite, 1'essai de vibration nous donnera les valeurs propres et les

-1
modes de la matrice d K , celle-ci sera entidrement déterminde.

On peut utiliser la recherche des mouvements propres pour réduire
le nombre de degrés de liberté, puisqu'on peut estimer que ceux qui
correspondent & des fréquences trop élevédes ne peuvent entratner d'imﬁ«

bilité.

On pourra également tenir compte d'un certain amortissement de
structure en ajoutant au premier membre de l'équation (II1,22) un terme
E,Q > B étant une matrice symétrique semi-positive. L'expression

%, QBQ =era la fonction de dissipation.

L'expérience ayant également déterminé les fonctions F. - ?—;—g
i in

et éventuellement le second wembre, nous voyons que nous cormaftrons

1'équation des mouvements de l'avion si nous pouvons déterminer la valeur

dedH sur le squelette.

efeae
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2.4.4.- Linéarisation des équations adrodynamiques =

Les équations (II,12) s'dcrivent, en considérant comme une
fonction de 3¢ , é é , £
EE+H %H *H ?f_‘,\e__Graokwo
ot 3%% 3 oy
W - g 3e dans 1'atmosphére

3

c{w—(g H) + 98 . o
]

—a o .
QVLA { H '£> = 0 sur les deux faces de 1'avion

} sur le sillage

En faisant les changements de variables ( II,16,17,18,19) en
dérivant par rapport & £ et en faisant & =0, il vient respectivement :

1w oW L Gfad A4 c O Az b
@ ot ox
M !
Lu&kw +/L.3_ib_ F).a_iio
@ ot 2%
Wi 2 ,l_ a“" 65 ‘)F" /,3_,61 sur le squelette
"L a O’b ‘0%_
+ -
wn+ = Wyyl—
sur le prolongement arriére du
n squelette,
N D

YATE
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Nous voyons que le Yecteur H représentant 1'écart entre le prolon-

gement du squelette et le sillage n'intervient plus :
désormais c'est ce prolongement gque nous appellerons le sillage

En poasant :
(11,23) S;,L'«a—’rﬁi
’ a 2t 2L

en éliminant A)‘ qui ne nous intéresse pas, nous aurons finalement

le‘systéme complet des équations lindarisdes.

(11,22) K5+KQ+&§. %E&SSFJ [};",A’J dr = A+

Grad () + SW):-o
A A S ?’a(mmfhhfe_

dis (W) + 0{d) - o

W Cs(x %” et e sl
W ( RU)tP—o  wdledyn

U]

nt
"n -—
th - wm»
Sl e H“O\%L
/b*': A7

Le systéeme (I1,24) se réduit aux équations de PRANDTL dans le
cag que cet auteur avait envisagé. On constate d'ailleurs, en l'écrivant

dans les axes fixes ( il su“fit de faire/3 =0 ), qu'il se réduit aux

dquations de l'acoustiaue.

Y
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§ 2.5 - ETUDE THEORIQUE DU PROBLEME AERODYNAMIQUE LINEARISE-

2.5.1.- Réduction du probléme pour 1'étude de la stabilité -

Ainei que nous 1'avons indiqué plus haut ( 1.1.1.) pour Studier
la stabilité, nous supposerons qu'un régime permanent est établi st
régne jusqu'a l'instant t = 0, & partir duquel on appliquera une petite
perturbation d'épreuve, et on étudiera la réponse de l'avion par la

méthode des petits mouvements.

Ici, nous avons schématisé notre probldme par un systéme

lindaire. Par suite, la méthode des petits mouvements consistera

simplement & remplacer les variables ) , q > /A  par leur différence
avec le cas permanent, c'est-a-dire & supposer qu'elles sont mulles
pour C<Co eta remplacer le systéme (II,22,24) par le systime
readu homogéne,h 1'exception, bien entendu, de la perturbation

d’épreuve._[\,.

Ce systéme sera donc remplacé par

(11,25) | HQ +KQ +ag, %E& £ [a-)de: A

Grad,(/b) +3'W) -o
div (WY +38(4" =o
(T, 26) W: ) ZF& qé> i le gqueletfe
AR,

A 3 su e é—\’“ac‘_a_

} dans l'aFMO&fhE\Ve)

¢

avec les conditions :

(,271) [Q:z0.Wr:o, Aco N:o pow k<o

00/00.




ONERA

Page 36

e/ e

Par suite, nous arrivons & la conclusion suivante :

Dans le cadre de la lindarisation, ni le poids de l'avion, ni son
épaisseur, ni la poussde des propulseurs , ni le régime permanent,

n'ont d'influence sur la stabilitd.

Ceci peut s'énoncer ainsi :

Pour étudier 1a stabilité, on peut se ramermer au cas de 1l'avion
d'éraisseur nulle, sans poids, en vol plané, rdgi par les
dquations ( II,25,26).

Par ailleurs, nous voyons que si l'un des FJ— est nul, le
paramétre qa’ disparaft des équations adérodynamiques. Cecl s'appli-

aque en particulier au parametre q i de translation suivant Ox , bour

w . _
lequel F‘ = :;—f- est nul. Comme :gc\ est également nul ,
U
les éléments wc,“' n sont nuls : la premiere équation nous donne

mﬂ qli = )“ {{;) et toutes les autres équations sont:
indépendantes de q il est donc inutile d'introduire le paramétre
de translation suivant O®  dans 1'étude de la stabilité, Il en sera

de méme des paramitres de translation suivant 03 , et de rotation
autour de O‘b ( lacet) , si lemuelette se réduit & une portion du;,
\ g
plan 2Oy .
N

2.5.2.= Ondes de choc - Lindarisation du principe d'Hamilton -

Au parsgraphe ( 2.2.1.), nous avions laissé en suspens la
questinn des ondes de choc. La raison est la suivante : si nous
avions introduit a pri-ri des surfaces de discontinuité pour les
dérivées premidres de M dans 1'écoulement, nous aurions trouvé
nue ces di?cvntiquités devraient nécessairement 8tre nulles: les
ondes de choc ne sont possibles dans un fluide compressible que si
on admet aussi 1l'existence d'une discontinuité d'entropie : la

quantité Pg’x sautant d'une valeur & une autre & la traversée de

1a surface, : ../...

—
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Autrement dit, les ondes de choc réelles sont des phénoménes
irréversibles, qui ne peuvent 8tre traités par le principe d'Hamilton

sous sa forme énergétique.

Mathématiquement, on peut dire que le probléme de variations
correspondant & l'application du principe l'Hamilton & des dcoulements

1)

isentropiques n'admet pas de solution discontinue 7.

‘ I1 en va tout autrement si on se place dans les hypothéses de
la lindarisation.

Pour le montrer, nous allons rétablir les équations adérodyna -

miques lindarisées par une sutre voie,

Considérons en effet 1'expression ( II,15) de 1'énergie
(4o fr 8 g[8 W[-i}o\ao\
€ (s ftrg (@) rm [2- 5] faetas

et 1l'expression corresnondante dela fonction de Lagrange :

e R () o D El ey

En faisant le changement de variable (II,16)qui nous a conduit
2 la lindarisation ( en se plagant dans les axes fixes ﬂzfo ) on

trouve par exemple pour E 1'expression

)4 4 5o [area]etalvts [aven] (2] o el dedudy

1) Classiquement, on dtudie une onde de choc en admettant que
1'entropie subit une variation brusque au travers de la surface, et
aucune variation, méme continue dans le reste de 1'éroulement,
Suivant une remarque, de M. CABANNES, le succés de cette hypothdse
arbitraire pourrait s'expliquer en étudiant un fluide visqueux et
conducteur de la chaleur, puis en faisant tendre sa viscosité vers
0. De toutes fagons, le probléme de l'existence d'un principe
variationnel thermodynamique, généralisant celui d'Hamilton, se
pose avec netteté dans de tels problémes, comme dans celui du choc
des solides avec frottements,
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qui s'annule pour -0 .

En dérivant par rapport & € , et en faisant £:0 , on trouvﬂ
une quantité mulle, le terme principal en & est du second ordre. On

l'obtiendra en dérivant une seconde fois .

En se souvenant que 3 "(l) < 6\130 il vient

£. Jjwest] dxoyay o 0 (<D

ot do ntus L = EXE° SSS[W /b"] J\QJ@ + O(e?)

I1 est probable que nous retrouverons les résultats de la
linéarisation en appliquant le principe d'Hamilton & la fonction de
Lagrange réduite & sa partie principale, soit :

‘-’L‘lo 27 -
(ir,28) | V= %Sgg[wféjhdg%

et en prenant les conditione géométriques et cinématiques lindarisdes.

Pour cela, nous posens M = MoteU (EU est le
vecteur déplacement), et il vient

:o.W, Ai@(U):~i

(-V?A |§‘U) 0 sur le aquelette
<i?5 f5U+. SU‘) =0 ur 1e sillage,

Nous prendrons, X4 3  comme variables indépendantes.
L'action s'derit maintenant :
o t‘ -
(ar,2) | &' So|ar ﬂ ] a* [ dio szi e dydy
2 ‘ot

to

.‘/lto
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et nous écrirons nu'elle est stationnaire avec les conditions
SU:O pour E-to ,tit'

Cette fois, nous sadmettrons 1'existence de surfaces mobiles
. U U U 2V
o JF oz ,b‘} ) ’3 $ peuvent 8tre disconti-
nues, le déplacement U étant lui-m8me continu.

No s ne traiterons pas & nouveasu le probléme dans son ensem-
ble: nous allons nous contenter de vérifier qu'il fournit bien les
équations ind<finies déja trouvées,et d'obtenir les équations de

choce.

Pour cela, nous traiterons de fagon symétrique les 4 variableJ
Loy o é » & .« Nous avons trois fonctions inconnues, les

composantes W , O , W  du déplacement U,

Ltonde de choc apparaftra comme une multiplicité & trois

dimensions, dont nous écrirons 1'dquation sous la forme :

t:g(x,;,,g,)

On aura alors:

L et it

s - SOSSSS [(.b.% 3 it) Q d,w U) w(é'u)l v\tobxx%o%

- 5% [ ( aU) m(a,mu&) ( ot dio U go)+.5(addvUXuj

] (24 < Gud eV, 50) dbde dydy

R

At
eofoes
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Dans la premiére intégrale apparaft la divergence d'un quadri-
vecteur de 1'espace U y Ty Y, Y . Cette intégrale est donc égmle
au flux du quadrivecteur sur les variétés tridimensionnelles limitant
le domaine d'intégration.

L'expression Sﬁ: ’ ainsi transformée ne fait plus intervenir
que le vacteur W , & l'exclusion de ses dérivées : 1le \ewwv(g_
fondamental du calcul des variations nous indique que les coefficients
de 93U  doivent 8tre nuls séparément.

On trouve donc :

1o/ 1'équatton TY. = a? Giad dro [U)

Rkt
c'est-a-dire, puisque ?y. caW | o U:=-4
ot
M+ aGfad » -0
ot

Elle est identique & 1'dquation 5(W)+ Giad H= o de (II,24)

puisque nous sommes ici en axes fixes.

29/ que le flux du quadrivecteur de composantes
(%‘é_ 2U) j-a*die (U) du, -atdis (U)d0-, -at dis CU) dw

sur les surfaces limites s'annule quels que soient du ’ pris ,Bw .

Pour les surfaces intérieures & 1'écoulement, plus particulidre-
ment sur les ondes de choc, c'eat l'accroissement de @ flux au travers

de la surface qui doit s'annuler,

En prenant X, ‘4, ,’} comme variables indépendantes sur les

ondes de choc et en remplagant t’ mr é(a,}‘ 'é) , on peut
exprimer ce flux & l'aide d‘un d4éterminant :
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(A

y 3

A()u, S“(H_A?)u §°+ AQ“’ Jw =

2t

00000

. (at,w))
- _ atdue-{U}dw
| §‘)§S

- alduv (U) do-
- aldiv (U) dw

b ode  fydy $idy

dae

(]

(o]

(o]

My

(o]

o

(o]

A

Puisque nous supposons U continu au travers de la surface ,

1téquation de choc s'derira donc ¢

fe

30)
A o\Ao(U) Ju

-2t Bdus (U) 3o
~at A div (U) Xk\)

soit

dt

-t A (dio (L)) duw s N
-at A(alu&(())) SO =
-t D (‘di\:’r(U)) dw = 9

ou

1

o

o

J 4

1

©

J3dy

(o]

4

k£’+ﬁ& +7jg~

0| A (%%+a‘3; dio (0) ) =

( U iat ;y dur(}))) = ©

A (%‘L%Jfa‘ &% c&io(())) e
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B

A [
2t &2 22
A

Par ailleurs, U e’é;ant continu & la traversée de 1'onde,
toute intégrale curvilignej (‘220“} EUA&beA.a*QU ‘Q’a
ot X

prise sur 1'hypersurface b - (Hy,; ’J) prend la m8me valeur sur les

deux faces. On a donc :

[ [y [t Yoo

ce qui exige :

(11,31) (% iz (bx) o, A ®U 8‘3 LU\ A(Q()jb

@}

Chacune de ces trois équations Stant vectorielle, l¢ systime (11,30, 31)
se compose de 12 &quations, lindaires et homogines, qui doivent 8tre
vérifises par les accroissements des 12 dérivées partielles de (L ’
U, W par rapport & t, p -3 t&, b..
Pour obtenir leur condition de compatibilité, projetona les
dquations ( II,31) sur les axes 2, 4> j respectivement et

ajoutons, Il vient

A(oU) + & MGG ey AL )15 A 2 -

[ 54

et en tirant A% A2V AW o (17 50
ot ot 27

_” A(AAUU) X

i a [ﬁ J n'est pas égal & 1, A ((hl} U) est nul,

donc d'aprés ( II ,30) A bU également, et d'aprés (II,31)
pY, AV AY

ox ! ¥ 23 N ausgl.
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Nous obtenons donc la condition de compatibilité :
L l’*f gL
4, tdy = =
2 0§ d3 a1
qui sxprime que la vitesse de propagation normale de 1l'onde de choe

est égale 2 Q@ , et les équations ( II,30,31) permettront alors

d'exprimer les discontinuitds de toutes les dérivées en fonection
de A CdA‘O—U) :_A/S .

Si noua voulons éliminer le déplacement U -]
considérer que les variables H--divU et W =

il suffira d'écrire les dquations (II,30) sous la forme :

AW- a AJJ 6\300\3

et de leur joindre la condition de compatibilité
Zp 1

G’.«Cldf 3~ TL

1l'onde de choc étant mise sous la forme : b :&CMH' '5/)

Si on passe maintenant en axes mobiles , W et -5 ne
changeront pas, les équations seront les mémes en écrivant 1'onde de

choc sous la forme t:&(r-ﬁabla»lé)

En les prenant sous la forme plus générale :

L (xgi30h) o

d'ou

\

{2

! / !
. é%: +y , - :~a$(§§)
A S S

nous aurons finalement les équations de choc mous la forme :

eefeos
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Grad 2 Ab + SCﬁ) AW -0

(11,32) sur la surface i -0

vérifiant Gyad P - [S(§)]L

’i‘\

I1 suffire d'ajouter ces relations aux équations aérodynamiques
( 11,24) ou (II,26) pour obtenir les écoulements avec ondes de choc.

2.5.3. = Potentiel des viteases =~

Plagons-nous dans les axes fixes et considérons 1'intégrale
(f ( k) - —a S A4k

la valeur de H étant prise au point fixe M,

Si aucune onde de choc n'est passée en M dans l'intervalle

(o,{t ) on aura

t :
Grad Y :-ms Gvad » dk 3 W dk = W) W)

o
Ce résultat reste valable si il y a eu passage d'onde de choc, &

1'instant to: &(H)
On peut écrire en effet :

-L () Sﬁ \it 1 j;{k))oalb

d'ol

b G{a&(-f:jﬂ&bw\/bdt G¥ad 5 /b(d{ﬂ) o) jé(e\fa d» db -
a . "

_ Gradf. (f)+o) - Staaau &b - Giad §. A3
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Les relations %_L_V__, a,Gnal,):ol AW- q Gfad,(‘ A5 permettent

d'scrire cette quantité sous la forme :
_ ¢
S awe 5 W awl
a o 2t

~6vad § - W(E)-W()

Par suite, si le fluide $tait au repos jusqu'a 1'instant tr-o , 11

existe un rotentiel LP tel que :

(11,53) Wz Gad ¥, A-

a

(%% i Q-o PmW“}(o

(? est continu partout, & l'exception des points qui ont été en
contact avec 1'avion pendant 1'intervalle (o,t), c'est-a-dire du
sillage.

Ses d4rivées premiéres seules sont discontinues & la traversée

des ondes de choc.

En dehors de crlles-ci, 1'équation de continuité

. 1705 o
‘hv('w)ﬂla ot

montre que (.e vérifie 1'équation des ondes :

MY - L |

al ott
A désirnant ici le laplacien,

En passant de nruvesu aux axes mobiles, on peut éliminer
complitement W et A des dquations, et dcrire le systéme

(1I1,25,26,27) complété par la considération des ondes de choc, sous

oo/ oes
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(11,34)

la forme :

4) HQ+KQ+ag°ZE JS [y~ s(g) ] da= A

2) AY: 5'(4) daus lahwoipheve
[6rad £]%- S(®)?

3) { [6rad § S(&)-6iad #.5¢)]" = [ 64ad § 5 (%)- 6iad $3(0)]
Y ml:'nut 3wk l'omde de oc £ = o

W [3E] = S (56 aj) s le syulede

T340 [ [SO]: [SI0] o b g

6) Y:o,%:0, A:-o Poun/*(o

avec pour mémoire

W- G{.\o\‘-{) | A:-S(‘f’)

2.5¢4,~ Bilan énergétique dans le cas linéarisé -

Reprenons la formule ( 11,13) qui exprime la conservation de
1l'énergie avant lindarisation

%% :“A"w(ﬁ}.f)do“

Nous avons vu en 2,5.2. que 1l'énergie E avait une partie principale
en & qui s'éerit :

ufjﬂ[w A1) dady 4

En tenant compte du fait que le volume de l'avion est supposé

congtant, on trouve pour le second membre de (II,13) une partie

principale du second ordre également )
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1'intégrale étant prise sur la face + du squelette.

L'écoulement lindarisé doit donc vraisemblablement vérifier la

relation :

M Wz*laua‘daé‘:a SS W, [a% 4] de

(11,35)

&|e

Kous allons vérifier cette formule dans le cas général des dcoule-

ments avec ondes de choc.

Plagons-nous dans les axes fixes, et considérons 1'intégrale

”S wz» b dy oy

prise & l'extérieur de 1l'avion,

Les ondes de choc et le sillage pourront découper ce domaine

en plusieurs domaines: soit D 1'un d'sux.

On aum :

) ¥ty 3“2t of 4 e

)

V étant le vecteur vitesse de propagation de la surface limitant

D, \An se mesure sur la normale orientée vers 1'sxtérieur de’]) .

Comme

2 (w-v:) WA 1420 o o [WGiad s padio W] <-o dio (Wa )

A-/Au
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(11,36) _'ZL_

L Sty [v %2 i) ar

VAT

on peut écrire :

¢
PX

S1 une portion de 2 est constitude par une caractéristique

VzS CLL , 1'intégrale correspondante s'écrira :
- 2
il ) [w- é.\il Vi do
2 a

En particulier, si une onde de choc partage D, en deux domaines ;]),
et Jo , il faudra ajouter & 1'intégrale sur la frontiére de ;). + 0, ,

1tintégrale sur 1'onde, qui est la frontidre commune & D, et P,

L) a]y  D  y f A

- AV
et comme V”l = ~Vyh_ d'une part, le vecteur W - "o étant
continu & la traverséde de l'onde d'autre part, cette contribution est

nulle,

Par ailleurs, sur le sillage V est nul,“‘,h est continu
puisque W;, et ) 1le sont : la contribution du sillage est également

nulle.

La formule { II,36) est donc valable, 2_ constituant la
fronticre de D, quelle que soit la position de D par rapport sux

ondes de choc et au sillage,

Prenons en particulier pour D 1'ensemble des points dont la

N

distance aux points du squelette & l'instant t=0 est plus grande que

akb .

La surface limite 2. est une caractéristique , dont la vitesse

de propagation V,‘ , mesurde vers l'extirieur de D est ~ @

eofees
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En régime subsonique, l'avion ne comvorte aucun point dans D,

on peut donc écrire :

4 mv f:%fhaa‘aaé -3 ﬂ [W- %8|

L'intégrale est donc non croisssnte: puisqu'elle est nulle pour

t=0, elle restera identiquemgnt nulle : W et 5 restent nuls en °
dehors de 2 , W- \LA—- est nul
sur 2_, de part et dtutre
puisque ce vecteur est continu: on
en déduit que si on impose brusque-
ment & l'instant O une vitesse
normaler, & 1'avion, il partira
une onde de choc de 1'aile, qui
sera la surface 2. ci-dessus, et

que la valeur de -5 sur le front de 2_ sera égale & la composante

normale extérieure de W : en particulier, la pression initiale sur

1'avion sera donnde par la formule :

) | Ay W], ;A [ W],

[

qui est indépendante du nombre de Mach ( ce résultat s'établit

d'ailleurs aussi bien en régime supersonique).

Prenons maintenant pour D 1'éxtérieur de la surface 2_ 1lieu
des points situés & la distance A des points balayés par le squelette
pendant 1ltintervalle (o,t) .2 est fixe dans les axes fixes. On peut

alors écrire :

252 ¢
m:pw;'b o\/x«hdo\na E QSﬁt Z[W)a_]\qolo"

en désignant par 1 la normale dirigée vers D,

H/o-c
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Lorsque 1'épaisseur \ tend vers 0, le premier membre tend

. X WAt
vers l'intégrale dans toute l'atmosphére de

y qui est
supposéde essentiellement finie, et pour laquelle on trouve
1l'expression E
a Lowm j au:Jj W, 4 de
A’)o o z
En considérant deux écoulements £ et E ’ représentés par les
variables W, A d'une mrt, W', A'  drautre art, on

trouvera de méme :

m [ww 'u:)a'l dedydy < a f‘;‘; Sf[wq/a‘:, W,ﬁ,%lolv* |

Nous allons profiter de cette formule pour préciser de quelle
maniére leas conditions aux limites doivent 8tre vérifides :

)

(11,38)] -

js [Wo-W, ]2 de 2k «55 w' s 4 )d e

Nous exigerons que W") tende vers sa limite Lw,,l o de sorte que

jj [Wo-Wy,] 240

)
tende vers O quel que soit 1'écoulement £

(vérifiant JJS W_%l‘}dwhd c\b <Aoo )

Nous exigerons de m8me que sur le sillage WH - W\; et ét A

1'intdgrale

tendent vers O de fagon que les intégrales

tendent également vers O quel que soit E ) .

Grfice & ce choix, on aura les deux propriétés suivantes :

1°/ La superposition de deux écoulements vérifiant la condition
(II,38) définira encore un écoulement les vérifiant. On sait que
wll"’a\ 1
1a condition &Sj 2 o\'xo\@‘ci\ﬁb < 4 0®  ge conserve dgalement
par supserposition.

‘O/Q..
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20/ Zn faisant E : £' , on trouve la relation

dacdyd = o et fatjs W, 2d ¢

Ado Y
2

formule qui remplace et précise la formule (II,35) de conservation de

1'énergie.

- am wn we e e ws A

Il ¥sulte immédiatement des considérations préé¢cédentes que si deux
écoulements E et E 'ont 1a méme valeur de Wv) sur le squelette, leur

différence constitue un &coulement vérifiant :
7, Al
i) o\/:o\td ‘{6 o
b P

en dehors des ondes de choc =t du sillage, seront nuls partout :
les e'conleunenly K, £' seventl fo\euh’cvue_s )

Par sulte

W el h étant continus

(11,39)

Les ;équatinns aérodynamiques indiqudes, avec les conditions
Wiy At - -
533 —[‘A"d‘éo\b‘*m [ WohTo pouwr A<o
et 1s condition (I7,%7) déterminent de fagon uminue 1'écoulement & partir

des valeurs de Ww sur lo squelette.

Cet énoncé est inddrendant de 1a waleur de ﬁ qui peut Btre
inférieur, sup‘rieur ou égal & 1 .
Nous consteatons, d 'autre part, nu'il ne fait intervenir aucune

condition du type Kutta-Joukovaki, introduisant des conditions de

régularité sur le bord de fuite de 1'aile. ee/ans
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stabilité .

I1 est clair qu'une telle condition peut trés bien n'@tre pas
vérifide pour des écoulements transitoires, particulidrement en
fluide compressible,

Par ailleurs, i1 était probable a priori que les équations de
la mécanique rationnelle devaient déterminer entiérement le mouvement

& partir de conditions initiales connues.

I1 en va tout autrement si on cherche 4 déterminer un écoulement
supposé permanent : rien n'impose par exemple, de le supposer irrota-
tionnel, 8i ce n'est le désir d'exprimer que cet écoulement a pu 8tre
formé & partir du repos; rien ne s'opposs non plus & ce que 1l'hypothésd
d'irrotationnalité soit insuffisante pour le déterminer, ainsi qu'on
le constate dans les problémes bidimensionnels en fluide incompressi-
ble.

I1 s emble donoc que 1'hypothdse de Kutta-Joukovski soit dgalement
caractdristique des écoulements que l'on pesut obtenir & partir du
repos, c'est-a-dire soit une condition de stabilité, au sens que nous

avong donné ci-dessus a ce terme ( 1.1.1.).

Ceci résulte en effet des travaux de Kllssner et Wagner: ces
auteurs ont donné 1'expression de tous les écoulements variés, autour
d'une aile mince d'envergure infinie en fluide incompressible, obtenus

& partir du repos par agitation arbitraire de l'aile,

Or, i1 est clair que dans ce cas particulier, les équations de
la mécanique doivent égnlement déterminer 1'écoulement de fngon unique,
et que le résultat de Kilssner et Wagner est nécessairement indépendant
dea hypothéses supplémentaires qu'ils ont pu formuler.

Or, ces équations ont pour conséquence que si 1l'aile prend une
position fixe, 1'écoulement tend vers un découlement permanent, qui est
justement celui que 1'on d4termine par appliostion de la condition de

Kutta : i1 en résulte que celle-ci est une condition nécesaaire de

eefves
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2.5.6.~- Hypothéses relatives & l'exiatence des solutions -

W Sk S Gy e W W A A B e S e G Wr @ B W e @ W e W B

Par analogie avec les résultats de Kllssner, nous admettrons

les hypothéses suivantes :

19/ Le probléme aérodynamique posé en ( II,39) admet effectivement
“une solution si la valeur imposde de Wn sur le squeletts y est
une fonction continue, constante & partir de 1l'instant *z0 .

11,40
(11,40) /y est slors une fonction sommable sur le squelette,

2¢/ S, dans un écoulement, W") g'annule pour )r7 ¥o sur le squelettie
la pressiontend vers O assez vite pour que l'intégrale

Y%,ﬁ}\}fa\ 4o comeree.

o]

Ces hypothéses expriment l'existence et la stabilité de
1'écoulement linéarisé; elles nous seront nécessaires pour discuter
de la stabilité du systéme avion-atmosphére.

;\p/ooo




ONERA Page 54

.mvedd.

CBAPITRE III

- ETUDE DE LA STABILITE

§ 3.1 - INTRODUCTION DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE-CARSON -

3e1e1e= Equations symboli

ques -

Nous effectuerons sur les variables Q, A, W, ¢ qu
définissent 1'Stat du systdme mécanique la transformation de

LAPLACE-CARSON, faisant correspondre par exemple & ¢ 1la fonction
de )‘y‘j » ¥ It

oo —‘17_
I\\ e L((l,d,ao,?)dr

o

X , Y4, %y 6tant les coordonnées dans les axes 1ids & 1'avion.

Nous désismerons par la m8me lettre les anciennes variables
et leurs transformdées vespectives : il s'agira maintenant de quantités
complexes avec [\ .

Dans le cas des Scoulewents continus, la transformation des
dguations se fait immédiatement : les fonctions & transformer étant
nulles pour t < O, les hornes de l'intégrale de Laplace peuvent se
ramener & -, +oo  la dérivation par rapport au temps se réduit & la

multiplication par (\ , on obtient le systéme :

oo/ oes
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1 [Metex] Q.3 E, \\\S[S(T)ts(‘f)‘] da= A(p)
2 A(‘f) = S(L(rf) dans 1" Atmosphére
(111,1)
3 [:—%—g\]t = S (%ﬁ F& Ci&) sur le squelette .
4 [:éa%]*-:[?i%]— ) S(Kf)f—:. S(*)'ﬂ sur le sillaae

en posant maintenant

i)
(111,2) S = A

20

Oonsidérons maintenant le cas d'un scoulement avec ondes de choc.,

Si une onde passe au point M A 1'instant U, , deux cas peuvent
se produire :

1¢/ L'onde traverse le point M.

' s
2%/ Le point M est caractdristique de 1'onde dans les axes 1iés &

l'avion, celle-ci semblera envelopper une surface 2.

Plagons-nous dens le premier cas, et considérons une variable W

discontinue sur 1'onde de choc ( par exemple une des dérivées premidres

de ¢ )e
La transformée de Laplace de )i-lé- 8'dcrira :
) o ~pr
P 24 ar
T‘\-me /%% PR A Ky T \\'\t,e 2t (= 4.%.7)

soit, en intégrant par parties :

1‘[ WOy ot) -

e

€ [u(x,a,b, t.‘_+o\ - ‘k(x,z .'S,Eo“oﬂ]

eofeee
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La transformée de %&L s'écrira
N x i "
T -
e /,g.\é. X, ] 'T) d.r
‘1 X e f/,s_:_(x,a‘x,r)d'r‘f-pxt Q&( J'b
+ t
~rT - ~or -«
= 1\%( \ e L&(xva,“o—""‘(r*r\-e /&{u(x,a‘b,tovo) ‘(x‘&'b't'“oﬂ
~ 00

. "\t‘
: %(Q(le,'b|1\))*r"e /-'%S:.[“(lb"b’t°1°)*“(x‘al‘k)to-°)~)

Nous voyons que dans ce cas, W (x , ¥ W T ) sera diffé-

rentiable, donc continu. Nous pourrons former 1'expression

A(glteggm)- S (¢ 1) \.

Le calcul donne :

400 W7 -(tto ) B
A( ce(x,a Y P)): r \ e_p A(‘(’("a'b"'»‘”‘ ne (u.«.uftc.m‘o ,C\».\Jt.,)

408 ot - . .‘. \‘,_
SL(‘(’(%'a,%,p)): ’Y\-\ e s (‘f(lq.bﬂ‘))d?—‘\t L[S(*)é(‘()_[ﬁ%ﬁ%]

d'Oﬁ ]

{A’ 51.1 (ge(:g,a'qb,' Y‘)) = \ QQM'):A'SL] (ﬂ((&,] ,3.,1‘)) dt ,

-5

f
_"\t. ‘e
e (g caary - s -4 ]|
En mettant 1'équation de 1'onde de choc sous la forme

@ ( « 3 Fe)= O |, oe dernier terme s'dcrit :

U

e | (Get @, Gadd) - SCe) s(%)+
3%. B

d'ol finalement :
LA-SL] C‘f(x,".ﬂb' 1\)> = \ C.-N‘[A“S‘-}<‘f(x,a,b,‘r))d7‘

/

@ o s 80/ 000
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e e (G, SOy -Se)Ged §)s ()Gt -36

2% S()

~ke
Dtaprés les équations (II,34) n® 2 et 3, cette quantité est mille :en ce
point ¢ vérifie la m8me édquation aux dérivées partielles que dans le cas

d'un Scoulement continu.

Considérons maintenant le cas ou le point ™. est & 1'instant

£. point caractdristique de 1'onde de choc.

La surface < enveloppée par celle-ci est aussi formée par une

solution de 1'Squation aux dérivées pertielles du ler ordre :

[nat (cb)]L -{s <¢)] - indépendante du temps,
Soit une solution commune A '
280 [ome) gt [2e]
»F ox

Cette derniére équation s'écrivant : 2

(- PL} {:gjt +[’%¢.§’]L1 [?;%) =0
on constate que ce cas ne peut pas se produire en régime subsonique,
( en régime sonique ou supersonique, on constaterait que les dérivées
partielles de la transformée de Laplace de @ peuvent &tre discontinues
sur 3. , mais qu'on a contimuitd du vecteur

Gad P2 . Gud @29 )
~ 2

x

On peut donc énoncer :

(111,3).

En régime subsonique, la transformée de Laplace de ‘f est continue dans
1'atmosphére privée du squelette et du sillage,et verifie le systime(III,1)
que 1l'dcoulement comporte ou non des ondes de choo.

Ce résultat est d'ailleurs sugeéré par le fait que 1'sSquation aux
L
dérivées partielles A&f 2 3 (&Q) qui était hyperbolique, devient

ellipticue aprés la transformation dans le cas p< 1.

eofees
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(111,4)

(111,5)

I

3.1.2.~- Séparation des problémes m‘oaniquea et aerodymmiquos -

- we W a W W W @ e e» e e e e - e A e e s @ s e W

Considérons le systéme (III,1) qui régit notre problime.
L'écoulement 9, solutiondes équations adrodynamiques avec la condition
sur le squelette :

[Eiﬂa—.r = 8(R)=pRrpfe
3IN
est déterminé de fagon unique. C'est la superposition des transformdes
de Laplace de deux dcoulements du type considéré dans notre hypothése
( I1,40) ; nous admettrons donc qu'il existe.

Nous constatons alors que la solution des équations aérodynamiques
de (III,1) est donnde par la formule 9= = 9. q:
et que , pargconsdquent, 1'équation mécanique (IIT,1,1) devient

[Mpber |9+ e & E, \\Fé (s (‘f;,\tSC‘f;}.] qedez I\(p)
‘¥

soit

[Mpte Kk sale. A] 9= A

en désignant par A 1a matrice

= E \\ F [SCt- 30 ) 4 Eq
(3

appelée matrice des coefficients aérodynamiques. Elle eat fonction da N

Dans ces conditions, nous pouvons résoudre immédiatement 1l'équation

(111,4) : A
67(1\): 3 M‘\L¢ "+ Q.l(o ﬂl /\(r\)

Nous aurons ensuite 1l'écoulement par :
= 4 B39

Nous pourrons ensuite passer aux mouvements réels par inveraion de la

transformation de Laplace,

co/oot
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Nous constatons ainsi que le probléme, grfice a 1l'emploi de

cette transformation, se scinde en deux parties bien distinctes :

a) 12 problime adrodynamique, qui ne fait intervenir que la forme de
1'avion, la vitesse du vol, et les fonctions FS définissant leg

déformations possibles de 1'avion.

b) le probléme mécaninque, qui nécessite la résolution du précédent,
qui fait intervenir en plus les propristés mécaniques de l'avion,

reprécentdes par les matrices M et K, et bien entendu, 1'excita-

tion A\ .

§ 3.2- L'aspect symboligque des hypothdses adrodynamigues-~

- e s Em am w wm we ar mm ma G s W W e Pr e w s wn e W W e

3.,2.1.~ Interprétation physique des solutions symboliques -

Considérons un dcoulement rdel, pour lequel W est nul sur
1'avion & partir d'un instant €, . La formule de conservation de
! .

1'énergie ( II ,35) nous montre que 1l'intdgrale :

S\\ WL;"SL olxda(*b«

reatera constante a partir de 1l'instant t, ; elle sera donc majorée

uni formément par un nombre positif E..

On aura donc par application de 1'inégalité triangulai#é

€ .
\\\ !Z A: WU':)I +§ A ’é(f":)‘L o(xdag(qa sf‘ih\;\]z E,

les X; 3tant des nombres complexes arbitraires, d 'oll par passage &

1a li~ite

8 % % ) "
\\\ {- ‘- 1\k€(+)»~f(t—)cﬂ-\ + \q?"’)ﬁ(r)u-\ de dy dy L

¢ 2

E. i \ql%l ar

oo/ ees
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En prenant §(F)= pe&’ | =90 . ot en faisant tendre & verd
1'infini, il vient
1
\\W(ﬂl +!4(7~ ‘“‘2!""*< . &\ h\gf I‘“’
Soit :
Nk C RG
[\\l(pl +b(1~\l &&341{4 £, o 0‘(1")>°
(111,6) s [&( T*))

Le cas des écoulements (eJ considérdés plus haut se raméme A

celui-ci : en posant (_e A Ll <" ]‘Q on voit que

~ @ e fb’F ‘
Or i_l -e ""1 F'a, est la transformée de Laplace de la fonetion
égale & F; pour 9<Fr < ko, mulle pour t>Fr, .

~phe
Comme la fonction 1-e v ne s'anmile pas pour e\(y) >0 , onen

déduit que S\\ "'\/AL*“Y‘LAK *&*5 <

L W L+ st
Nous voyons donc que la propridté B dx by & O8O

se conserve dans la transformation de Laplace, si 6\(7‘) est

positive, Nous verrons qu'il n'en est pas de m@me si (\(1\) 8'anm

le.

Considérons maintenant une valeur bien déterminée de T ,

le potentiel \f complexe correspondant, et posons :

¢n = A(gme™)

x*
On constate immédiatement que Ce (F) est une solution des équations

aérodynamiques (II,34) correspondant au mouvement de l'avion défini

Far QY =~ X 9p) e_rt)
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YA
On a de méme
* /\ r\f—
W= & (Wipe™)
. nt
ANy = R (it e™)
S . PR § L L\ NIWTRY A la('r)lL“
ot W+ () o(xd.vtxbé)e l 95
T
L
* i
Par suite 4{ définit un écoulement réel i dnergie fin&¥e, qui tend
vers O quand t tend vers —oo0 , et qui peut servir A interpréter
la solution symbolique complexea (f(t‘) . '
Dana cet écoulement, nous écrirons l'équation de conservation
de 1'énergie ( ng,;?);x\ ¥ ot o=
d w' o+ A dxdadbzct\ Wi [3 -4 46"
4 Z
»
En exprimant W et A en fonction de W et A complexes, cette
formule se décompose en :
Lo WARV NP RS
—  a_ 4
P\\\[W + 0 ] dx&ad%_ \\a‘ ‘\5_ ]
(111,7)

R (r) \\\[W” B laspay s a & \\EJ [8%-47]4r

valables pour les solutions des équations symboliques, avec
Rp) >0

On pourrait d'ailleurs les déduire directement des équations
aérodyna~iques symboliques.,

La seconde nous montre que le théorome d'unicité subsiste pour
les dquations symboliques, pour chaque valeur de T & partie réelle
positive : si W, est nul sur 1'avion, 1'écoulement se réduira A
1'écoulement nul.

3.2.2.- Frolongement des_solutions pour N\ imaginaire pur -

‘ o,
Considérons & nouveau les écoulements C(} définis par

-c/ooo
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et qui sont les imares symuolicues d'écoulements ol W,, est nul

sur le squelette pour € €, .

, ~ I3 13 L4
Notre nypotiise (II,40, 2°), indique que 1'intégrale

b
5 dtjy/é“’]r 4 sera alors coavergente: il en résulte cue l'intégmle
Eo 2 (f _
S Q,Pbo{tﬂs FA Aag
O v
ol F désigne une forction continue sur le squelette sera convergente
et continue pour ﬁ.(P) 279 , holomorphe pour @.@) pXo
(le cas d\,(‘)> -0 conduit 2 une intégrrle de Fourier).

‘n multiplinnt par P/(!—-e,p ) , on arrive au méme résul-
tat pour les éléments de 1la matrice A (coefficients aérodynamiques),
a4 l'exception prés des p8les de la fonction P/(l- Q:Pto)

p= b/t Az 3, e,

Comme ces pBles sont tous mobiles avec to , et que A' n'en

dépend pas, on arrive & la conclusion suivante:

Lthypothhse (II,40, 2°) entrafne que la matrice A st holomor-

phe pour 6{,“}) >0 , et continue pour @,u)> 270 .

(111,8)

I1 en rdsulte immcédiatement que si nous imposons & Wq une

*)

valeur constante, 1! coulement tendrn, en moyenne nu sens de Iriorel( ,
vers un dcoulement vermsnent, dont les coefficients aérodynamiques seroni

obtenus en frisent P.’.‘O dnans la matrice A .

(*) - Nous dirons aque é[b terd vers @& en moyenne ~u sens de Borel si

‘). M(é_“ Pty(:)o\)btend vers @ oquand P tend vers O par valeurs positives,

o
On sait que ceci a lieu en narticulier si é(&) borné, tend vers A .,

(rRé£.3V.
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(111,9)

On a vu (3.1.2.) que dans les écoulements % , on a
?E:LFJ-(»L‘EQF&
on a %3

&{)d s'obtient psr combinaison lindaire des images symboliques des deux

écoulements o 1'on a Wg’: Fd‘ , W\q—' if_:d_ pour t? o .
e

Ces écoulements ont une discontinuité de vitesse a 1'instant t-o
et nous avons donné (II,37) 1l'expression de la valeur initiale de )
+ —_—
< [\“‘!lo v Po = "[W"'l"

soit, pour le premier des écoulements considérés:

);*'[o):Fé ‘/'3“\/0>:—F&'

Or, on sait oue si &[ y) tend vers 0O ,
+o0
P& e'PtéGZ)dk tend vers §(°+0>

Pat suite la valeur de - , dans 1'Scoulement complexe (Q} , & pour par-
tie prineipale, lorsque «L(p) tend vers l'infini .i") F(} , et
en portant dans (III,5), on en tire la vartie principale de A :

Ao 2 g USM Fy Fe 0\6‘1 Ee

Ctest cette expression qui remplace le terme de Kelvin (du se-

+
cond ordre en P ) lorsqu'on fait intervenir la compressibilité,

La matrice Ao est une matrice symétrique et d<finie positive:

elle correspond donc & un terme d'smortissement visqueux adrodyrnamique.

Lorsque f tend vers 1'iafini psr valeurs imaginaires pures,
nous ne pouvons affirmer que P Ao est encore la partie prineipale
de A ; mais ceci aura lieu moyennant des hypoth:ses peu restrietives

et vraisemblablement réalisdes sur l'écoulement.

LU L L] LI
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(111,10)

Dens 1'interprétation d'un écoulement symbolique ‘{’ au moyen
' . * B pt
de 1l'écoulement rdel ‘{ z e , les grandes valeurs de l f

correspondent & des écoulements rapidement vsriables,

Nous pouvons admettre pour ces derniers, l'approximation de
1'écoulement par le processus btien connu des caractéristicues (il s'inter
prote ici comme un reyonnement sonore émis par 1l'avion, perpendiculaire-
ment 3 son squelette, et qui est simplement entratné per l'écoulement gé-
néral ambiant).

I1 est bien clair que A , qui représente 1'impédance de rayont
nement, tendra vers la valeur approchée que l'on peut déduire de ce sché-
ma simplifiéd si ‘yl tend vers 1'infini, i~dépendamment de la valeur

de (7»{?\ , et qui est nécessairement celle que nous avons indiquée,
7

Nous admettrons donc que A(P) /P tendra vers Aounifomément lors-
que ]Pl tendra vers 1'infini - ou tout au moins que A(P)/ PQ’ tendra

uniformément vers O,

$ 3.3 - Critdre de stabilitd -

(111,11)

- um me em G em e e W e e wm mm w Ge S wn W e

Considérons 1'équation (III,4) qui donne l'image symbolique du
mouvement de l'avion, et que nous écrirons:
£(0) Q=AMPD
en désignant par %[P) la matrice HPQ-} K-)-aljo A . '2(?) est
fonction holomorphe de P dans le demi-plan 6{(9) 270 . 11 en est de

méme de son déterminant et de la matrice adjointe.

Nous allons éteblir le théoréme suivant:

31 le déterminant de %(P> posside un zéro &4 partie réelle 0(0 positive,

une force perturbatrice constante, appliquée pendant un temps fini, pm
ra donner & l'avion un mouvement dont 1'amplitude dépassera toute expo-
nentielle C e,Pb [04 P.(d,), avssi faibles que soient 1l'intensité Qe

cette force et sa durde d'application,

s aes & osece
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En effet, soit P" ce zdro, dol ('Z(Po>>:0} @.[Po):do
En posant p-Poc } M(SE(P)) - %(’}) ;Ad} (§(P)> - H(})

les fonctions 3(10,) et H (}) sont holomorphes autour de 3 0 , et
l'on a 3(0) O . 3 n'étent pas identiquement nul, admet un développe-

ment en série de Mac-Laurin:

3(3) 78" Chnthpdr] Rt

sinsi d'=illeurs que
H(y)= HotHip+thnts.
et 2[Poy3)® Zo+2i3 4 23t

les H{ et 2 é4tart des matrices.

Soit H‘] le premier coefficient non nul dens le développe-

ment de H(}) . On aurs alors H{})l‘ 'bq (H 1'}5 H?ﬂ'f‘“),ﬂclifo

Les 4léments de l'adjointe dtune matrice A sont donnés par

1a formule:

(M), = 2Lt
ou mieux:d(M A> :—Ta_ éﬁdi(ﬂ) ._d A‘)
il en rdsulte oue l'on a %)(5.): TJL CH(Q') -QICPO_‘ }))

e oremier terme du développement en série de 8(%) est

"”‘hq 3! 1 L to

—_ !
Le vremier terme du développement de [ (H(§> ya (’0*%)>
est '); T éHq%o)
ou un terme de degré supérieur, si celui-ci 4trit nul. On a donc la

relstion: q Y-\

et par consdcuent H(})/S{}) , c¢'est-A-dire [2 (p)]"‘ , & un 81é-

ment au moirs qui tend vers l'infini lorsque o) tend vers(’o .

- < LR N BN
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Il existe done une colonne Ao telle que 1'un des éléments au moins de
-1
[-Z(p)l No tende vers 1'infini lorsque P tend vers fp

L'image symbolique de la force A No appliquée pendant
l'intervalle de temps [0 to) est:

A (Cretade. » AT

la fonetion l-e"h' n'ayant que des racines imaginaires pures, nous
voyons que 1l'image symbolique d'une des composantes ‘}L dans le mouve-
ment induit par la force A Mo appliquée pendant l'intervalle de
tenps [o,l‘o> admet '-’Po comme pdle.

P

S1i nous pouvions majorer C“ [l‘) par une exponentielle CQ

r[o(o , nous aurions

1o tw gyt , pb, CJP‘ |
dp)|=|| pe 'b;(t dtl <\ |e]e Ce" db = ZIF!  poun 0)>‘A
Jacted]<|f, e Pqitey I S o)

oy

relation qui est contradictoire avec l'existence d'un p8le pour son

image symbolique. CeleuDa

Nous pouvons donc considérer 1~ non-existence de zéros du dé-

terminant dans le demi-plan (ﬂ(p) 7 0 comme une condition nécessaire de
stabilité., Supposons qu'elle soit vérifiée, et supposons de plus que
M(Q(P)) ne s'annule pas non plus sur l'axe imeginaire,

Dans ces conditions 1'équation se résout en
A .
Q=12 'Alp) - —— Adi (2(0)) N )
2001 Ale) w200

Q est une fonction holomorphe dans le demi-plan,

A . . t
Par ailleurs, il résulte de nos hypothéses que 2(0) / P tend

uniformément vers H | matrice des masses, lorsque lp) tend vers

ssed O - LU N 2
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1'infini,

3

Nous avons établi en (2.4.3.) que M est une matrice régu-

liére. Donc lorsque p tend vers 1'infini,

[2()/p*1 = p? 20 ¥

tend uniformément vers « I1 en résulte que la metrice [%(P)l—‘
est uniformément bornée dans le demi-plan (ﬁ, [P) 270 pnr un nom-

vre fy .

On peut alors déterminer & (}T> par 1'intégrale de Bromwich|
Mellin, vrise le long d'une droite &Cp) o ol , positif queleconque,

La formule de Parseval, (Bibl.4) qui s'dcrit:

+ 00 A 44 00
[e el t) <O |

© ‘ A-v o0

s'applique

alors, et 1l'on aura:

Y 24t L (2 A () L 4t (Tt a2,
PR ;ﬂg IJ,T‘AIPJ_&JOQ e\

(6] -
(. W

¢ ‘klj+m]A[t)\z At

Nous avons donc, en faisant tendre A vers 0, la proposi tio

S M(%(p)) ne s'snnule pas pour 6{({’) 20 , l'intégrale
‘ 1-00[ Zo\t‘
(111,12) So Q)

sera finie pour toutes les excitations appliquées pendant un tempse

fini.

Nous pourrions prendre cette propricté comme une condition
suffisante de stabilité pratique pour les avions: (III,11) et (III,12)
nous permettraient alors de discuter la stabilité, Mais ce critére
n'est pas directément applicable: en effet la matrice K est singu-
lidre, les lignes et les colonnes correspondant aux paramétres de

ce0 s o Sssbee
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déplacement étant nulles, puisque les déplacements ne modifient pas

lt4rergie <lastinue.,

Considérons les paramctres de ddéplacement (1& pour lesquels
of =0
PR .

I1 s'agit essentiellement des translations suivant 07,03, et

Oy , et de 1 rotstion nutour de Ox (voulis).

La rototion ~utour le Ob (lacet) complite cette catdgorie

dans le cas d'un squelette situé dans le plan ko%

Les écoulements ({) J correspondants vérifient:
fb

éliminé des dquations (ef.2.0.

c

et Fé n'est oas nul, csar nous avons déjh
les parametres C’d pour lessuels cette circonstence = lieu (transla-
tion suivent 0% dsns le ers mérédral; trenslation suivent O% et rota-

tion autour de Or& dans le cas du squelette plan),

Par suite les (e& stanrulent pour P = 0, les colonnes cor-

respoidantes de la natrice A Sgalement, niusi gue celles de 2@)) :

M@(f))s'mmule pour p

Ces paramctres introduisent dorc une instsbilité & frdéquence
nulle, mais elle n'est vas g@nante: elle correspord & la maniabilité de
ltavion dzns les évolutions du type "tonnesu".

11 suffira, pour nous ramener au critére précédent, de rempla-
cer ces pursmcires per leur dérivée par rapport au temps: ceci reviendra

a diviser &&(%(P>> par P ’gl , /9{ étant le nombre de ces paramé-

tres, nue nous apoellerors "paremires de maniabilite",

Pour 1'applicition pretinue de ce critére, nous utiliserens le
thioréme de Cruchy: si une fonction }(f) est holomorphe 4 1'inté-

rieur d'une courbe C, cortinue et ne s'annule pas sur le contour C, le

seeee . scceo
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nombre de zéros de j (f a 1'intérieur de cette courbe est &gml au
nombre de tours décrits par le point —‘( P) autour de l'origine
quand P décrit C.

det (2(1))

Supposons donc que —-P Iy ne s'annule pas pour ") imagi-

naire pur, et prenons le contour C ci-contre. Cette courbe contiendra
tous les zéros de twr(i‘[p))dés
que le rayon R du demi-cercle serb

asseg grand., Nous connaissons

1'allure dedﬂ)(l(P»/p"’L sur le

V/ demi-cercle: cetteﬁuantité est
P‘ équivalente 3 ‘)%‘ M(H)
1) C son argument varie de-[h-%zﬂ

%W

) [ln— %l 7 puisque dﬂ)(ﬂ) 50
ainsi que nous 1l'avons vu en

Y , (2.4.3.). Par suite, si le point
représentatif de dek (%(P))/J)"‘L
fait moins de AMm- A demi-
tours autour de 1l'origine quand p varie de ~-Lov & 400, i1y

aura une recine dans le demi-cercle, l'avion sera instable. S'il fait
M-"‘L demi-tours, il n'y aura pas de racine, et nous serons dens les

conditions de stabilité,

On peut remarquer par ailleurs que si on remplmce par )
sera remplacé par la quantité conjugude. La variation def
son argument est la m8me quand le variable varie de & O que lors-

qutelle varie de a . I1 suffira donc de se ramener & l'inter-

valle O, + la variation d'argument devra 8tre de Y.

Comme doit @tre la valeur de l'argument pour
, on voit qutil doit vartir de la valeur O pour « On

peut donc énoncer le critére pratique:

se0ee § SseeD
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(111,13)

On trace la courbe de 3 = Olﬂj"(“?l’fk*o‘,g°h> /P/’JL . 4 stant

le nombre de varemétres de manisbilité envisagds, P variant par ve-
leurs imaginaires pures de 0 4 + L OO

Si 1a courbe fait V- “’\,/ 4 demi-#ours autour de 1l'origine dans le
sens direct, l'avion est stable.

51 elle fait un nombre moindre de demi-tours, en particulier si %

n'est pas positif pour p: o , l'avion est instable,

Lorsque nous ferons varier un oeramitre, la vitesse en parti-
culier, le nombre de séros ne pourra changer que lorsque la courbe pas-
sera par l'origine; ce phénomine définira les vitesses critiques, Nous
évaluerons le danger d'instabilité, dans les cas stables, par la proxi-
mité de le courbe et de l'origine,

Pour calculer effectivement des déterminants d'ordre queloon~
que; nous avons proposé une méthode (Bibl.5) qui fournit en méme temps
le polyndme caractéristique et l'adjointe; elle a l'avantege pratique
d'@fre sytémdique, elle est réalisde de fagon entidrement automatique &
1'0,¥.E.R.A, avec des machines mécanographiques A4 cartes perfordes,

La formule A{M%} cTa [ﬁ’J d‘ (Z)a' Z ) nous permettre

donc d'étudier les veriations de la courbe caractéristique en fonetion

des variations des paramétres,

Lorsque nous aurons diterminé la vitesse critique, la valeur
correspondante de p / L sera la pulsation critique. Une colonne queleonque
de 1'adjointe de %(0)) (elles sont toutes proportionnelles d2s que
le déterminant est nul) nous donnera la valeur de (Y susceptible de
crottre indéfiniment en amplitude, donc le paramétre (ou 1'associetion dj
parambtres dangereux) (on déterminera minsi s'il s'agit d'une instabilit

de gouverne, ou d'un flutter géndral de structure).

[ ay-
Enfin la formule d[M’Z‘)\ TTJLLAA* :-Z) 0\'2/\ nous indi-
quera dens quel sens il faut modifier les masses et rigidités de l'aviom
pour sugmenter la vitesse critique.

eedees ¢ oS00
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Nous sommes donc en possessgion d'un critére valable moyennant
les hypothises que nous avons énoncées (I7,40) (III,10), et qui nous pert

-

met de déterminer 17 stabilitd 3 1'aide des transformdes de Laplace de
certains écoulements, pour les v-leurs purement imaginaires de la varia-
tle 6) ; ou, ce qui revient au méme, au moyen d'scoulements harmoniqueJ

réels stables,

vlicuatlie pratiquement dis que 1l'on connaftra la ma-

trice A , scit prr une mesure sur maquette en soufflerie, soit par un

calcul théorique {ci. cimp-itre IV),

3.542= Car=ctéere intriusique de la courbe de stabilité -

W e e Se e e wm M e e S G m e e me W e W we W e e we

Supposons ~ue nous ayons pris d'sutres paremiires pour décrire
les mouvements de 1l'svion. Apr.s lirdsrisotion, ceux-ci deviendront des
cowbinasisons li:daires des vricddents, leur colomne (Q’ sera égale

3 f}(} , {} dtant une certrine matrice rigulitre.
L'énergie cindtinue sera
1QhQ -
1'4nergie potentielle
LQKQ < L@ iKkuQ!

si bien que les matrices ’1 et K seront remplacées respectivement
-1

par M': H- H-! et K':‘ﬁi'Kl1" .

\ ENIRR NS,
LQHTHE'Q

al=slicue

NP
P2r ailleurs, drns le déplacement Q{: E“' f Q: H t(} 1a

déformée de 1l'=vion Fé_ gsera remplacée var

—

~ -1 ,
d;Zqu ;ZF &,,HEJ ZF.Ed
Do a8me ies potentliels ?k seront remplacés prr
I = -~
(f)éfg(fu E(r it (té

La matrice A sera remolacde ver

H'E

sesen o Q-Qr'
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A':g:_ E‘-,ﬁg Fd [s(e+y% 5(ey ] de E,

- 6 BE j& Fi [5(0:)" a(m} E H'Ec E,
:‘,L,&

il vient

’“—AH“‘

Par suite la matrice 2’[')) est remplacée par ‘1-‘27:[0) H-!
et son déterminant est multiplié par fdﬂ' [ﬁ)}L , qui est un nom-
bre positif. Ainsi:

Dans un changement quelconque des paramatres représentant les mouve-
ments de 1l'avion, la courbe de statilité est conservée 4 une homo-

thétie de module positif pres.

S3i on veut éliminer ce dernier facteur arbitrsire, on pourra normer la

courbe en choisissant des parametres tels que

d_dﬂU'l):‘—r\.

P ] L] L R NN ]

et les matrices Z td’ E .'5: Ec & &tant dgales & 1'unité,
¢




ONERA

Page 713

M /CDD

CHAFITRE IV

CALCUL DFS COBFFICIFNTS AERODYNAMIQUES EN

REGIME SUBSONIQUE

§ 4.1 - Equation intégrale du probléme -

Nous allons étudier le probldme tridimensionnel en nous
limitant au cas d'un squelette plan : nous considérerons une seule
aile, dont le squelette sera la région du plan %‘:0 limitée par

une courbe fermée C .

Y ‘Nous prendrons comme

face + celle des 46'
positifs.

Rappelons les donndes du

s probléme

(1v,1)

I1 faut calculer les éléments de le matrice H définis par

s - S FAEICE STy PO

A

(. étant la solution du systéme

A(‘(‘) = SIC‘O dans 1'atmosphére
Wt De” | S5(eY=S(q) sur le sillage
? g Q‘% < )
qui vérifie ser llaile /’%_‘fi Toa S(Fc)

k-1

a0 soeow ¥ S0
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On a posé S - _9_1_(5/?

a A
‘T L
et 1'on veut que l'intdgrale 1\@«4\(\ +ls(‘(’>] .l dx da dy

etendue ™ toute l'atmosphére soit finie vour (9\(‘(\) >0

AN
Considérors la fonction L{? définie par

Py p) = f Xy )

elle vérifie ¢videmment les mémes équations, sauf le condition de
dérivée normsle sur 1'aile ol 1l'on a ¢

A

JEL AL 4
2y A

A
Per suite 1s fonction 4 ¢ une ddérivée nulle sur 1'aile
3

elle est identiquemert nulle

Cf; est antisymétrique en %y , et psr conséquent nulle daus le

Iv,e
(17,) plan "a:O, en dehors de l'aile et du sillage.

I1 er résulte que l'on a

+
(IV,B) : P\a: 2 2 ﬂf Fa, SC?;) dadog_

et qu'il suffirs. de déterminer (f dans le demi-espace 1> O .

Yous réduirons 1'équation
T
A&‘J = 9 (‘Q)

en faisant le chengement de variables suivant

pkx

(IV,4) ¢ X = x 1_ [ § 7 -
| 1- R = —j‘::_ S\
av1-pt (f

e Qe o tvoo
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Il vient alors

;R

: h
(1v,5) S(@)z -a = \T11.=(§~ SBRX [ v . kq»]

et 1'équation devient

AP~ R

en désignant maintenant par A 16 laplacien dans l'espace

X, yoye
les conditions sur le sillage deviennent :
-+ — b
247, v ezt kv ] -
’h}s ’5}5 X -
En tenant compte de l'sntisymétrie en , il suffira
d'écrire )
+
(1v,6) [(3'?—\[{ + %\q’] =0 sor le silzqac
2R
équation qui s'intdgre immédiatement en
~ kX
+ LCYaR
(1v,7) YT b e e

Enfin la condition sur l'asile s'dcrit :

. - PhX ge. AF.
(1v.6) | /E_tk‘a ~ _em [ 9<f_|~{3 1F; 4+ p _5_)_{]

v
L'équation AW:R'Yd posside 1a solution fondamentals

~fne
Q(Xo,ao,}).,‘ X,a,)) = S_FL_Q

(1v,9)

en désignant par 2 la distance dans l'espace X, a , 'b :

(1v,10) R \{[x“xa]L+ [J‘J":\&ﬂ‘[b“’a*’]t

"eosee o Ssv0ae
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La formule de Green donne par conséquent

-~ A W,
vony - \[vas-ag] «
7,
1l'intégrale étant étendue & une
surface =2 entourant Ms, la

normale étant orientée vers

1'intérieur.

Cette formule est ls transcription su cas qui nous occupe de la
formule de Kirchhoff (Bibl.6) exprimant le potentiel acoustique

au moyen des potehtiels retardés.

Appliquens-ln en prenant pour Z la surfece composée par
une sphére de rayon R centrée sur
l'origine et par la surface lieu des
points situés & une distance A

de 1l'aile et du sillage.

D'aprds notre condition (II,3&)
1'intégr=le prise sur cette derniére
surface tendra vers l'intégrele sur

les deux faces de l'aile et du

sillage, quand ) tendra vers O,
Comme le résultst est indépendant du choix de )\ nous pourrons

donc nous ramener 3 l'aile et au sillage.

La condition d'érergie finie indique que (¢ et ses dérivées
partielles du ler ordre sdat & carré
sommable dans tout l'espace : 11 en
sera de mfme des produits par €
de \‘/ et de ses dérivées partielles.|
Soit é 1l'un de ces produits. On a

donc :

l%‘t C\Xladk < =

"'g . Se9 s
-y
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ou \o dh - T(a) < A quel gue soit R, , en
désignant par 1((\) 1'intégrale double \ lSilJr
¢tendue & la sphere de centre C, de rayon R.

Par suite 1u fonction I(R) est sommsble sur (O joa) , elle
ser~ inférieure & tout nortre vositif & , sauf sur un ensenble de
mesure finie de valeurs de 1. .

Ltinépslite de 0; Wars 1ous donne

\ 13lae | < do= x \‘%I 4o

0n & dorne
\‘%ldo‘ < Z’P\\B?S_

en dehors d'un ensamile de mesure finie; en mejorast le facteur

-k
e BRX L BRER)

, on volt vus les intéernlas

\m«r | | Gea & d~
pARA(R)

par L i‘J R e sauf sur un ensemble de mesure ‘inie.

seront mgjor: s

En désignsnt par M. 1a distance de 1'origine au point M, ,
on voit que l'on peut msejorer ‘u\ et !Gm..( q‘ sur la sphére

par

e el o

Ro "RR(M[ f+1R] 1
¢ 1 3
R"no [R‘"'Cl

et que par suite 1l'intesrele

{Q» _’33 ‘*’3—% x est mzjorde per

-RR(M[%M
i 1+ Jh + 4 X
’R~Yl. {R‘hc}t

Na
elm. e e .
I » a done des 2 sussi gresnds que 1l'on veut pour lesquels

X

. e . . ' .
elle 28t inferisure » tout & Jonne a 1'svance.

On & donc par suite




ONERA | Page 78

= &'

Wrr

Yim) - L \ [W’%;-w%\g\) ax ay

l'intégrale étant prise sur les deux fsces de 1'aile et du sillage
jusqu'a la distance R.
La fonction U ¢étant paire en %o puisque '%:O sur l'aile

et le sillage, et $(H,) ¢tant impair, on en tire imnmédiatement :

P - L \\ v ?.i;“a
Larelation(iv,?) Q):@(})e‘ 3

’
est convergente sur le sillage : elle différera de moins de & de

'
< &

montre immédiatement que 1'intégrale

r

1l'intégrale indéfinie pourvu gue R soit assez grand, ce qui est tou-

jours possible en méme temps que 1'inégalité ci-dessus.

On aura donc '
Wn)-__,\\ b 2% axay | < Lo
AtS ?

et puisque z est grhitraire

- &P’M X
¢ (M) = \\m 47 Ay

L'intégrale doit &tre prise avec la normale dirigée vers le fluide,

sur les deux faces : 1'antisymétrie de ¢ montre que ceci s'éerit :

Y(Me) = J—«\ WL aXay
(-\45}-"

Lm Ny
(1v,11) ov 4,(”0\/, s~ A \11’2—“-. AX Ly
1514 [ﬂ‘5]+ b

nversement, soi X une fonction continue dans tout le
I t, soit 3 ¥ foncti ti d tout 1

plan,mulle en dehors de l'aile et le sillage, et vérifiant sur ce

. - AX
dernier 3Lx,5) - (;(a)e e
\ .
La fonction ) définie par
(" ) \\ 16()\ a,>/}; c’.&d&
| sy’ )
o ! Ly! s . .
veérifie AQJ 2 FL ‘V , puisque fz_“. vérifie cette Sguation,

et que les intégrales sont sbsolumernt et uniformdéwent convergentes pour

* ?
&( 6)> O ; on peut vérifier que W 4end tien vers 8(&33101':3(11103

ss8 00 o+ vesuae
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3 tend vers O, en tout point eutour duquel - vérifie la condition

de Cauchy-lLipschitz.

1
On tire de (IV,11) @_i(n)--— \ q’?;—t dx‘*Z
b A4S b'

“ -kn_ L - k
Comme du = 2. ( L):ﬂao ;i"_t RS yke - )} - ,.,._,. [11»&'\]
/bqa:— q'b‘; n
On voit que lorsque 7. tend vers O, cette quantité tend vers
-hn .
- g‘;ﬁ" L“‘h".] ’ uniformément & 1'extérieur d'un domaine D
contenant le point xo, a, . (nous supposons que sa frontiire est une

courbe fermée 1" ).

\
Par ailleurs, 1'équation ODuwz%® L  montre que 1'on a

L pk\ Y D o~ _J* ’i: = Y A
/DU‘L: (65 :?‘_)Z.L‘ ,.;g:;.s ?X\k =% ?)aL &u. AK
23 °
. |
en désignant par /\ 1le laplacien dans le plan X, 3

Si U est deux fois différentiatle, on peut appliquer &

I‘: \\ \'PE_ L&g"A'\-kl dx&é(/
2>
la formule de Green :

SX[q, Al - KAQJ]J.}(& X[le £ -‘(3&346

1'intégrale

I1 vient
-T= \\ u[ﬁlq)—?{\q/] dx*a*‘ \ &qf%: ~ ’S%} dA
v
>

formule dans laquelle nous pouvons faire %OZ O , les intégrzles

étant uniformément convergentes.

Nous aurons donc le formule

Sesss & SHOSAN
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(1v,12)

(1v,13)

im /:%‘%okxa,\j.):
Vix ) e [Toha] axdy
3 EE ‘
Q+S-D
+% LW e T Xy
’ .
+S [wﬂ:’c‘ﬁ“)_;;_@i’]m
- T nooo°n

avec Y (N
= W? ] 4 l L:f ‘5 QJ
Le votentiel U\ dcoit vérilfier
-~ phx,
. L F\
(IV,G) g - L {, &[l‘[& XF"* P};J
/bbo \I |~ (SL
Un portent dans (IV,10), nous svons une équation intégrale pour
déterniner o , €quation & laguelle il feut joindre ls condition

(IV,7) sur le sillsge.
La courbe {7 est arvitraire
un cercle de centre ( Xo,a. ), de ravon 72,.

Ltintégrele copviligne devient =lors

- ko,

°

Ces denx expressions s'lvaluent par un développement lirité asutowm

™o A Yo

du point XQ'JO ; 12 dewxiime est équivelente 3
s'arnule avec N, .

Ls premilre = vour partie rrincinale L‘T_‘J'%.
tant dtart nul. nfin, 1'intdgrale

visitlement vers O =vec M, . Un vevt donc Gerire

P nous pouvons pgr exemple prendre

_ e [1*&&.} \tbd.a-_.g_T__ Y 44
R:ing

, 1e terme conse

\\ (A w- ;,3 ""l e'h”‘ AX dy tend
D R

, elle

141 - 0im { 2 iy

2Tt
/bbo To-> 0 L A4S

o,

¥ %[ny\l&x‘la - S:’::

s sse s oevss e
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$ 442 - Méthode numérique de résolution -

L'équation intégrale du probléme ne se ramenant pas a un
type classique, nous pourrons chercher & la résoudre numériquement
per une méthode de superposition.

Considérons, en effet, un systéme complet de fonctions A.
définies sur l'aile. Quells que soit la fonction A définie et
continue sur l'aile et son contour, il existera une combinaison

linéaire finie 3 _\:A: telle que l'on ait
[

lb,i\:@.'iLo‘Xd& <~ &
A

et d'aprés 1'inégalité de Schwarz

|2 - Tae| dxuy <.£\)Aw4(ﬂ)

A

F étant une fonction continue sur A , On sura :

\“4&3 X Ly - \\EZ%;’):] Faxay

< £\ Ake(A) wp(lrn

A
L'espace des foncticons sommobles étant complet pour la norme

i » “ 2 R (4] ax dy , et 1l'espace des fonctions continues
y étant partout dense, ce résultat reste valable si & est une

fonction sommable quelcongue:

5i les A, forment un systéme complet sur 1l'aile, et si A
Y est sommable, il existera une combinsison lindaire finie des
A; que l'or pourra substituer & A sans introduire une erreur

sur les coefficients aérodynamiques supérieure & & .

Pratiquement, on pourrs donc se donner & priori un certain
nombre de fonctions A, prises dans un systéme complet. On en
déduira, par intégration de la relation (IV,5) :

B 4 ky = - o B gt A
;X

600 * L XN
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(1v,14)

avec la condition {/ = O sur le bord d'attague, les veleurs correspon-

dantes de W et 1'une des formules (IV,12) (IV,13) donnera les valeurs

correspondantes de %‘ng si les fonctions qu'on s'est données sont

suffisamment réguliscres.

N

I1 restera i obtenir lee combinaisons linéaires approchant au

mieux les potentiela W\ cherchés, pour lesquelles on connaft la valeur
de We  (formle (IV,8)).
2%

Nous 2llons & cette fin utiliser la formule énergétique (III,7)
() X\\‘.WWTZQ] ol?cc\adﬂb/': a B S\ \/J,‘[’) ~A_]M)
h‘f
qui donne R ( H (E1v E1\> > O

si on pose, =, et E, étant deux écoulements quelconques,

— o+ - BRRIX — |
H(E, €)= "T \\ﬂ\h“ [AVA“\“-:-X\'Q?: \ ’%«l_:; [&fi%’yl‘ptllxg

On a donc, si £ n'est pas mil
H(E,E)# O
H vérifie évidemment les propriétés
H{NE(, Ey) = B H(E., €
H ( E., %€= N M(E, E)

mais il ne présente pas ls symétrie hermitienne, en raison du caractére

* dissipatif“des écoulements en atmosphére illimitée.

Considérons la suite d'écoulements indépendants B, , E¢,.

c poe--- définis a partir des fonctions A: que l'on s'est

N

données, et cherchons a former une double suite [P s Gr de la forme

Fq 3 En‘ G1 = E‘!
FL S S VP G = Brt R G,
G

FB = E':S"->\’.>',LFL+ )\}1 v'\

vérifiant H ( Ft', Ga> > Q0 povr L ¥
+ O povr c':-:a

ens e L d LR BN
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“ous gllons en montrer ls possibilité par récurrence

supposons ces deux propriéités vérifides pour « et d<n .

o—

Nous chercherons ?".\ T E\\* )\“‘.\_‘F“.d \A,\‘M_ F,M_f ce. + >"\.1 Fq

Gv\ :t‘\f-r(\\,v\G\"*r‘\;"L G\‘.L"'--- t r(ﬁ,‘\ G1

Nous vouloms avoir, pour (<n

H(F‘“.G[)-‘.O

ce qui Jdonne N

H(Ew,G:)+ e H(F:, 6)=0

/

et détermine >\“i puisque H(F. ¢ y£0

, :
De méme H CF.‘, G,\\/ = 0 nous donne
R B ¢ pe AR, 6:)=0
1::\ et G.\ sont complétement déterminés.
I1 nous reste ‘2 prouver que H (F. ' C\) = 0
Remsrquons que I, - G. est une combinaison linéaire des F.

et des G; pour c<n,

Les E pepuvernt visitlement s'exprimer comme combinsison des
3

E. , qui, eux-mfmes s'expriment eu moyer des O, . Par suite, on a

ure relation :

,

G,\} = HFE FY+ é SR H(R,G:§

21

T,
= H(F.,E)

R r'est pes nul, sivon on curait, or exprimant Fal, F“.,., S

e fonction de RN
o,

E;\‘*QJ...,E“_‘y. « - - + (5\ E,,:O

ce qui n's pes lieu puisque les E . sont indépendants.

{r a done H (F. ,C-,>: H (Fn) F-\) # o | CeloFele

E_q une relation

Cous formons ainsi une double suite biortrogonsle pour 1'opéra-

teur H.

Sroee s ¢ oense
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Supposons maintenant que 1'écoulement cherché E puisse se
mettre sous la forme S o B .

On pourra exprimer les E.: en fonction des F., , donc mettre

E sous 1la forme > B: t.

P

et 1'on aura H(E‘% Bk Gav}': O
pour 6:1,’.,-- n ou H(E’C'ra')::(ég H(FJ,G’&)
formule dont on peut tirer (5& , puisque H(.Fa , Gd’) £ 9

On peut donc énoncer : ,
Etant donné une suite d'écoulements . indépendarts, il existe une
[N
seule combinsison lindaire 2 E: o,
=10

telle que
H(E" iE:d‘-l Ea)zo

povr d:‘l},l,..- n . Nous considérons cette combinaison linéaire comme

une valeur approchée de E .
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En résumé, on obtiendra une résolution numérique approchée de

notre équation intégrale de ls fagon suivante

19/ On choisit une famille de fonctions aﬁa deux fois différentidbles

compléte sur l'aile.
2°/ On en déduit les fonctions LV’ en intégrant (IV,5)
30/ On calcule les fonctions ’39{3_/_ par la formule (IV,12) ou (IV,13)

0%
4°/ On calcule les nombres :

L[?) KRUIX

HlE g 2 [ pavs 2y |axay

50/ On forme la suite biorthogonale F;’ , G—Ar par la méthode indiqude,

A

en vérifiant que les nombres | ( F} , G&) ont leur partie réelle
positive.

60/ ’%.4_). ayant 1s valeur indiquée  en (IV,8), on obtient les
coefficients du développement en série de 1'écoulement cherché sur

les F‘- par la formule
E‘ H (Pa , Go>:&\ i ‘5’3\1', + k‘b‘l dX Aa
A

ol ‘«V; désigne la valeur de t\/ dans 1'écoulement G" .

L(s R{k) x

Tous ces calculs ont €té étudiés dens 1'hypothése &(T)> @)
Mais leur prolongement par continuité au cas @(Ys): O  est possilled

En particulier, dans la formle (IV,12), 1'intégrele sur le
sillage reste sbsolument convergente puisque, d'aprés (IV,8), \ 4“
est non crcussarte sur le sillage pour Q(k)) (o) et que 1l'inté-
grale & c [14 kr(l dX  est absolument et uniformément
convergente pour e 0\0.‘)3 o, ‘h\ borné.

*sveess o Sasew
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(Iv,15)

§ 4.3 - Cas_des écoulements cylindrigues - :iile droite et aile en fléche -

La méthode des tranches, que 1l'on utilise le plus souvent
dans le cas d'une zile droite, consiste & supposer que, pour cha-
sue section de 1'aile pour un plan parellele & = Oq‘, tout se
passe conme si 1'écoulement était cylindrique, CQ étant indé-
perndant de 8 .

Lz méthode générale s'applique dans ce cas, et les intégra-
les intervenant dans (IV,1?) se raménent & des intégrales simples,

& condition jue l'on ait d'abord calculé

4 DA ¥
~fr
‘Ll._._\ e.Q ala, ’ YL: %Lﬁ*kmxd}
~P0_ )

avec [ Bt \\H;Q’*’K—:l\# }L

En posent \X"Xo\:fx ) a = ‘XDRL(

1, devient

1o ke 1
\ Sha “o\sg= ¢ 1T H(o)( o)z LKa ()  (Bibl 7]

0
four calculer IL qui devient per le méme changement de -
variables 40 ~R
L\ el raadg] 4
Xt N
-00 ‘(

intégrons par varties

! ‘hdog\gf d

- T HY(ch s LR Ko(Re) [ BibL 7]
LN X '

Seees =+ s
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et par suite

)

(17,16) T,z 2 Ka(R[x%1) Imlt‘\ e (R (%%, 1)
A~ Ko

On posséde actuellement des tables trés complétes (Bibl. &) des
fonctions cylindriques d'ordre O et 1, qui permetteﬁt d'effectuer les
caleuls numériques. '

Dans le cas d'une aile en fléche, on peut chercher & supposer

que l'on a un écoulement

&e: f,();ccoocwf 3 MK %5>
X étant 1'angle de fléche.

On peut appliquer & celui-ci une méthode analogue.
Mais on peut se ramener au cas précédent.
Remarquons, en effet, que L{J vérifie

g U U GO ap2 ] ()

soit, en posent x! = x g Y 5 om O p' = e

L t ) L
2 Y = [gg £ D ]
S (¢
L'équation est la méme que dans le cas de l'aile droite, au

changement prés de x en X' et de (len (5'

I1 en va de mféme pour les conditions sur l'aile et le sillage,

et 1'on peut donc énoncer :

Dans 1'hypothése des écoulements cylindriques, une tranche d'aile en
fléche d'angle X est soumise aux mémes efforts asérodynamiques que si

elle volait perpendiculairement au vent, avec le nombre de Mach

]

(5 = (Sco(x.

Ceci étend aux écoulsments varids un résultat bien connu pour

L

les écoulements permanents. On constate que dans ce cas les méthodes

de ecalcul subsonique s'étendent aux écoulements supersoniques dont le

nombre de lach est inférieur & . .

LoX
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