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EQUATIONS CANONIQUES
ET GEOMETRIE SYMPLECTIQUE

Sommaire. — La géométrie symplectique (!) — proche parente de la géométrie
cuclidienne —, est un cadre qui se préte particuli¢rement 4 I'étude du calcul des
variations et des équations aux dérivées partielles du premier ordre.

Nous définissons d’abord (1.1, 1.2) une géométrie vectorielle assez générale,
qui contient entre autres la géométrie euclidienne.

Puis nous étudions (1.3) un cas particulier, la géométrie symplectique, carac-
térisée par le fait que tout vecteur est perpendiculaire & lui-méme. Les notions
de sous-espace isotrope saturé, de projecteur canonique, permettent d’en préciser
les propriétés essentielles : la dimension de I'espace est paire, tous les vecteurs sont
« égaux », etc. Nous montrons aussi (1.4) qu’on peut associer 4 chaque espace
vectoriel un espace de dimension double, qui est le modéle de tout espace symplec-
tique. Ses éléments, les « phases », peuvent remplacer systématiquement les « €lé-
ments de contact ».

Nous définissons ensuite (§ 2) les variétés isotropes saturées (V. L. 8.), et en indi-
quons la génération (dans le cas d’'un espace de phase, elles correspondent aux
multiplicités de Pespace originel). Nous étudions ensuite les surfaces symplectiques :
elles sont composées de courbes particuliéres, les caractéristiques; toute V. L. S. tracée
sur une surface s’obtient en les groupant judicieusement.

Les transformations canoniques de espace (celles qui conservent le produit scalaire)
jouent le réle des transformations de contact classiques. Nous les faisons correspondre
aux V. L. S. d’un espacesymplectique auxiliaire, ce qui en fournit immeédiatement la
génération, et permet de démontrer que toutes les surfaces symplectiques sont
applicables les unes sur les autres,

11 reste 4 passer en revue les applications : au § 3, nous montrons que la résolution
d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre revient 4 tracer une V. L. 8.
sur une certaine surface symplectique J : le probléme est done résolu; nous donnons
comme application la discussion correcte du probléme de Cauchy dans le cas
général.

Une intégrale compléte, c’est une V. 1. 8. mobile qui parcourt J; on peut lui faire

() Le nom de «groupe symplectique » a été proposé par H. WEYL, pour rempla-
cer celui de « groupe complexe », qui prétait & confusion. DicksoN I'avait appelé
« groupe linéaire abélien ».
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correspondre une application de J sur un plan, dans laquelle les caractéristiques
deviendront des droites : telle est Pinterprétation du théoréme de Jacobi, dont nous
donnons par ailleurs une démonstration valable dans un cas plus général.

Nous montrons ensuite (§ 4) gu’a tout probléme de variations correspond
aussi une surface symplectique dont il faut trouver les caractéristiques (') : on en
tire une méthode de résolution des problémes de variations, qui est plus générale
que celle des équations canoniques d’Hamilton-Jacobi, et surtout plus pratique;
nous en indiquons quelques applications a la mécanique.

Ce travail a déja été T'objet d’une communication au Colloque de Géamétrie
Différentielle de Strasbourg (C.N.R.S., mai 1953); comme il s’agit surtout d’un
effort de synthése, il est difficile méme & Pauteur d’apprécier la nouveauté de ses
différentes parties. Indiquons simplement les références suivantes ;

— « Sur les groupes classiques », par J. DIEUDONNE, (Act. Se. Ind. Tlermann, 1948)
et The Classical groups (Princeton Mathematical series, vol. 1), par H. WEvL
pour ce qui concerne la géométrie symplectique (non différentielle}, Methoden der
Mathematischen Physik (Tome 11), de Courant et HILBERT, ef, bien entendu, les
Legons sur les invariants intégraux d’Elie CARTAN. Je remercie les professeurs R. de Possel
et G. Poitou pour I'aide qu'ils ont apportée & la rédaction de ce travail.

§ 1. — Introduction a la géométrie symplectique.

1. 1. Géométrie affine @ n dimensions,

1. 1. 1. Vecteurs, covecteurs, affineurs.

Soit E un espace vectoriel réel & n dimensions, dont les éléments
seront appelés vecteurs

Les opérateurs linéaires transformant les vecteurs en nombres
(formes linéaires) seront appelés covecteurs; ils forment un autre espace
vectoriel a n dimensions, le dual E* de E.

Appelons contravecteurs les opérateurs linéaires transformant les
nombres en vecteurs; il est immédiat que les vecteurs et les contra-
vecteurs se correspondent biunivoquement, de sorte que 'on peut les
identifier; nous serons amenés ainsi a poser

V(x) =xV

V étant un vecteur et ¥ un nombre.

Nous appellerons affineurs les opérateurs linéaires appliquant E
dans E.

D’une fagon générale, nous appellerons produit des opérateurs A
et B, et nous désignerons par A.B, 'opérateur obtenu en appliquant
d’abord B et cnsuite A, de sorte que I'on pourra poser :

[A.B](X) = A(B(X)).

(") Le rapport avec I’équation aux dérivées particlles de Jacobi saute aux yeux :
les deux problémes correspondent 4 la méme surface.

EQUATIONS CANONIQUES ET GEOMETRIE SYMPLECTIQUE 241

La multiplication des opérateurs n’est bien entendu pas commuta-
tive, mais elle est associative dans tous les cas :

[A.B].C =A.[B.C].

Comme application, considérons un vecteur V et un covecteur I'.

Le nombre obtenu en appliquant I' & V, ['(V), peut aussi s’écrire
I'.V, si on considére V comme un opérateur (contravecteur).

Par contre Popérateur V.L est un affineur; car si X est un vecteur
arbitraire, [V.I'](X) = V(I'(X)) est égal au produit du vecteur V
par le nombre I'(X).

Le rang r d’un opérateur linéaire A est le nombre de dimensions
de son domaine de valeurs [domaine que nous désignerons par val (A)].

Prenant une base V, dans val (A), nous pouvons mettre A sous la

forme E V..T', les I, étant des covecteurs du domaine de défi-
=1
nition de A.
Si A est un affineur, la somme XI",.V,; a un sens; ¢’est un nombre, et
on peut montrer qu’il est indépendant du choix des V; c’est donc une
fonction de A seul, sa trace, que nous désignerons par Tr(A).Tr est

’ . T
un opérateur lin€aire.

1. 1. 2. Projecteurs.

Soit E, un sous-espace vectoriel de E; on peut trouver un sous-espace
E, supplémentaire, c’est-a-dire tel que tout vecteur V de E se mette d’une
seule facon sous la forme V, +V,, V, appartenant aE etV,aE,.
L’opérateur P qui fait correspondre V, a V, c’est a dire qui projette
sur E, parallelement & E,, s’appellc un projecteur; il est linéaire.

L’opérateur qui projette sur E, parallélement & E, est égal a 1 —P;
c’est le projecteur complémentaire.

On a évidemment P.[1—P] = o, d’ott P =P"

On établit sans peine la réciproque, de sorte que

Les projecteurs sont les opérateurs linéaires égaux a leur cim"é.

. %\
En donnant d’un projecteur P une représentation L VI, la rela-

tion P = P, compte tenu de I'indépendance des V,, cntratine V=2
et par suite X"V, =r:

La trace d’un projecteur est égale @ son rang.

Si deux affineurs P et P vérifient

P.PP=F PR =1
il vient P* = P/, P.P".P = P'.P".\P = P'.P =P,
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P est un projecteur; il en est de méme de P’,

On constate de plus que val (P) = val (P'), et inversement que
deux projecteurs sur un méme sous-espace vérifient les égalités
ci-dessus :

Les équations P.P' = P', P'.P = P caractérisent deux projecteurs sur
un méme sous-espace.

1. 2. g-Espaces.

1. 2. 1. Produit scalaire.

Un espace vectoriel E a n dimensions sera dit un g-espace lorsqu’on
aura choisi, une fois pour toutes, une correspondance linéaire biuni-
voque entre E et son dual.

Nous conviendrons de la représenter, dans tous les cas, par le
symbole g.

Ainsi, V étant un vecteur de E, g(V) est un élément de E* c’est-a-
dire un covecteur; si on applique ce dernier a un autre vecteur W,
on obtiendra le nombre [¢(V)] (W), qui sera par définition le produit
scalaire de V et de W. Cette définition généralise le produit ordinaire
en n’exigeant ni la symétrie de g [les produits scalaires g(V)(W) et
g(W)(V) peuvent étre différents] ni la propriété g(V)(V) >o.

1.2.2 Transposition

Soit A un opérateur quelconque appliquant un g-espace, E dans
un g-espace, F (').

S’il existe un opérateur B, appliquant F dans E, tel que I’on ait
identiquement en Vet W

gAV))(W) = g(V)(B(W))

il n’en existe quun. On lappelle fransposé de A, et on le note A.
On peut montrer que la condition nécessaire et suffisante d’existence
de A est que A soit linéaire; A est alors également linéaire.

Par exemple, les nombres réels, considérés comme opérateurs sur
les vecteurs, ont un transposé qui leur est égal.

On établit immédiatement les formules

A+B=A+|B

A.B=B.A

(") Les espaces E et F peuvent étre égaux ou différents.
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et, si A est un affineur
Tr(A) = Tr (A)
dét (A) = Dét (A)

[dét (A) désignant le déterminant de Al].

Enfin, en identifiant les vecteurs avec les contravecteurs, et choi-
sissant comme produit scalaire de deux nombres leur produit ordinaire,
on arrive a la formule

gV)=V
qui permet d’écrire le produit scalaire g(V)(W) sous la forme V. W.

1. 2. g g-Groupe.

Les affineurs A conservant le produit scalaire, c’est-a-dire les solutions
de A.A = 1, seront appelés affineurs unitaires; ils forment un groupe,
auquel correspond la géométrie de I'espace E.

Leur déterminant vaut évidemment = 1. Ceux dont le détermi-
nant est égal a 4 1 sont appelés rotations; ils forment un sous-groupe,
auquel correspond la géométrie orientée de E.

V étant un vecteur quelconque, V est un vecteur qui dépend
linéairement de V; il existe donc un affineur U tel que I'on ait identi-
quement

V=U.v
Par exemple, si le produit scalaire est symétrique soit,
g(V)(W) = g(W)(V)
on peut écrire V.W = W. V.

En remarquant que W.V, qui est un nombre, est égal a son trans-
posé, il vient :

d’oit V[W— W] =0
Cette relation étant vraie quel que soit le vecteur V, entraine

W=W

U est donc ici 'opérateur identique, que nous désignerons par I.
Dans le cas général, on peut établir que U est une rofation; nous
Pappellerons rotation fondamentale. A étant unuafﬁneur quclconquc,
on a quel que soit V -

dow  U.AV =?A.UA.V,

<1H

AV=V.A=A.
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et finalement B
A=U.A.U'

En particulier, si A est un affineur unitaire Pégalité A.A = 1, donnant

A.A =1, montre que A ct A sont deux inverses de A, donc égaux.
Onaparsuite (A=U.A.U™'):

La rotation fondamentale commute avec tous les affineurs unitaires
1. g Lespace symplectique.

1. 3. 1 Définitions.
Un espace symplectique est un g-espace ou le produit scalaire est anti-
symétrique, soit
gV)(W) =—2gW)(V);

une démonstration analogue a celle qui a été¢ donnée dans le cas

symétrique donne alors :
U=—1.

Tout vecteur V vérifie V=1U.V =—V; au contraire un affi-

neur A suit la régle A=U.A. U~ =A. B B

Nous exprimerons les relations équivalentes V W=o0etW.V=o0
en disant que les vecteurs V et W sont orthogonaux; le produit
scalaire d’un vecteur par lui-méme étant évidemment nul, lout vecteur
est orthogonal & lui-méme;

1. 3. 2. Sous-espaces isotropes saturés.

Soit V, un vecteur quelconque non nul. Il peut exister un vecteur V,
indépendant de V, et orthogonala V,; puis un vecteur Vi, indépendant
de V, et V,, otrhogonal a V, et V..

Formons ainsi une suite V, de vecteurs indépendants et ortho-
gonaux deux a deux.

L’espace ayant une dimension finie, on sera arrété au vecteur Vy;
tout vecteur orthogonal & V,, V,, ... Vy en sera une combinaison
linéaire.

L’espace vectoriel E, sous-tendu par ces N vecteurs possede les
propriétés suivantes :

a) Tous les vecteurs de E, sont orthogonaux entre eux (on dira que
E, est wsotrope) (')

(') 1l serait plus correct de dire « complétement isotrope », le terme « isotrope »
signifiant 1’existence d’un vecteur non nul orthogonal & tous les autres.
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b) Tout vecteur orthogonal a E, en fait partie (on dira que E,
est saturé). Ainsi
On peut faire passer un espace isotrope saturé par un vecteur arbitraire.

1. 3. 3. Projecteurs canoniques.

Soit E, un sous-espace isotrope saturé quelconque, P un projecteur
sur E,. Quels que soient les vecteurs X et Y, leurs projections sur E,
P.X et P.Y, sont orthogonales. )

On a donc identiquement P.X.PY = X.P.P.Y = o; par suite
le covecteur X.P.P est nul; son transposé — P.P.X lest également;
on arrive a l'égalité

P.P=o
Par ailleurs, quels que soient X etY,ona
[1—P].X.P.Y = X.[1—P].P.Y = 0 puisque P =P*
Le vecteur [1— P]X est orthogonal & tout vecteur P.Y de E;;
E, étant saturé, il en fait partie; il est donc invariant par P.
On arrive ainsi a la formule

P.[1—Pl.X=[1—P].X
valable quel que soit X, d’ou
PLP=r1-+ P.P.

En posant I.]_-——P——-I—.P.f‘, cette relation sécrit [l —I—ﬂ: I;
2

comme par ailleurs P.11 = Tl, 11.P = P.

[1 est aussi un projecteur sur E,.

Nous appellerons projecteur canonique un tel projecteur complémen-
taire de son transposé, ¢’est-a-dire une solution quelconque de

M.li=0, Il+I1l=u1

Donc
Tout espace isotrope saturé est le domaine de valeurs d’un projecteur canontque.
On constate immédiatement que si 1 est un projecteur canonique,
val (11) est un espace isotrope saturé. Comme 1-—11 =11 est aussi un
projecteur canonique, I projette sur un sous-espacc isotrope saturé
paralléelement a un autre sous-espace isotrope saturé.

Remarquons enfin que la relation Il + Il =1 donne
2Tr (1) =Tr (1) =1

[l étant un projecteur, sa trace est égale & son rang N.
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Ainsi

Le nombre de dimensions d’un sous-espace isotrope saturé est constant et
égal & la moitié du nombre de dimensions de Uespace.

Par suite fout sous espace isotrope @ N dimensions est saturé, sinon, en le
saturant, on obtiendrait un sous-espace isotrope saturé a plus de N
dimensions.

Nous avons enfin établi qu’il n’existe pas d’espace symplectique de
dimension impaire.

1. 3. 4. Bases canoniques.
Soit Il un projecteur canonique, X,, X,, ..., Xy une base de val (I1).

N
I1 se met évidemment sous la forme, ¥, X.I', les I, étant des covec-
teurs, soit =4

I[1= X;.?,-.

3

i 2

La relation IT + I1 = 1 donne, Z étant un vecteur quelconque,

N
7= E X-r-‘}f + Yr‘-ﬁi

=1

avec g = ‘?,.Z, b =—p,-f,.Z.

Les vecteurs X et Y, forment donc une base de I’espace, dans laquelle
le produit scalaire est donné par la formule

— N
2.2 =Z.MNZ +Z0Z = _Eip‘-q.’-—p:q,-.
Une telle base s’appellera base canonique.

Il est clair que tout opérateur unitaire transformera une base
canonique, en base canonique et inversement. Cette remarque conduit
immédiatement & de nombreux résultats, dont les suivants :

Tous les espaces symplectiques & 2N dimensions sont isomorphes.

Deux figures formées par N vecteurs indépendants et orthogonaux
sont €gales en géométrie symplectique; en particulier le groupe
symplectique est transitif sur les vecteurs non nuls.

1. 4. Espace de phase.

Soit E, un espace vectoriel 2 N dimensions, P et Q un covecteur et
un vecteur de E,.

Appelons phase les symboles Z = {P, Q | avec les conventions
Z+7 ={P+P, Q+Q]
g(Z)(Z)=P.Q—P.Q
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Nous formons ainsi un espace symplectique 2 2N dimensions,
appelé Uespace de phase associé a E,.

Par opposition E, sera appelé espace de configuration.

Avec les conventions de (1. 2), le produit scalaire g(z)(z')
pourra sécrire Z.Z',

Il est clair que lopérateur I1 défini par l](gP, Q}) = {0, Q|
est un projecteur canonique; on dira par abus de Ia’ngage qu’il projette
Iespace de phase sur I'espace de configuration.

Si on appelle p, et ¢' les coordonnées covariantes de P et contrava-
riantes de Q dans une base quelconque de E,, il vient

2.2 =3pg"—py::
a toute base de E, correspond donc une base canonique de son espace
de phase. Cet exemple d’espace symplectique nous montre d’abord
I’existence d’espaces symplectiques & un nombre pair arbitraire de

dimensions; nous verrons plus loin I'utilisation de la notion de phase,
qui pourra remplacer systématiquement celle d’élément de contact.

§ 2. — Géométrie symplectique différentielle.

INTRODUCTION.

Dans ce paragraphe, nous allons considérer des fonctions de variable
vectorielle; nous leur appliquerons les notions classiques de dérivée
et de différentielle, avec les conventions suivantes

Dérivée d’une fonction.

Le vecteur Y étant fonction du vecteur X:

Y =F(X)

nous dirons que F est dérivable si la quantité
F(X + H)) —F(X)

}\

admet une limite quand  tend vers o, quel que soit H. Le résultat, qui
dépend évidemment de F, de X et de H, sera noté

F/(X)(H),
et nous dirons que ¥’ est la dérivée de F.

Dans le cas ot1 X est une variable scalaire x, H est également un
scalaire 4, et on vérifie immédiatement que F’(x) (%) est égal au produit
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du « vecteur dérivé » classique F'(x) par le nombre k; avec notre

convention relative aux contravecteurs, il s'éerit bien F'(x)(k).

(X +H’)_—i()&—) est uniforme en X
A

pour chaque valeur de H, on dit que F est différentiable (*); dans ces

conditions on peut montrer que F'(X) est un opérateur linéaire, et

que I’ est continu.

Différentielles.

X étant prise comme variable indépendante, fixons-nous arbi-
trairement la valeur de H (en fonction de X); comme dans le cas
classique, nous désignerons par dY 'expression F'(X)(H); on établira
sans peine la régle dY = F'(X)(dX), valable que X soit ou non la
variable indépendante.

C’est pourquoi désignons également par ay I'opérate

pourquol nous gnons €ég p P ur
linéaire F'(X), qui fait correspondre dY a dX. X

Si on fixe autrement H en fonction de X, on dira qu’il s’agit d’une
autre différentielle, et on la représentera par un autre symbole (3 par
exemple).

On peut donc remarquer que la régle dY = ?%"‘(, -dX doit s’énoncer

«dy =2 dX quelle que soit la différentielle d ».

X
Diérivée seconde.
La fonction F’ fait correspondre au vecteur X I'opérateur linéaire
F'(X); si elle est différentiable a son tour, on aura
s - i

A

Si la convergence du rapport B

c’est-a-dire

F/(X) (H)(K) = lim & (X 4+ H1)(K) —F/(X) (K),

I8

Si F est deux fois différentiable, on montre que F” est un opérateur
bilindaire et symétrique, cette derniére propriété correspondant a la
commutativité des dérivations partielles.

Crochet de deux différentielles.

Considérons deux différentielles et 3 (nous nous donnons arbitraire-
ment dX et 3X en fonction de X; nous les supposerons seulement

(") Dans le cas ott X décrit un espace de dimension finie, cette définition est
équivalente a la définition classique des fonctions « continment difTérentiables ».
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différentiables). Y étant une fonction deux fois différentiable de X, il

vient :
dY = F'(X)(dX)

puis 3.dY = }(F(X)). (dX) 4 F'(X)(2dX)
= F'(X) (3X) (dX) + F'(X) (3d X).
On voit que 23.d n’est pas une différentielle, sinon on devrait avoir
2.dY = F(X) (23dX)
mais par contre, la relation
3Y = F"(X)(dX) (zX) + F(X)(d:X)
donne par différence, compte tenu de la symétrie de F'(X) :
[d.2—2.d]Y = F'(X)([d.2—3.d]X),

Ce qui prouve que d.2—3.d est une différentielle ; on Pappellera

crochet des différentielles d et 2.
En particulier, si 4.5X = 2.dX, le crochet de 4 et 3 sera nul, on

aura donc

d.2Y =3.dY
quelle que soit la variable Y ; on dira que les différentielles d et 2
commutent,

2. 1. Variétés isotropes saturées.

Considérons un espace vectoriel E; 4 N dimensions, de point cou-
rant Q; une variété différentiable I, a ¥ dimensions (o<Ck=_N),
plongée dans E,; et une fonction scalaire u, définie sur I,.

i : ou
En un point Q) de I, 'opérateur ;— ~ est un covecteur de 'espace

vectoriel tangent (de dimension k). Ses prolongements a I’espace
tout entier, c’est a dire les covecteurs P de E, vérifiant

du=P.dQ

dépendent de N-—#£ parameétres.
Par suite la phase Z = | P, Q {, liée par les relations

Qel, du=P.dQ,

engendre une variété I & N—#£ + £ = N dimensions.
d et 3 étant deux diflérentielles sur cette variété, leur crochet
d:—:3d en est une également. On a donc
P.[d>—2d]Q = [d:—z2dJu = d(P.2Q) E(P.a_fQ_)
= dP3Q —3PdQ + P(d2Q —2.dQ) = dZ:Z 4 P.[d3—3d]Q
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On a donc dZ3Z = o en tout point de I; les vecteurs tangents
forment un espace vectoriel isotrope, qui est saturé puisque sa dimen-
sion est N : tout vecteur tangent a I lui ést perpendiculaire, et inver-
sement. On dira que I est une variété isotrope saturée, en abrégé une V. 1. S.

Soit inversement I une V.L.S. quelconque de 'espace de phase, I,
sa projection sur I’espace de configuration.

La relation dP.3Q —3P.dQ) =o, valable sur I, montre que

I'intégrale curviligne u = /{;P.dQ ne dépend que des extrémités de

la courbe d’intégration C. L’intégrale u, prise entre un point fixe Z,
et le point variable Z, vérific du = P.dQ ; comme du s’annulle avec
dQ , u est fonction seulement de la projection Q de Z sur E,. Ainsi,
les relations Q eI, du= PdQ sont vérifiées sur I; elles définissent
une V. L. 8. qui ne peut étre que I (ou un prolongement, ce qui
revient au méme du point de vue local ol nous nous plagons).

En résumé,

On appelle V.I.S. d’un espace symplectique une variété différentiable dont
Pespace vectoriel langent est en toul point isotrope saturé.

Toutes les V.L.S. de espace de phase $P,Q | s'obtiennent en définissant
une variété quelconque 1, de Uespace Q (qui peut se réduire @ un point ou &
tout Pespace), une fonction scalaire quelconque sur 1,, u, et en écrivant les

équations Q eI, du=P.dQ.

2. 2. Caractéristiques des surfaces. Crochels de Poisson.
Nous appellerons surface d’un espace symplectique E & 2N dimen-
sions la variété J a 2N — 1 dimensions, définie par une équation

=0

7 étant une fonction que nous supposons différentiable autant de fois
qu’il sera nécessaire. .
En un point Z de J on b_'? n’est pas nul, les vecteurs tangents sont

liés par I’équation a; .dZ = o; ce sont donc les vecteurs orthogonaux

[LY.

au vecteur g;, que nous appellerons grad (3) par analogie avec

Pespace euclidien ordinaire.

Grad () définit donc la normale a la surface; comme tout vecteur
de I'espace symplectique, il est orthogonal & lui-méme, donc également
tangent.

Les lignes de force de ce vecteur, que nous appellerons caractéris-
tigues de J, sont donc les trajectoires orthogonales de J, et elles sont

— i e —
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tracées sur J. En d’autres termes, ce sont les solutions du systéme
différentiel caractéristique

pour lesquelles I'intégrale premiére ¢ prend la valeur o.
En prenant une base canonique, ce syst¢tme se détaille sous la
forme

dg . _dgy ___dp _ Z_ifh:d;
(U 07 2 02
dp, 0Py 0¢, 0y

Les intégrales premiéres de ce systéme sont les fonctions u vérifiant
% orad (5) = o.
07 :
On appelle crochet de Poisson de deux fonctions u et v, et on note
[u, v], le produit scalaire de leurs gradients, soit
FI N
— 0o du y O0u dv D du
u, v] =grad (u) grad (») = - 2= ) =L T,
[4, v] = grad (u) grad (2) 0Z 02 =\ opog. dpdg
Les intégrales premiéres du systéme caractéristique sont donc les

fonctions u vérifiant [u, 3] = o.
Le lecteur établira immédiatement la relation

2 =232 o ()
Y/ LYAAR VAN VAAR VA
gy Sies e g s O
d’ott découle, compte tenu de la symétrie de Popérateur bilinéaire éf»f‘é’
Pidentité de Poisson :
| [%, v], w] + [[2, w], u] + |[w, u], v| = o,

Cette identité a la conséquence suivante : si # et v sont intégrales
premiéres du systéme caractéristique, leur crochet de Poisson en est
aussi une, qui peut trés bien étre indépendante. I1 suffit en effet de
remplacer w par ¢ et d’écrire [v, 2] = 0, [z, u] = 0.

2. 3. Les V. I. S. tracées sur une surface.

Soit J une surface d’équation 9 = o0, K une variété isotrope a £
dimensions tracée sur J.

Les caractéristiques de J qui rencontrent K forment une variété L
4 k£ + 1 dimensions, & moins que K ne soit déja un lieu de caracté-
ristiques.
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Pour repérer un point de L, on peut prendre & parametres Xy, . - ., %
constants sur les caractéristiques, et un paramétre supplémentaire s

Z
;= grad(g).

0 5 o
défini par s = o sur K, '\
L
Les vecteurs tangents & L en un de ses points seront donc sous-tendus
" 0Z, 07 AL
par les vecteurs Z = oL _ grad (3), dZ = 2L ey dL =" les
os 0x, OX

différentielles 3, d,, ..., d, ainsi définies commutent évidemment.

Les produits scalaires dZ .37 sont nuls, puisque 2Z = grad (¢) est
orthogonal a tous les vecteurs tangents aJ.

Les produits scalaires dZ .dZ sont nuls pour s = 0, puisque dans
ce cas dZ et d,Z sont des vecteurs tangents a K, qui est isotrope.
Calculons leur dérivée par rapport a s

2(dZ .d,Z) = dZ.d;(grad ) —d,Z..d,(grad ) B
= d,(dZ .grad ¢) —d, (dZ.grad ¢) =o.

Ainsi les £ 4 1 vecteurs qui sous-tendent I'espace vectoriel tangent
4 L sont en tout point orthogonaux deux a deux; cet espace est iso-
trope.

Si K est une variélé isotrope tracée sur une surface J, les caractéristiques
de J qui rencontrent K forment une variété isotrope @ k4 1 dimensions, a
moins que K ne soit déja un lieu de caractéristiques.

De ce théoréme fondamental, on peut tirer les conséquences
suivantes.

19) Siune V. L S., Test tracée sur 7, les caractéristiques de J qui
rencontrent I ne pouvant engendrer une variété isotrope a N 4 1
dimensions, font donc partie de 1: Toute V. I S. tracée sur J est donc un
lieu de caractéristiques.

Ce résultat peut d’ailleurs s’établir simplement en remarquant que
Je vecteur grad g, normal a la surface J, donc a I qui est tracée sur elle,
lui est nécessairement tangent.

20) Coupons J par une V. LS. 1’ non tangente (c’est-a-dire non
tangente au vecteur grad 7). L’intersection est une variété K a
N-— 1 dimensions, tracée sur J, et isotrope. Elle n’est pas un licu de
caractéristiques, puisque le vecteur grad ¢ ne lui est pas tangent. Les
caractéristiques de J qui rencontrent I' engendrent donc une V. LS.,
I, tracée sur J.

30) Soit inversement I une V. 1. S. tracée sur J. Sur chacune des
caractéristiques qui la composent, déterminons un point au moyen
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d’une équation 4 = 0. On construit ainsi une variété isotrope a4 N—1
dimensions, K, qui est Pintersection de I et de la surface J' d’équation
y=o.

Les caractéristiques de J' qui rencontrent K forment une V.LS. T,
qui coupe ] suivant K (ou peut-&tre un prolongement de K) ; I est donc
composée des caractéristiques de J qui rencontrent I'. Nous arrivons
donc au théoréme suivant :

Toutes les V. LS. tracées sur une surface ] s’obtiennent en groupant les
caractéristiques de ] qui rencontrent une V. I. S. arbitraire 1'.

2. 4. Les transformations canoniques.
On appellera g-application toute transformation différentiable
Y = F(X) qui conserve le produit scalaire des différentielles :

dY .3Y = dX.:X;
oY ; s
3% est alors un opérateur unitaire.

Les « déplacements » T = A.X +Y,, ol A est un affineur unitaire
et Y, un vecteur fixe, sont des g-applications de I’espace sur lui-méme.
On montre qu’il n’y en a pas d’autres dans le cas d’un produit scalaire
symétrique (en utilisant le fait que les symboles de Christoffel sont
nuls).

Au contraire, si E est un espace symplectique a 2 N dimensions, il
posséde une large famille de g-applications sur lui-méme que l'on
appelle transformations canoniques.

Nous les obtiendrons toutes en considérant le carré de I'espace E,

Cest-a-dire Pespace E* des symboles { = I % ,], 7 et Z' appartenant

3 E; on munira E du produit scalaire symplectique défini par

dZ ¢Z i —77 %
=dZ-7Z—dZ'.:Z".
e([az])([i2 )

Si la transformation Z' = F(Z) est canonique, le vecteur {= [F(ZZ)]
décrit une variété a 2N dimensions, plongée dans l’espacé sym-
plectique E* & 4N dimensions, et sur laquelle le produit scalaire
de st =dZ3Z —_d7'3Z' est nul; c’est donc une V. L. 5. En appliquant
les résultats (2. 1). On voit que :

Toules les transformations canoniques ¥ d’un espace de phase :

F({P,Q})={F, Q]
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Sobtiennent en liant Q et Q' par un nombre arbitraire de relations, et en
Jjoignant la relation
du="P.dQ —P'.dQ,
u étant une fonction arbitraire de Q et de Q.
Mais toutes les V. 1. S. de I'espace E* ne correspondent pas a une
transformation canonique; si par exemple Z et Z' décrivent chacun

une V. L. S. de E, r=‘ % décrit bien une V. L. S. de E?, mais il est

=
impossible d’exprimer 7' en fonction de Z.

Pour qu’une V. L. 8. de E*, I, corresponde a une transformation
canonique, il est donc nécessaire (et suffisant) que Z (ou Z') soit libre
quand  décrit 1.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le théoréeme suivant :

Etant données deux surfaces J et J', Z, et Z} un point ordinaire de chacune
delles, il existe une transformation canonique qui fait correspondre L @ 7.,
et qui applique ] sur J'.

Nous allons méme montrer que si J et J' ont pour équation respec-
tives ¢(Z) = 0, 4(Z’) = o, on peut imposer 4 la transformation cher-
chée la condition ¢(Z) = 4(Z') en tout point.

Soit A un affincur unitaire quelconque. La transformation

(a) Z'—Z,=A.JZ—1Z)]

est un déplacement qui améne Z, sur Zj.
(a) peut donc étre considérée comme I'équation d’une V.I1.8. I,
de D'espace E°.

Le point {; = Z'j] est situé a la fois sur I, et sur la surface
T d’équation Y
(6) 0(¢) =9¢(Z) —¥(Z') =o.

Les caractéristiques de ' rencontrant I, forment une V. L. S. I3
nous allons montrer que Pon peut choisir A de fagon que Z soit libre

sur I.
En effet les équations (a) et (b) de I, et de Y" montrent que sur
Pintersection de ces variétés, Z est astreint a la seule condition

(e) o(Z) —9(Zy+ A [Z—Z])=o.
Sur les caractéristiques de Y, on a {idz— = grad (3). Il suffit donc,
s

pour que dZ soit libre, que grad (3) ne soit pas tangent a la surface
d’équation (¢), donc que

[¢'(Z) —¥(Zi+ A.[Z—Z.])- A].grad (s) =0
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ou encore que grad () et A.grad (3) ne soient pas perpendiculaires;
or nous savons choisir I'affineur unitaire A de fagon a donner n’im-
porte quelle valeur non nulle au vecteur A.grad (3), en particulier
une valeur non orthogonale & grad ().

Remarquons en passant que cette condition implique, dans I'espace
E’, que le vecteur grad (§) n’est pas tangent a I,: en effet, ceci
entrainerait le parallélisme (donc Porthogonalité) de grand (y) et
de A.grad (5); par suite cette condition assure I'existence de I en
tant que V. I. S.

A étant choisi ainsi, Z sera libre quand ¢ décrira I; Z'y sera fonction
canonique de Z.

Puisque I contient {,, cette fonction fera correspondre Z, a Z,;
et enfin, I étant tracée sur V', d’équation (), cette transformation
vérifiera

o(Z) =4(Z") G QLK. D,

I1 n’existe donc pas, pour les surfaces de 'espace symplectique,
de tenseur de courbure analogue au tenseur de Riemann-Christoffel,
puisque elles sont toutes applicables les unes sur les autres.

On peut se poser entre autres les problemes topologiques que nous
n’aborderons pas ici; celui des conditions d’applicabilité globale d’une
surface sur une autre, et de la détermination du groupe des auto-
applications d’une surface donnée.

§ 3. — Equations aux dérivées partielles du premier ordre.

3.1. Solution générale.
Considérons une équation du premier ordre a p variables

0z 0z
Fla svs 85 25 ==y 5 o535 — ) =0.
0xy 0x,
On peut toujours se ramener, en cherchant z sous forme implicite
wWxy o Xy, ZY=0
et en posant = 2= P+ 1= N

4 une équation ne renfermant pas la fonction inconnue  :

. . N\ g
i Gis =-- g:\'s hfjh’ LR OQ'N -]

. na.
Si nous posons b= S
ou
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et si nous considérons les p, et les ¢, comme coordonnées canoniques
d’un espace symplectique (espace de phase), nous sommes ramences
a la recherche d'une V. 1. S.

du = Sp,.dy,
tracée sur la surface J d’équation

9(qs vor Qs> P15 +os py) =o.

Le probléeme est donc résolu. Il faudra seulement prendre garde a
éliminer les V. I. S. sur lesquelles il existe une ou plusieurs relations
entre les ¢,; ou se résoudre, avec Sophus Lie, & les considérer comme
des « solutions généralisées » de I’équation.

3. 2. Résolution du probléme de Cauchy.
Cherchons par exemple les solutions de I'équation

L 13 eoe N9 bq17 ag‘

prenant sur une surface arbitraire S, d’équation
3(91: o gﬁ) = 9
la méme valeur qu’une fonction arbitraire
a(Gyy ++v Ga)s
On devra avoir en tout point de S
dlu — o) = 0 pour dg = 0
soit, en introduisant le multiplicateur de Lagrange & :

Do .0
P22 4908
0g; + 0g,

Remarquons que les équations que nous venons d’écrire

£=0,
\_\pl-dg; == d'ﬁ

définissent une V. L. S., I, de 'espace de phase. La solution s’obtiendra
donc en cherchant Pintersection de J et de I, c’est a4 dire en résolvant
sur S ’équation en A :

Lk 0g Oa og
ol Gy ooo Gp — +RA 5 o0 ——{—7\—):0
<‘ ¥ oog ' Teg) T dgy T ogy
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et en groupant les caractéristiques, c’est a dire les solutions du systéme
différentiel

dg _ . _dg _—dp_ _—dbe
. g & O
0P 0py g, 0y

correspondant aux valeurs initiales p; et ¢; ainsi obtenues.

u s'obtiendra ensuite par une quadrature; il suffira par exemple
d’intégrer sur une caractéristique, puisque on peut sur chacune d’elles
partir d’un point de S, olt la valeur de « est connue :

u=o+t [pdg + -+ pudgy

Cherchons, pour savoir si nous avons de « vraies » solutions, si les
¢, ainsi déterminés sont indépendants.
Sur S, ils sont astreints a la seule condition g = 0, soit
d o
__«gdgl_}_ el .Fg_dng: 0.
0g, dgy
Les dg, scront donc libres si, sur les caractéristiques, la quantité

_dg dq . 0gdgs
g, d.s+ +an ds

w

est différente de o.
Le systéme caractéristique indique que

g, __ %
ds — op;
par suite
i == 502 0
0P 0g;
_0 0k | o BF ... Bm o BEN
= 51 . ‘F(QH ceny Gxy (;'a F o, ' 3 275 + - :'\l_?_\')

Par conséquent

Le probléme de Cauchy admet autant de solutions distinctes (obtenues
comme il est indiqué ci-dessus) qu’ily a sur S de racines simples Uéquation en ) :

da . O Do . g )
ey ity — RSy iy —— RS- =0
¢ (‘?U ] q.\) Oq| + / an ] ] hq_\: + 09_\;

les éventuelles racines mulliples exigeant une étude particuliére.

3. 3. Intégrales complétes.

Nous dirons qu’une fonction u (g, - -5 qx); dépendant d’un certain nombre de
paramétres ki, ky, . .. est une intégrale compléte de I’équation o = 0 st
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19) Elle est solution de Iéquation quelle que soit la valeur atlribuée & ces
paramétres. _
. ) : ;
29) Le point 7, de coordonnées q,, l‘u déerit toute la surface ], d’équation

= = 0, lorsque les g, et les k, varient (').

Ltant donné un point quelconque de J, atteint pour une certaine
valeur des ¢, et des £, la variété que 'on obtient en faisant varier les g,
sculs est une V. 1.S. tracée sur J; elle contient donc la caractéristique
passant par le point.

Si I'on représente par d une différenticlle prise sur cette caractéris-
tique, les £ étant constants on a évidemment

\dZ.3Z =0  quels que soient  2q, 2k.
{dk,=o

Par ailleurs quelles que soient les différentielles & et 2, on a iden-

tiquement

dZ .3Z = X db;.2k,—3b,. dk,
ou
ok,

Par suite, sur la caractéristique, il vient Xdb,. 2k, = o quels que soient
les 2k;, donc db, = o.

Inversement, si db, = o, dk,= o0, on aura dZ .37 = o quels que
soient 3, 3k;, c’est-a-dire quel que soit 3Z sur J : dZ sera soit nul, soit
tangent & une caractéristique. Nous avons donc démontré le théoreme
de Jacobi, sous la forme précise suivante :

Si u est une intéorale compléte de équation o = o, dépendant des para-
métres k,, les équations

- 3
si 'on pose b=—

— 1 hu _— (4
k=0, e c
représentent soit un point, soil une caractéristique; toule caractéristique est
obtenue de cette fagon. (*)
Par ailleurs, I'intégrale compléte nous permet d’obtenir U'intégrale
générale.
En effet si une V. L. S. est tracée sur J, la relation

dZ .27 = ¥ db, 3k, —3b, dk;

(') Bien entendu, du point de vue local, il suffit que Z décrive un ensemble
ouvert de J. ‘

(?) Compte tenu du caractére local, on peut n’obtenir les caractéristiques que
par arcs.
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montre que 'on a

X db 2k —zdb dki=o0
donc qu’il existe une fonction v = f(k, £, .. .) telle que dvo = Xb,.dk,,
les k, étant liés par un nombre arbitraire de relations.

La solution de I’équation correspondant a cette V. L. S. sera la
fonction w définie par

dw = Sp,dg, = _:_;‘ — dg, = du -+ Sb,dk, = d(u+v)
i
soit = u + v, la constante d’intégration pouvant étre insérée dans
la fonction f.

Ainsi : W

L’intégrale génémlel de Péquation est obtenue en écrivant

19) w = u + f(k, k, ...), [ élant une fonction arbitraire.

20) Un nombre guelconque de relations entre les k,

3%) }][‘}?‘ + 8 4 dk, = o pour ces relations.

ok, ok,

On reconnait la méthode de Charpit-Lagrange; les calculs que
nous indiquons peuvent étre interprétés comme une recherche d’en-
veloppe.

Remarques.

Nous n’avons pas fixé le nombre des paramétres k. Puisque les £;
et les g, doivent fournir une représentation paramétrique de J, il doit
donc y en avoir au moins N — 1.

On précise souvent, dans la définition de I'intégrale compleéte,
qu'elle dépend exactement de N—1 paramétres. (Mais nous constatons
que cette condition est inutile pour I'énonce du théoréme de Jacobi
et la recherche de Pintégrale générale.) Dans ce cas, la relation

N N—1

Y, dpdq— 3pdg. = Y, dbzk —2bdk

i=1 =1
peut étre interprétée comme fournissant une application de la surface J
sur le « plan » ky = o de I'espace de coordonnées canoniques (&, k),
by étant un paramétre quelconque complétant la représentation de J
par les b; et les k. L’application conservant les caractéristiques et les
V.1 S. on retrouve immédiatement les résultats précédents.

Pour faire de la méthode de Charpit-Lagrange une méthode
d’intégration des équations aux dérivées particlles, il faut indiquer le
moyen de construire une intégrale compléte. Ce probléeme a été étudié
par Jacobi. Sa solution repose sur le fait que &k, ..., ky_, sont,
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d’aprés I'identité précédente, des intégrales premiéres, orthogonales
entre elles du systéme caractéristique. Mais cette méthode n’est
pratique que dans le cas classique N = 2.

§ 4. — Calcul canonique des variations.

4. 1. Méthode de résolution.
Considérons un probleme de variations

oy 4 dY
3 / F(X,t°2>)dt=o0
J dt |
ot X désigne un élément d’espace vectoriel a » dimensions, dont les
valeurs extrémes X, et X, sont supposces fixes.

L’inconnue est une courbe, [’extrémale, tracée dans Pespace a

N =n-+1 dimensions des Q = l){{

; on peut avec Weierstrass la

rechercher sous forme paramétrique.
Le probléeme devient alors

s [ L.ds=o

Q, et Q, sont les points fixes [XO], [}t(i]; L est la quantité

(1] 1

X
ds dt
Fl X, ¢ — | .=
2 S ﬁ ds’

ds

elle est fonction de Q et de Q= 2Q . clle est homogéne du premier

degré en Q. a3

En différentiant, il vient
Q L. .
[T+ g b |a=o
Q Q
~Q L d <5L 5](
— = =V13Q).ds=0
I, el
d’ot, grice au lemme fondamental du calcul des variations, ’équation
d’Euler-Lagrange.

soit
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Nous considérons désormais Q et Q comme des variables indépen-
dantes, et nous écrirons donc cette équation sous la forme

oL d JoL N\
n o0 aslag )"
o942,
ds

L étant homogéne du premier degré en Q, vérifie Pidentité d’Euler
h[a ~
L="L Q).
00
On en tire

oL =L ¢ oL 30) = (2L \(Q) + X (:Q)
36 0Q) + 1 60) <0Q>(Q v
oL

dou = (3Q) = 5<ﬂi >(Q) quels que soient 3Q) et 3Q ; par suite le
°Q Q

systtme (I) peur prendre la forme

( 3(‘3_1._*_ ) Q) — % (%} (3Q) = o quels que soient :Q et :Q
an

Désignons maintenant par P le covecteur —.

(IT) devient )

Nous voyons que P et Q) ne sont certainement pas des variables
indépendantes, sinon les cceflicients de 3P et de ¢Q seraient nuls,

et on aurait Q = o, (g = o.
- oL, . . N ’
En effet P = """ st une fonction de Q homogéne de degre o.
0

Q étant donné, P ne dépend que de N—1 parametres: il existe
donc en général une relation

#(P, Q) =0
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résultant de I'élimination de Q.

fomn P_ﬁ_L,

:\Q
relation que nous appellerons relation de Facobi (').

Nous supposerons désormais que cette circonstance a bien lieu,

que la fonction ¢ est différentiable en P et Q, et que tﬂ et ga
oP

sont pas nuls tous les deux; nous dirons dans ce cas que le probleme
est normal (*).
Finalement (1) prend la forme

zP. Q———*Q—o

(IV) iQ
—49_

quels que soient ZP et 2Q) liés par o(P, Q) =0
ou encore

p.4Q__dP
\'% = %0 30 =
V) ds ds Q=0
quels que soient <P et 2Q) liés par 9(P, Q) = o.

Introduisons désormais I’espace de phase parcouru par Z ={P, Q{,
dans lequel ¢(P, Q) = o est I’équation d’une surface J, que nous
appellerons surface de jacobi du probléme.

: \ e >
Dire que le probléme est normal c’est dire que %2 n’est pas nul,
{

donc que nous nous plagons en un point ordinaire de J.
(V) devient

l."'?|

BIN

=0 pour ¢Z tangent a J.

a;_Z doit étre orthogonal & J, par suite Z décrit une caractéristique de J.
5

La projection (canonique) des caractéristiques sur I'espace des Q
fournira les courbes extrémales.

(*) M. Hadamard écrit « relation caractéristique ».

(3) Le probléme est dit régulier si de plus o9 # 0 ; la condition de normalité
est donc moins restrictive. oP
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Nous arrivons donc a la méthode suivante, qui est en fait une
méthode pratique pour les applications :
Pour résourdre le probléme de variations

o d dq. _
s [E (e G, Y=

L

1°) On pose . '
L :F\'ql, v oy £ Ty i, q{‘>-i
\ ¢ 4
£==gnar
29) On élimine les §; entre les relations
oL
=

ce qui conduit @ la relation de Jacobi o (pi, q) =o.
39) On intégre le systéme caractéristique

¥ o dg __dp . dps
03 0p - 07
op, 3purt oq, 3.t

qui admet < pour intégrale premiére, en prenant 3 = O.

4. 2. Rapports entre les équations précédentes et les équations canoniques

classiques dg
Si on explicite les calculs, on trouve, en posant gi= a‘tl
.-=h—F, pour i=1, 2 .o, R
g ai
=F—3 : iy
Pn+l q f)F

Par suite, si la relation de Facobi est résoluble en p, ., et peut donc
s’écrire sous la forme
o + H (qb bis 3) =0,
H est la fonction d’Hamilton, et les équations caractéristiques

s’écrivent :

d%_ ,_f.'?.f}__. :-_-—_dﬂ!:_”::_dﬁ,::’dﬁm
- Sl B H o
2 0P, o' 04x of

On trouve les équations canoniques

dg, _ oH dp, _ aI—I
dt  op, dt ag,
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et une derniére équation qui peut-étre remplacée par la relation de
Jacobi. On constate donc que la variante proposée pour les équations
canoniques est a la fois plus générale et plus pratique que la méthode
classique puisqu’elle n’exige pas cette résolution.

4. 3. Equation et théoréme de Facobi. Applications.

Etant donné un probléme de variations, il lui correspond une sur-
face J, donc une équation aux dérivées partielles, ’éguation de Facobi
du probléme.

On lobtient donc en considérant, dans la relation de Jacobi

‘F(‘?I! cee Gns Pry e .PN)ZO

les p; comme les dérivées partielles d’une fonction u par rapport aux g,.

Si nous en connaissons une intégrale compléte, dépendant des
parametres k;, nous aurons immédiatement les équations des caracté-
ristiques, c’est a dire la solution du probléme de variations, par le
théoréme de Jacobi (Ci-dessus 3. g).

k=Cte %= Cte
ok,

On peut méme remarquer que les p, n’intervenant pas dans ces
équations, elles fournissent directement les extrémales, sans passer
par P'intermédiaire des caractéristiques dont elles sont les projections.

C’est la I'utilisation essentielle du théoréme de Jacobi; il servira a
trouver les cas d’intégration des problémes de variations, en parti-
culier des problémes de mécanique.

Signalons seulement le cas du paramétre principal, qui est le plus
important dans la pratique.

Lorsque le « lagrangien » L ne dépend explicitement que d’un
seul des ¢,, soit ¢, pour fixer les idées, et des ¢/, la relation de Jacobi
lie ¢, avec les p;;

?(qls pl: b «-. PN) =0.

Elle admet alors une intégrale compléte de la forme
u=fg, ko .. k) kgt oo+ Eyogy

la fonction f s’obtient par une quadrature, et le théoréme de Jacobi
donnera les extrémales par des dérivations.

On peut remarquer cependant que le systéme caractéristique,
sous la forme indiquée, s'intégre de lui-méme, sans avoir recours
I'équation aux dérivées partielles.
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11 s’écrit en effet

Eﬁ—ﬂ@:...:ﬁ‘&:"ﬁ‘?f":—dpa:._.:—df_’rs
o3 9 Oy Oz o e
opy  p 0Py 0,
pay ... py sont visiblement des intégrales premiéres; p, s'exprime en
fonction de ¢, et de ces constantes au moyen de la relation g = o.
On a ensuite les ¢(i=2,3, ... N) en fonction de ¢, grace aux
relations
dgy _ 44
e
op, 0P
d’olt
B
0 1 le
g= | Ldg e
o,

Si la relation de Jacobi est algébrique, le probleme est donc: ramené &
des intégrales abéliennes, ¢, et p, étant lices par la relat.mn 9 ,——-0.

Cette équation peut étre considérée comme l’équatzon’ d’une
courbe algébrique dans le plan p,, ¢,. Si cette COUI‘bl? est unicursale,
on en prendra une représentation paramétriqu'e ratnor}nellc, et 1(?
probléme sera ramené & l'intégration de fracuon:s Tanonnelles; si
son genre cst I, on sera ramené a des intégrales C]..|.lpt1qucs,

Comme exemples de ces deux cas, citons respectivement :

a) Les isopérimétres, les brachistochrones, le mouvement des
planétes. »

b) Le mouvement a la Poinsot, le pendulcl sphemque,_ le mouvem'ent
de Lagrange, la figure d’équilibre d’un liquide pesant incompressible
doué de capillarité (cas cylindrique et cas de révolution).

Manuscrit regu le 1¢7 juillet 1954.

(Carthage, mai 1954).
J-M. SOURIAU. Tunis.



