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LA RELATIVITÉ VARIATIONNELLE 

Sommaire. - Nous proposons une théorie unitaire, compatible avec la Rela
tivité Générale, fondée sur un principe variationnel qui généralise celui d'Hamilton. 

Après des préliminaires mathématiques (§ 1 ) , l 'énoncé des principes de la théorie 
(§ 2), et la démonstration des « théorèmes généraux » (§ g), nous étudions divers 
phénomènes : la gravitation (§ 4), la matière parfaite, qui généralise la théorie 
des fluides parfaits relativistes de LICHNEROWICZ (§ 5), la lumière et ]a matière 
électrisée (§ 6). 

Diverses applications sont données en cours de route : interprétation du tenseur 
d 'impulsion-énergie, solide relativiste, antimatière et dématérialisation, équations 
non linéaires de la lumière et des particules de spin 1, notion d ' interaction, etc. 

La valeur explicative de la théorie est discutée dans le § 7· 
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§ 1. - Notations et définitions préliminaires. 

I.A ÛPÉRATEURS. 

Nous appellerons opérateur toute application A d'un ensemble 
dans un ensemble; son domaine de définition et son domaine de 
valeurs seront notés respectivement déf{A) et val(A) . 

Nous dirons que A est régulier s'il établit une correspondance 
biunivoque entre déf(A) et val(A) ; l'opérateur inverse sera noté A- '. 

A étant quelconque, nous noterons A- (x) l'ensemble de tous lesy 
tels que A(y) = x; A•(E) l'ensemble des images par A des éléments 
de E . 

.!_8 désignera l'opérateur identique sur l'ensemble E {on écrira 
seulement .!. si E est clairement sous-entendu). 

A.B sera le produit (de composition) des opérateurs A et B : 

(1,1) (A.B] (x) = A(B(x)]. 

A étant régulier, B quelconque, A.B.A _, sera dit transmuté de B 
par A. 

Nous supprimerons les crochets dans une expression telle que 

( 1,2) [(A(X)] (Y)] (Z) 

et nous dirons que A est un opérateur multiple (ici d 'ordre 3) ; si de plus 
A(X)(Y)(Z) dépend linéairement de chaque variable X, Y, Z, A 
sera dit multilinéaire. 

Soit E un espace vectoriel sur le corps R des réels. Les opérateurs 
linéaires appliquant 

R dansE seront dits contravecteurs (on peut les identifier aux vec
teurs); 

E dans R 
E dansE 

- covecteurs (ils forment le dual E* de E) ; 
- affineurs. 

s étant réel, nous désignerons par ~ .. l'affineur qui transforme X 
en sX. 

L'opérateur multilinéaire A sera dit un alterneur si A(X) (Y) ... (Z) 
est nul dès que deux des variables X, Y, .. . Z sont égales. 

Dans un espace Ede dimension n, les alterneurs d'ordre supérieur 
à n sont nuls; les alterneurs d'ordre n (à valeurs réelles) forment 
un espace de dimension 1; nous dirons que E est jaugé si nous avons 
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choisi un alterneur non nul d'ordre n, que l'on appellera jauge de E 
et qui sera désigné par vol. 

L'opérateur linéaire A appliquant un espace jaugé de dimension n, 
E, dans un espace E' de même dimension, on définit son déterminant 
dét(A) par l'identité : 

(1,3) vol(A.X1) (A.X2) ... (A. X,.)= dét(A) vol(X1) (X2) ... (Xn), 

l'opérateur adjoint par 

vol(X 1) (AX2) . .. (AXn) = vol(Adj(A) .X1) (X 2) ••• (Xn)· 

1.B NOTATIONS TENSORIELLES ET MATRICIELLES. 

Les éléments du produit direct den ensembles El seront notés 

( 
~) (Xe Et, YeE2

, ••• ZeE•) 

'2:' 
et appelés échelles; en particulier les éléments de R• seront les échelles 
de n nombres réels. 

E étant un produit d'espaces vectoriels, X un élément de E, nous 
noterons li(X), ou encore lX, son élément No j; 11(x) sera l'échelle 
dont l'élément N° j a la valeur x, les autres étant nuls. Les clefs 11 
et 11 sont, par définition de la somme de deux échelles, des opérateurs 
linéaires. 

Le produit Jl·lk, que nous noterons 11k, est nul si j =/= k, égal à 1 

si j = k; on a évidemment 

11.11 = .!_s (on adopte la convention d'Einstein). 

Tout opérateur linéaire L défini sur E sera dit une ligne; ses élé
ments seront les opérateurs L.l1, notés L1; ils sont linéaires. On a 
L = L1 .11, et on note: 

L = [Lt L2 ... Ln]· 

Tout opérateur linéaire C prenant ses valeurs dans E sera dit 
une colonne; ses éléments sont les opérateurs linéaires li.C, notés JC; 
on aC= 11.JC, et on note : 
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Ces définitions induisent le calcul matriciel; les matrices M, opé
rateurs linéaires appliquant un produit direct dans un produit direct, 
étant considérées à volonté comme lignes de colonnes ou colonnes 
de lignes; leurs éléments, donnés par la formule lj. M . Jk, seront 
notés JMk; une matrice s'exprime en fonction de ses éléments par 
la formule J1 . 1Mk·lrl· 

Nous appellerons base d' un espace vectoriel E tout opérateur 
linéaire régulier S appliquant R• sur E; on a donc 

(1,4) S = [S1 S2 . .. S.] 

les S1 = S.j1 étant les (contra-)vecteurs de base, indépendants par 
hypothèse; S - I est une colonne de covecteurs. 

E étant un espace vectoriel de dimension n, E* son dual, nous 
appellerons tenseurs (p fois contrevariants, q fois covariants) les opéra
teurs multilinéaires, définis p fois sur E *, puis q fois sur E ; A étant 
par exemple un tenseur 1 fois contravariant, 2 fois covariant, S 
une base de E, les composantes de A dans S seront les nombres 

(1,5) A{,, = A(lS- 1) (S~r) (S,) 

A s'exprime en fonction de ses composantes par la formule inverse 

(1,6) A(r ) (V) (W) = A{,,. r 1 . .trV . W 
avec r 1 = r .SJ> "V = kS- 1 .V, 'W = 'S- 1 .W. 

Ainsi, si E est jaugé, S étant une base de E : 

(1,7) vol,! ...• = vol (S1) (S2) . . • (S.) 
(1,8) = dét (S) 

(si on jauge R• en posant vol( j1) (12) ... (1 .) = 1). 
Les propriétés de symétrie et d'antisymétrie des tenseurs se véri

fient immédiatement sur leurs composantes dans une base quelconque; 
par exemple, l'identité 

A(X ) (Y) = A(Y) (X) 

définissant la symétrie du tenseur A, peut aussi s'écrire 

A 1k = A kJ· 

t.C EsPACES E UCLIDIENS. 

Nous dirons qu'un espace vectoriel E, de dimension n, est euclidien 
lorsque nous aurons choisi un tenseur de E, deux fois covariant, 
symétrique et régulier, noté g ; g sera donc une application de E sur 
son dual ; X et Y appartenant à E, g(X ) est un covecteur, g(X )(Y ) 
un nombre, appelé produit scalaire de X et Y, égal aussi à g(Y ) (X), 
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On convient de poser 

( r,g) g(x) (y) = xy s1 x et y sont des nombres 

(1,ro) g(X)(Y) = l:'X.JY s1 X et Y appartiennent à RP, 

ce qui fait de R et R1' des espaces euclidiens. 
L'espace E est dit positif si g(X ) (X) > o pour X=/= o; l'indice 

d'inertie est la dimension maximum p d'un sous-espace positif; E sera 
dit hyperbolique normal si p = 1. Dans ce cas, un vecteur X est appelé 
vecteur de temps, vecteur isotrope ou vecteur d'espace suivant que g(X) (X) 
est positif, nul ou négatif; on montre que les vecteurs de temps se 
partagent en deux classes opposées, le produit scalaire étant positif 
à l'intérieur d'une même classe; on peut désigner arbitrairement les 
classes en appelant l'une avenir et l'autre passé. 

L'opérateur A appliquant un espace euclidien E dans un espace 

euclidien E', on appelle transposé de A l'opérateur A défini par 

g( A(X )) (Y) = g(X) (A(Y)) ; 

A existe seulement si A est linéaire; c'est aussi un opérateur linéaire, 
qui applique E ' dans E. 

On vérifie immédiatement que 

(1,II) A = A, 

et que la transposition conserve le rang (dimension du domaine de 
valeurs); que 

(1,12) [A]- 1 = A- 1 si les deux membres existent. 

Le transposé d'un (contra)vecteur X est g(X), ce qui permet de 
noter le produit scalaire 

( 1' 1 3) X. Y 

A est dit hermitien ou antihermitien selon que A = A ou A = - A. 
Les clefs de R• vérifient G = '1, 'ï = !1, ce qui permet de trans

poser les lignes, colonnes et matrices; en particulier, si S est une 

base d'un espace euclidien, G = S. S est une matrice hermitienne, 
dite matrice de Gram de S; elle vérifie 
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les composantes de l'opérateur g-1, définies par 

JS-t.g-1 (kS-1) 

et que l'on note gJI•, vérifient 

( r, r 5) 

rog 

Le nombre de valeurs propres positives de la matrice de Gram 
d 'une base est égal à l'indice d 'inertie de l'espace; le signe de son déter
minant est donc [- r]• -P. 

On peut définir dans tout espace euclidien une jauge par la 
condition 

( 1,1 6) ldét (S) 1 = ldét(S) 1 

quelle que soit la base S de E ; 
On a a lors 

{1,17) dét(S) = [ - r]•-P · 
dét (S) ' 

il faut prendre pour cela, 80 étant une base donnée 

( r, r8) 

le choix du signe du radical est l'orientation de l'espace euclidien. 

I .D V ARi fTts. 

Soit E un espace topologique; E' un ensemble; B l'ensemble des 
opérateurs réguliers appliquant un ouvert de E dans E' ; A une partie 
de B. 

Nous dirons que A possède le caractère local si tout élément F de B, 
qui coïncide, au voisinage de tout point de déf(F), avec un élément 
de (A), est aussi un élément de A. 

Nous définirons les variétés de dimension n comme les ensembles 
non vides, munis d 'un atlas complet A, vérifiant les axiomes suivants : 

( I , I 9) 
( 

a) Les éléments de A sont des opérateurs réguliers 
appliquant un ouvert de R• dans V; on les appellera 
cartes de V. 

b) A possède le caractère local; 

1 

c) F, G, H étant des cartes, F . G-1.H est une carte; 
d) F étant une carte, T une translation de R•, F. T est 

une carte; 

1 
e) Les domaines de valeur des cartes recouvrent V. 
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Il existe sur toute variété une topologie naturelle, dont les ouverts 
sont les réunions de domaines de valeurs de cartes; pour cette topo
logie, les cartes sont bicontinues. 

Inversement, soit E un espace topologique, A0 un ensemble 
d'opérateurs réguliers bicontinus appliquant des ouverts de R" sur 
des ouverts de E, et dont les domaines de valeurs recouvrent E. Il 
existe alors un plus petit ensemble A, contenant A0, et vérifiant les 
axiomes (1,19); il définit surE une structure de variété, dite structure 
induite par A0, et dont la topologie naturelle coïncide avec la topologie 
donnée. 

Par exemple, on définit sur tout espace vectoriel de dimension n 
une structure de variété de dimension n, induite par les bases; on 
définit de même le produit direct de deux variétés V 1 et V 2 , de 
dimension n1 et n2, une structure de variété de dimension n1 + n2, 

induite par les F tels que 

F(X) = (F1 (X)) 
Y - F 2 (Y) 

F 1 et F 2 étant des cartes de E 1 et E 2 respectivement. 

(1,20) 

i 
Soit V une variété de dimension n; un opérateur H 

appliquant une partie de R• dans R• s'appellera 
changeur de carte de V si, F étant une carte quelconque, 
F. H est encore une carte. 

Ainsi, F 1 et F 2 étant des cartes, [F 1]- 1. F 2 est un changeur de 
carte (axiome x, xg, c). 

L'ensemble A' des changeurs de cartes possède les propriétés 
suivantes : 

( I ,2 I ) 

a) Les changeurs de carte sont des opérateurs bicontinus, 
appliquant un ouvert de R• sur un ouvert de R•; 

b) A' possède le caractère local; 
c) H et K étant des changeurs de carte, H - 1 et H . K 

en sont aussi; 
d) Les translations sont des changeurs de carte. 

(1,22) rateur régulier G appliquant une partie de V dans l 
Nous appellerons glissements d'une variété V tout opé-

V tel que, si F est une carte, G .F est une carte de V. 
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Ainsi, F 1 et F 2 étant des cartes, F 2 • [F 1] - 1 est un glissement 
(x, xg, c). On vérifie que: 

(1,23) 
( 

a) Tout glissement est un opérateur bicontinu, appli
quant un ouvert de V sur un ouvert de V ; 

b) L'ensemble des glissements possède l e caractère local; 
c) L'inverse d'un glissement, le produit de deux glis-

1 

sements, sont encore des glissements; 
d) Quels que soient les points M et M' de V, il existe 

un glissement appliquant M sur M' ; 
e) 0 étant un ouvert de V, !o est un glissement. 

L'ensemble des glissements définit sur V une structure géométrique, 
induite par la structure de variété, mais qui n'implique pas cette 
dernière : deux variétés peuvent avoir mêmes glissements sans avoir 
mêmes cartes. 

I.E E sPACEs FIBRÉs. 

Soit & un ensemble, V une variété. 

Nous dirons que & est un espace fibré (1) de base V, si 
nous avons défini un opérateur n (appelé projection) 
appliquant & sur V, et un opérateur tp, tels que : 

a) G étant un glissement de V, tp(G) est un opérateur 
régulier appliquant une partie de & dans&. 

b) Quel que soit le glissement G, 

G.n = n .tp(G). 

c) G 1 et G 2 étant des glissements 

tp(G1.G2) = q>(G1).tp(Gz). 

M étant un point de la base V, l'ensemble n - ( M) s'appellera 
fibre au point M ; les fibres de deux points distincts sont disjointes; 
la réunion des fibres forme l'espace fibré 0. 

Nous désignerons aussi par 'P l'opérateur n-, et nous dirons alors 
que f est un fibreur de base V. 

On peut alors désigner la fibre au point M par q> (M); l'espace 
fibré par tp(V). 

( 1) Définition non classique. 
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On vérifie immédiatement que : 

) 

0 étant un ouvert de V, f(!_o) = .!.~o> 
G étant un glissement, 

(1,25) IP(G-1) = [,(G)] - 1 

déf(f(G)) = IP(déf(G)) val(f (G)) = ~(val (G)) . 

Si le glissement G vérifie G(M) = M, IP (G) est une permutation 
de la fibre IP(M); l'ensemble de ces permutations est un groupe, appelé 
groupe structural de la fibre. 

Si le glissement G vérifie G(M) = M', le groupe structural de 
IP(M') est transmuté par f(G) du groupe structural de f(M) . 

Une partie de la fibre f(M) (qui peut en particulier se réduire à 
un point) sera dite invariante si elle est invariante par le groupe struc
tural de f(M) . 

) 

Nous appellerons if-champ tout opérateur J, défini sur un 
( 1 ,26) ouvert Q de V, faisant correspondre à chaque point 

M de Q un point de la fibre correspondante IP (M). 

G étant un glissement, f(G). f. G- 1 est encore un champ, défini 
sur l'ouvert G+(Q) ; on le désignera par f (G)(f) ; ce nouveau 
prolongement de l'opérateur f possède encore la propriété 

( I ,27) 

Un champ est dit invariant si, quel que soit le glissement G, f (G) (f) 
coïncide avecfpartout où ces deux champs sont définis; quel que soit 
le point M,f(M) est alors un élément invariant de la fibre f(M). 

1 

Soit fun fibreur de base V, E un ensemble. 
Nous dirons que R est un repéreur de f• et que E est 

sa fibre-type, si : 
a) F étant une carte de V, X un élément de déf(F), 

R (F)(X) est un opérateur régulier, appelé repère, 
(1,28) qui applique E sur la fibre f(F(X)); 

b) T étant une translation de R\ 

R (F . T )(X ) = R (F)(T (X)). 

c) G étant un glissement de V, 

R (G.F)(X) = [f(G)). [R (F)(X)]. 

On peut toujours construire un repéreur d'un fibreur donné; 
il suffit par exemple de choisir un point M 0 de V, une carte F 0 telle 



LA RELATIVITt VARIATIONNELLE 

que F 0 ( o) = M0, de poser E = q>(M0) et R (F) (X) = q>(F . T x. Fiï 1) • .!_s, 
Tx désignant la translation de RA qui envoie o en X. 

\

Nous prolongerons canoniquement tout repéreur R en 
sorte que : 

a) R (F) (X) existe si F est une carte, l'inverse d'une carte, 
( 1 •29) ~ un changeur de carte ou un glissement et si Xe déf (F) ; 

b) R (F.G)(X) = (R (F)(G(X ))). [R(G)(X)) si 

Xe déf(F. G). 
On constate qu'il est nécessaire et suffisant, pour cela, de poser : 

R (F) (X) = q>(F) . .!.!'<x> si F est un glissement; 
R (F)(X) = [R(F- 1) (F(X)))-1 si F est l'inverse 

{1,30) d'une carte; 

( 
R (F)(X ) = (R (G)(F(X)))-1 . [R(G.F)(X)] si Fest 

un changeur de carte, cette dernière définition étant 

indépendante du choix de la carte G telle que [G. F] (X) existe. 
R(F) (X) désigne respectivement dans ces trois cas : 

- une application régulière de la fibre f(X) sur 
la fibre f(F(X)); 

- l'inverse d'un repère (ou corepère); 
- une permutation de la fibre-type. 

L'ensemble des permutations de la fibre-type ainsi définies 
(R(H)(X), H étant un changeur de carte) est un groupe, que l'on 
appellera groupe structural de la fibre-type E; S étant un repère au 
point M, les autres sont de la forme S.A, A appartenant au groupe 
structural de E; inversement, S et S' étant deux repères en M, S- 1 . S' 
appartient à ce groupe structural, S' . S- 1 au groupe structural de la 
fibre f(M ); on obtient donc le groupe structural d'une fibre en trans
mutant par un repère celui de la fibre-type ; les repères transforment 
une partie invariante de la fibre-type en partie invariante d'une fibre. 

( 1.3 J) 

Soit V une variété, E un ensemble; nous dirons que 
R 0 est un préreplreur (de base V, de fibre-type E), si : 

a) Lorsque H est un changeur de carte de V, et 
que Xe déf(H) 

R 0(H) (X) est une application de E dans E; 
b) R 0(H. H') (X) = (R0(H) (H' (X))]. [R0(H') (X)] 

si Xe déf(H. H '). 
c) R 0(H) (X) = I 8 si H est une translation, ou 

l'opérateur identique sur un ouvert de R-. 
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Il est clair que la restriction aux changeurs de carte d'un repéreur 
est un prérepéreur. 

Soit inversement R 0 un prérepéreur de fibre E. 

La relation ~, définie sur les échelles ( i) (F étant une carte, 

X un élément de déf(F), Z un élément de E) par 

[ ( 
XZF ) "'"' ( XZF'', ) ] [F(X ) = F' (X') ] ~ Z = R 0(F-t. F') (X') (Z') 

est alors une équivalence; les classes, notées R (F)(X)(Z) forment un 
espace fibré de base V si on prend F(X) comme projection de 

R (F)(X) (Z), 

et si on définit le fibreur f par 

t(G) (R(F)(X)(Z)) = R (G.F) (X) (Z) 

cette définition étant cohérente avec la définition des classes R (F) (X); 
on constate ensuite que Rest un repéreur de f, et que son prolongement 
canonique aux changeurs de carte coïncide avec R 0 ; donc 

(1.32) Tout prérepéreur peut être prolongé par un repéreur. 

Soit f un fibreur, fun t·champ, R un repéreur de f• F une carte 
de la base V de f· 

La valeur du champ au point F(X), soi tf (F(X ) ), peut être repérée 
dans le repère R (F) (X); on obtient alors un élément Z de E, fonction 
de X, qui repère le champ f dans la carte F. 

On vérifie immédiatement que, pour qu'un champ soit invariant, 
il faut et il suffit qu'il soit repéré par un élément constant Z0 de E dans 
toutes les cartes, en tout point. Cet élément Z0 est alors invariant par 
le groupe structural de E. 

I.f CONSTRUCTION D
1
ESPACES FIBRÉS. 

- On obtient un espace fibré trivial en faisant le produit direct 
de V par un ensemble E; la projection de 

(~) 
étant M, le fibreur étant défini par f(G) ( ~) = (G~M)} 
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Le groupe structural d 'un espace fibré trivial se réduit à l'élément 
neutre; on obtient un repéreur, de fibre-type E, en posant 

R (F) (X) (Z) = (F'i)) 

- fh f2• . . . f• étant des fibreurs de base V, on définira l'espace 
fibré produit en posant 

IP(M) = h (M) x f 2(M) x . . . f•(M) 

et, P ~ ( .: : ) étant un élément dq (M}, G un glissement de V, 

(

fl (G)(P1) ) 

f(G)(P) = :~(.~~~~2~ 
IP~r(G)(P~r) 

Les RJ étant des repéreurs des f J, de fibres-types respectives EJ> on 
construira un repéreur de if, de fibre-type E1xE1x ... E., en posant 

O n appellera sous-espace fibré &' toute partie d'un espace fibré 
& qui est encore un espace fibré de même base; R étant un repéreur 
du fibreur ip, de fibre-type E, on obtient tous les sous-espaces fibrés 
de ~P(V) en considérant chacune des parties invariantes de E, et en 
la transformant par les repères. 

Le fibreur IP et le repéreur R induisent le fibreur et un repéreur 
du sous-espace fibré. 

Une intersection de sous-espaces fibrés est évidemment un sous
espace fibré. 

- On peut faire le quotient d'un espace fibré (V) par une lquivalence 
si deux éléments équivalents appartiennent à une même fibre et sont 
transformés par les opérateurs f(G) en éléments équivalents ; la pro
j ection et le fibreur passent alors au quotient, en définissant un nouvel 
espace fibré de même base. 

R étant un repéreur de fibre-type E, l'équivalence induit sur E 
une équivalence indépendante du choix du repère; le quotient de E 
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par cette relation est la fibre-type d'un repéreur quotient de formation 
immédiate. 

- Soient ~ 1 et h deux fibreurs de base V; on obtient un nouveau 
fibreur en posant 

a) si M est un point de V, f(M) = ensemble des opérateurs 
appliquant 

dans 

b) siG est un glissement de V, f (G) (f ) = h (G) .f.[f1(G)]- 1• 

L'espace fibré ainsi obtenu est appelé espace fibré d'opérateurs ; R 1 

et R 2 étant des repéreurs de fl et f 2 , ayant E 1 et E 2 pour fibres-type 
respectives, on obtient un repéreur R de f en posant : 

R(F) (X) (g) = [R2(F) (X)] .g. [R1 (F) (X)]- 1 ; 

la fibre-type de R est l'ensemble des applications de E 1 dans E 2• 

Par itération de ce procédé, on obtient les espaces fibrés d'opéra
teurs multiples, avec les repéreurs correspondants. 

- On appelle espace fibri principal associé à un fibreur f (muni 
d'un repéreur R, de fibre-type E), le fibreur Iii défini par : 

I!I(M) =ensemble des repères au point M; 
~ii(G) (R(F)(X)) = R(G.F) (X). 

On obtient un repéreur S de f• ayant pour fibre-type le groupe 
structural de E, en posant 

S(F) (X) (A) = [R(F) (X)] . A. 

L'espace fibré principal peut être considéré comme sous-espace 
fibré d'un espace fibré d'opérateurs. 

- Soit f un fibreur, R un repéreur de f ayant E pour fibre type, 
r le groupe structural de E. 

Si A est une reprisentation de r dans un groupe de permutations d'un 
ensemble E', l'opérateur S défini par 

S{F) (X) = A(R(F) (X )) 

est un prérepéreur; on peut donc le prolonger par un repéreur (1,32) ; 
on construit ainsi un espace fibré ayant même base que f, déduit 
de la représentation A. 

r.G OPÉRATEURS ET VARIÉTÉS DIFFÉRENTIABLES. 

Soient E et E' deux espaces vectoriels de dimension finie, F un 
opérateur appliquant un ouvert de E dans E'. 
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On notera D(F) (X) (Y) la limite, si elle existe, de 

F(X + sY)- F(X) 
( 1 ,33) 

s 
lorsque s tend vers o. 

D (F) (X ) est un opérateur homogène de degré 1; s'il dépend conti
nuement de X dans déf(F), nous dirons que F est différentiable (1); 

on montre alors que D(F)(X) est linéaire; D(F) s'appellera opl
rateur dérivé de F. 

La formule de dérivation des fonctions de fonctions s'écrit : 

(1,34) D(F. G) (X) = [D(F) (G(X))) . [D (G) (X)) 

elle est valable si F et G sont différentiables. 
Nous définirons une différentielle d en choisissant une « variable 

indépendante » X parcourant un ouvert d'un espace vectoriel de 
dimension finie, un vecteur H de cet espace, fonction de X, et en posant 

(1,35) dY = D(G)(X)(H) 

si la variable Y vérifie identiquement 

Y= G(X); 

la formule (1,34) montre que l'on a: 

(1,36) d[F(Y)) = D (F)(Y)(dY) 

quelles que soient la différentielle d, la variable Y; on a en particulier 
H = dX. 

Z désignant la variable F(Y), nous poserons 

(1,37) ôZ = D(F)(Y). 
?>Y 

D (F) (Y) est en effet l'opérateur (linéaire) qui transforme dY 
en dZ quelle que soit la différentielle d. 

Il sera commode de poser, X appartenant à R• 

(1,38) ô1X = lï 
définissant ainsi n différentielles ~1 ; ~1Y désignera alors la dérivée 
partielle de la variable Y par rapport à la pm• composante de X. 

On établit immédiatement les formules 

(1,39) d(A(Y)) = [dA) (Y) + A(dY) si A est linéaire, 
(1,40) d [A(Y1) (Y2) • . • (Y,)) = [dA] (Y1) • •• (Y,) 

+ A(dY1) (Y2) •• • (Y,) + · · · + A(Y1 ) • •• (Y,_1) (dY,) 
si A est multilinéaire; en l'appliquant à une jauge, on en déduit 

( 1) Nous sous-entendrons le mot « continuement ». 
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aisément la formule 

ainsi que 

( 1 ,42) 
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d[dét(A)] = T (A- 1 dA) 
dét(A) r · 

F étant un opérateur différentiable, l'opérateur dérivé D(F), 
ayant même domaine de définition que F, prend ses valeurs dans un 
espace vectoriel de dimension finie; on peut lui appliquer les résultats 
précédents. On définit ainsi, par récurrence, les opérateurs p fois 
différentiables, qu'on appellera aussi opérateurs de classe CP (les opéra
teurs de classe c· étant par définition les opérateurs continus) : 
un opérateur de classe 0 quel que soit p sera dit de classe C ... 

F étant de classe QP, DP(F) (X) est un opérateur p-linéaire; on 
montre aisément qu'il est symétrique. 

X étant la variable indépendante, dX et aX étant supposées 
fonctions différentiables de X, G étant de classe C2

, on déduit immédia
tement de la symétrie de D2(G)(X) la formule 

(1,43) daG(X) - adG(X) = D (G)(X)(dôX- ôdX) 

que l'on interprète en disant que dô- ôd est une différentielle; on 
l'appellera crochet des différentielles d et ô. On dira que d et ô commutent 
si leur crochet est nul; c'est notamment le cas pour les différentielles 
()1 définies plus haut (1,38) . 

On démontre que le produit de deux opérateurs de classe 0 est 
de classe CP; que l'inverse d'un opérateur de classe CP, s'il est diffé
rentiable, est de classe QP. 

Une variété V sera dite de classe CP si ses changeurs de carte sont 
de classe 0; les variétés de classe C1 seront dites différentiables. 

Toute variété de classe Q P est de classe Cq si q <P; toutes les 
variétés sont de classe c· (1,21, a) . 

En particulier, les espaces vectoriels de dimension finie, qui ont 
reçu ( 1 ,D) une structure canonique de variété, sont de classe cao. 

Soient V et V' deux variétés de classe CP, de dimensions respec
tives n et n' ; <1> une application d'un ouvert de V dans V' . 

F et F' étant des cartes respectives de V et V', F'- 1 . <1>. F est une 
application d'un ouvert de Rn dans Rn'; si elle est de classe 0 quelles 
que soient les cartes F et F ', <1> sera dit de classe CP. (Si V et V' sont 
des espaces vectoriels, on retrouve la définition précédente). 

Avec cette définition plus générale, on montre encore que le produit 

• 
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de deux opérateurs de classe CP est de classe CP; que si V est une 
variété de classe CP, ses cartes, inverses de cartes et glissement sont 
(comme les changeurs de carte) de classe 0'. 

Soient <1> 1 et <1> 2 deux applications de classe 0', appliquant un 
ouvert de V dans la variété V' ; V et V ' sont donc supposés de classe CP. 

Nous dirons que <1> 1 et <1> 2 ont un contact d'ordre p au 
point M de V si 

a) <1> 1 (M ) = <1> 2 (M). 
b) F et F' étant des cartes de V et V' telles que 

F(X) = M, 

les dérivées de F'- 1 .<1>1 .F et F'- 1 . <1> 2 . F coïncident, 
jusqu'à l'ordre p, au point X . 

On constate immédiatement que cette définition est bien indé
pendante du choix des cartes F et F'. 

Le contact en un point M définit évidemment une équivalence; 
les classes s'appellent « éléments de contact d 'ordre p, au point M » . 

r.H. EsPACES FIBRÉS n'oRDRE FINI. 

Soit V une variété de classe 0'. 
Les glissements de V étant des opérateurs d e classe CP, nous savons 

définir le contact d 'ordre p de deux glissements en un point M de V. 

( 1,45) 

Un espace fibré de base V, de fibreur ~·sera dit d'ordre p 
si la restriction à la fibre ~(M) de l'opérateur ~(G) 

ne dépend que de l'élément de contact d'ordre p de 
G au point M. 

En utilisant un repéreur R, on constate que cette définition est 
équivalente à la suivante : 

( H étant un changeur de carte d e V, l'opérateur R(H) (X) 
) ne dépend que de 

( D(H)(X), D2(H )(X), ... DP(H)(X) 

(qui ne fait intervenir que le prérepéreur). 

Espaces fibrls d'ordre o. 
Soit R un repéreur d'un tel espace fibré, E sa fibre type. L'expres

sion R (H) (X) est constante, d'après ( 1 ,46) ; le groupe structural 
sc réduit à l8 ; l'espace fibré est isomorphe à l'espace fibré trivial V X E. 

ALGER, Mathématiques. 
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Espaces fibrés d'ordre 1. 

L'opérateur D, appliqué aux changeurs de carte d'une variété V 
de classe C1, de dimension n, vérifie les identités : 

D (H. K)(X) = D(H) (K (X)). D(K)(X ), 

D (H) (X) = .!.a• si H est une translation ou l'opérateur identique 
sur un ouvert de R•. 

C'est donc un prérepéreur (1,31 ); on peut le prolonger par un 
repéreur (th. 1,32), que nous désignerons encore par D, définissant 
ainsi un espace fibré de base V; la fibre type est R•; le groupe struc
tural est composé des matrices D(H)(X ) ; on peut définir sur les 
fibres une structure d'espace vectoriel à n dimensions, en postulant 
la linéarité des repères : on définit ainsi l'espace vectoriel tangent à V 
en un point M . 

F étant une carte, le repère S = D(F) (X) est alors une base; 
les vecteurs de base sont les S1 = D(F)(X)( i1) ; on posera encore 
(avec M = F(X), 111(X) = 11) : 

S = IIM . 
IIX' 

Plus généralement, d étant une différentielle quelconque, dM 
désignera un vecteur tangent. 

d et a étant deux différentielles, les notations do M et adM n'ont 
aucune signification en général; mais la notation [da - od]M dési
gnera le vecteur tangent repéré dans la carte 

F (M = F (X)) par daX-adX. 

Soit maintenant R un repéreur d'un espace fibré de base V, 
d 'ordre 1; il existe par définition un opérateur If> tel que 

R (H)(X) = lf>[D(H)(X)] 

s1 H est un changeur de carte de V. 
L'identité 

R (H.K)(X) = R (H)(K (X)). R (K )(X) (1,29 b) 

montre que If> est une représentation du groupe des matrices D(H)(X). 
Des exemples importants d'espaces fibrés d 'ordre 1 sont fournis 

par les covecteurs, affineurs et tenseurs de l'espace vectoriel tangent; 
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ces espaces fibrés se construisent et se repèrent en utilisant les procédés 
( 1 .F). 

Nous appellerons/orme d'ordre p tout champ d'alterneurs d'ordre p 
(à valeurs réelles); A étant la valeur de la forme au point M, la for
mule 

(1,48) B(dM) (d1M) ... (d~) = d[A(d1M) ... (d~)] 
- d1[A(dM) (d2M) ... (dpM)]- · · ·-dp[A(d1M ) ... (d,_1M) (dM)] 

où les différentielles d, d1, ••• dP sont supposées commuter deux à 
deux, définit une forme d'ordre p + 1, que nous appellerons dérivée 
extérieure de A; nous poserons 

B =\lA. 

Nous appellerons chaîne de dimension p tout opérateur linéaire C, 
à valeurs réelles, défini sur les formes continues; la chaîne D sera 
appelée bord de la chaîne C si A = \lB entraîne D(B) = C(A), ce 
que nous noterons D = C. \1 . 

Nous employerons la notation 

pour désigner le nombre résultant de l'application de la chaîne C 
à la forme A; avec cette notation, la définition du bord prend la forme 

r \l.B = r B 
Je Jcv (formule de Stokes). 

Un exemple important de chaîne est le pavé de dimension p, défini 
au moyen d'une application différentiable et régulière F d'un ouvert 
de RP dans une variété (on pose M = F(X)) par 

( 1 ,52) 

(A = dl X d2X . . . dPX A{ô1M) (b2M) ... (bpM) f •b ib ;;Pb 
J C oa ta Pa 

Le support du pavé est l'image par F du produit d'intervalles 
(la, lb] x [la, 2b] x ... x [Pa, Pb]; les formes nulles sur ce support 
ont une image nulle par C. 

Le bord du pavé existe, et est la somme de 2p pavés de dimension 
p- 1. Nous supposons connues les applications essentielles de ces 
définitions. 
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I .1. CONNEXIONS LINÉAIRES. 

Soit V une variété de dimension n, de classe C2• Nous appellerons 
connexion linéaire au point M de V une opération " telle que : 

1 
( 

a) si la différentielle ô définit au voisinage de M, un 
champ de vecteurs tangents à V, et si dM est un 
vecteur tangent à V en M 

dôM 

désigne un vecteur tangent à V en M. 
b) F étant une carte de V telle que F(X) = M, il 

existe un opérateur bilinéaire r tel que 

JaM = D(F)(X)(dôX + r(dX)(ôX)). 

Si l'on pose~ = K(F)(X)(r ), on constate immédiatement que 
l'on a défini un repéreur K; les connexions forment un espace fi br~ 
de base V, dont la fibre-type est l'espace à n3 dimensions des opéra
teurs bilinéaires r définis dans R., prenant leurs valeurs dans RA; 
on vérifie également que c'est un espace fibré d'ordre 2. 

On appelle géodésiques de la connexion les courbes définies par 
l'équation différentielle 

âdM = o 

qui peut s'écrire, en prenant une carte 

d
2
X + r(dX) (dX) = 0 ds2 ds ds . 

On suppose donc donné un champ de connexions. 
La torsion de la connexion au point M est l'opérateur bilinéaire T 

défini par 

(1,56) 'daM - âdM = [dô- od] M + T (dM)(ôM). 

En utilisant une carte F, on constate que : 

T (dM)(oM) = D(F)(X)(r(dX)(ôX) - r (aX)(dX)). 

On dit que la connexion est symétrique si sa torsion est nulle; cette 
propriété s'exprime donc dans toute carte F par la symétrie de l'opé
rateur r. 

~ et "" désignant deux connexions, on vérifie l'existence d'un 
opérateur bilinéaire A tel que 

( r ,sa) JaM -doM = A(dM)(aM). 
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A s'appelle la différence des deux connexions. Il est symétrique si les 
deux connexions sont symétriques. Inversement, d'une connexion 
linéaire "'-', on déduit toutes les autres par la formule ( 1 ,58), A étant 
un opérateur bilinéaire. ,... 

Nous désignerons par ~ (oM ) l'opérateur linéaire qui fait corrcs
ôM 

pondre doM à dM ; il est repéré dans la base S = D(F) (X) par la 
matrice 

()~~] + r '(aX ) 

T' ' désignant l'opérateur symétrique de r (donc confondu avec r 
si la connexion est symétrique). 

Nous prolongerons la dérivation covariante d à d'autres champs que 
les champs de vecteurs, en convenant que : 

~ âz = dZ si Z appartient à un espace vectoriel fixe; 
l [dA] (Z) = d[A(Z)]- A(dZ) si A est linéaire. 

On aura alors : 

(r,60) d[A(Z 1)(Z2) .. • (Z,,)] = [JA] (Z 1) .•. (Zp) 

+ A(dZ 1)(Z2) ••• (Zp) + · · · + A(Z1) • • • (Zp_,)(dZp) 

si A est p-linéaire. 
Par exemple, en introduisant la base S = D(F)(X), d'où 

aM = s .ax, 
il vient la formule 

( r ,6r ) Js = s. r (dX) 

qui est une définition commode de l'opérateur r. 
Il sera utile aussi d'introduire la matrice 

( I ,62) 
( 1 ,63) la ligne 

et les nombres 

r J = T'(IJ) 
j r k = 11· r (lk) 

(symboles de Christoffel) ; 

par exemple, la dérivation covariante d'un tenseur deux fois covariant 
sera donnée par la formule 
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Courbures d'un champ de connexions linéaires. 
Nous définirons cette courbure comme l'opérateur trilinéaire R tel 

que: 

(1,66) [Jtàz -2231] aM = [r:t;.ii;#tJ aM 
+ R (d1 M)(d2M)(oM) 

quelles que soient les différentielles dl, d2, a. 
En utilisant la carte F et la base S = ~~ , il vient 

(1,67) R(d1M)(d2M)(aM) = 
S[r(dtX). r (d2X)- r (d2X) r (dtX) + dt[r] (d2X) - d2r (dtX)] (aX) 

d'où les composantes de R dans la base S : 

(1,68) 

§ l. - Les principes de la relativité variationnelle. 

2.A ÉNONCÉ DES PRINCIPES ( 1) . 

a) L'univers est une variété (U) de dimension 4· 
b) Les changeurs de carte de (U) sont des fonctions 

de classe C2, à j acobien positif. 
c) Les fonctions régulières de R', de classe C''", 

à j acobien positif, sont des changeurs de carte de (U) . 

a) En chaque point M de (U) est défini un tenseur 
g, appelé tenseur fondamental, qui définit sur l'espace 
vectoriel tangent une structure d 'espace euclidien 
hyperbolique normal. 

b) Les composantes g., de g dans une carte arbi
traire sont différentiables. 

{ 1) J . M. SoUIUAu, I. 
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a) Chaque phénomène physique est un champ 
défini dans (U) ; on peut choisir pour ce champ un 
repéreur R tel que : 

La fibre-type de R soit une variété de classe C2. 
H étant un changeur de car te, Z un point de 

la fibre-type, l'expression R (H)(X)(Z) soit 
une fonction de classe C2 de Z et des dérivées 
partielles (jusqu'à un ordre fini p) de H au 
point X. 

b) F étant une carte quelconque de (U), 
R (F)(X)(Z) la valeur du champ au point F (X), Z 
est fonction de classe C2 de X. 

a) A chaque phénomène est associé une fonction 
caractéristique J, telle que le scalaire 

P = f (Z, ?:>1Z, gkt) 

ne dépende que du point M = F (X), et non du choix 
de la carte F; on l'appellera présence du phénomène 
au point M . 

(2,4) b) La fonction/ est de classe C2, en ce sens que si 
Z est repéré par Q dans une carte de la fibre, et si on 
pose 

a(f(Z, ?:>1Z, gkt)] = n aQ + Plo[ll1QJ 
+ Aklagkl 

les lignes TI et Pi, les nombres Ak1 sont des fonctions de 
classe C1 des quantités Q , ll1Q, gkt• 

Quelle que soit la chaîne C, de dimension 4, l'inté
grale 

où les p<œJ désignent les présences des différents 
phénomènes concomitantes et vol la jauge euclidienne, 
est stationnaire pour toute variation, nulle au bord 
de C, de ces phénomènes et du tenseur fondamental. 
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2.B REMARQ.UES DIVERSES. 

D'après l'axiome (2,1 ), les changeurs de carte de (U) ont tous un 
jacobien positif; cette hypothèse fait de (U) une variété orientée, en 
permettant de définir sans ambiguïté le signe de la jauge euclidienne 
vol. 

Nous n'avons pas précisé complètement l'ensemble des changeurs 
de carte de (U ) ; les hypothèses énoncées sont suffisantes pour les 
besoins de cet exposé. 

De même, la structure globale de ( U) reste indéterminée; rien 
n'empêche, par exemple, de considérer un univers non connexe, bien que 
l'utilité de cette notion n'apparaisse guère (1) . 

On a supposé que U est orientable; le théorème de Whitney (Cf. 
Lichnerowicz 1) permet d'affirmer l'existence globale sur U d'un 
champ de vecteurs non nuls du genre temps, ce qui montre que la 
caractéristique d'Euler-Poincaré de (U ) est nulle; ce résultat permet 
également, sur chaque composante connexe de (U), de distinguer 
par continuité les vecteurs d'avenir et les vecteurs de passé, ce qui 
est probablement essentiel pour l' interprétation de la thermodyna
mique. 

Compte tenu de l'orientation de (U), on en déduit aussi une orien
tation pour les sous-espaces vectoriels tangents de dimension 3, du 
genre espace; ce résultat est à rapprocher des expériences rendant 
vraisemblable la non-conservation de la parité en mécanique quan
tique. 

Les axiomes (2,3) indiquent que tout phénomène est un champ 
prenant ses valeurs dans un espace fibré de base (U), d'ordre fini p, 
et que le point Q qui repère le champ dans une carte F au point F(X) 
est fonction deux fois différentiable de X, quelle que soit la 
carte F. 

Ce résultat suppose essentiellement que (U) est une variété de 
classe CP• 2

; l'existence de phénomène non triviaux (p :;;;::. 1) conduira 
donc à préciser l'axiome (2, 1) ; en particulier la gravitation, qui est 
un phénomène d'ordre 2, fait de (U) une variété de classe C4

; les 
équations de la gravitation montreront également (moyennant cepen
dant une approximation) que les g"' devront être de classe C' (ci
dessous, 4.B). 

( 1) Chacune des composantes connexes se comporterait comme un uni
vers indépendant, n'ayant aucun rapport passé, présent ou futur avec les 
autres. 
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§ 3 . - Théorèmes généraux. 

3.A j AUGE ET TENSION. 

127 

F étant une carte, désignons parS la base D(F)(X). On rappelle 
les formules ( I ,4 7) 

S1 = 1>1M avec èliX = 11 (j = r, 2, 3, 4) 

La matrice de Gram correspondante (r,C) 

G = S.S 
a pour composantes 

(2,6) 1Gk= 1!.[.S.S. ]. Ik =S1.Sk = g(S1) (Sk) = g1k· 

Par hypothèse, la dimension de l'espace vectoriel tangent est 4, 
son indice d' inertie 1; les formules ( r, 16, 17, 18) nous montrent que 
si l'on choisit la jauge de cet espace par la condition 

ldét (s) 1 = ldét (S) 1 

on aura en fait dét(S) = (- 1)4
-

1 dét (S) = - dét (S) 

d'où dét (G) = dét (S) dét (S) = - [dét (S)]2
, 

et par suite dét (S) = + \/ - dét (G). 

Dans un changement de carte F = F 1 . H, X 1 = H (X), on est 
conduit à introduire une nouvelle base S1 = D(F 1) (X 1) ; la relation 
(1,34) 

D(F1 .H)(X) = D(F1)(H(X)). D(H)(X) 

montre que dét (S) = dét (S1) .dét (D(H)(X)), donc que dét (S) et 
dét (S1) ont même signe, puisque le jacobien dét (D(H) (X)) est positif 
(2,1 , b). 

Nous pourrons donc choisir le signe + devant le radical sans pré
ciser le choix de la carte; en utilisant la formule ( I ,8), on a le théorème: 

(3, 1) 

Dans toute carte, F la matrice de Gram G = S. S de 
la base S = D(F) (X), qui vérifie JGk = g1k, a un 
déterminant négatif. 

On définit globalement sur (U) la jauge euclidienne vol 
par la relation 

voltm =V- dét (G) 

valable dans toute carte. 
Nous poserons 
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Soit ô une variation affectant seulement le tenseur g; S une base, 
G = S. S sa matrice de Gram. 

En différentiant les formules 

g(S.X) (S .Y) = X.G.Y, vol1m = \1- dét (G), 

et en utilisant (1,41 ), on établit aisément 

g - 1 .ôg est un ojfineur hermitien; ses composantes sont 

l[g- 1. ôg]k = i[G- 1 . oG)k = - l(ôG- 1 . G]k = gl'ag,k; 

on a 

a[ vol] = 1/2 Tr(g- 1 . ag) vol = 1j2 gl~g111 vol. 

Soit maintenant p la présence d'un phénomène quelconque. Si 
la variation a affecte le tenseur g, mais non le phénomène, l'expression 
a(p vol) est une forme d'ordre 4, que l'on peut mettre sous la forme 
4>(ôg) vol, 4> étant linéaire, puisque les formes d'ordre 4 forment un 
espace de dimension 1. Il existe donc un affineur E tel que 

4> (ôg) = t /2 Tr(E .g- 1 . ag) ; 

on peut supposer E hermitien (car g- 1 .ag est hermitien, et le produit 
d 'un affineur hermitien par un affineur antihermitien a une trace 
nulle), ce qui achève de le définir. En appliquant les formules précé
dentes, on établit sans peine l'énoncé suivant : 

(g,g) 

1 
' 

A chaque phénomène est associé un affineur her
mitien E, que l'on appellera tension du phénomène. 

Il est défini à partir de la présence p du phénomène 
par l'une des formules équivalentes suivantes : 

a) a(p vol) = 1/2 Tr(E .g- 1 .ag) vol, E = E 
b) ap = t /2 Tr([E- p]g-1 .ag), E = E 
c) kE, = 2N1 g11 + p kl 1 (voir r.B, 2,4 b) 
d) E-"' = 2N' + Pt' 
e) Ek, = 2A0

' gko g,, + pgk,. 

Il sera commode d'utiliser aussi les expressions Ak1, définies par 

et qui apparaissent dans la différentiation de la présence, lorsque 
celle-ci est exprimée en fonction des gik; on montre en effet immédia
tement, par application de (1,42) que 

(3,5) ap = - Ak1 ôgk1 (avec Ak1 = A1k) 
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dans une variation de g seul; on a alors : 

Nous verrons plus loin comment identifier E avec le « tenseur 
impulsion-énergie » classique (1) . 

Les principes (2, 1; 2,3; 2,4) indiquent que les composantes de E, 
comme les Ail', sont des fonctions différentiables. 

3.B. CoNNEXION RIEMANNIENNE. 

~ 
Nous définirons la connexion riemannienne " de (U) 

par les propriétés suivantes : 
a) sa torsion est nulle; 

b) dg = o quel que soit le vecteur tangent dM. 

(3,6) 

Le lecteur vérifiera la validité, avec les principes (2,A), des théo-
rèmes classiques suivants : 

1 

La connexion est déterminée de façon unique par 
(3,6) ; les symboles de Christoffel correspondants étant 
donnés par la formule 

(3, 7) 1r ki = 1/2 g1'[ô,grk + ô kg,, - ô,gk,] 

1 
Étant donné un point M de (U), on peut construire 

une carte F telle que, en ce point, les symboles de Chris
toffel soient nuls. 

On vérifie immédiatement que si M décrit une géosédique de 
la connexion riemannienne, soit 

i [d~] = 0 

on a 

(3,8) ~ [g(d~) (d:)] = 0 

les géodésiques se partagent donc en trois classes (de temps, isotropes 

et d'espace) suivant la valeur de g(d;;;) (d;;;). On démontre 

aisément que celles qui ne sont pas isotropes sont extrêmales de 

l'intégrale i~' Vig(d;;;) (d~) i ds. 

(1) En fait, ce tenseur décrit les contraintes dynamiques et les densités tridi
mensionnelles d'impulsion et d'énergie (voir ci-dessous s.E) . 
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Remarque. - Le principe (2,2 b) et les formules (3,7) entraînent 
seulement la continuité des symboles de Christoffel ; nous ne savons 
pas, en particulier, si la connexion riemanienne admet une courbure. 

Par contraction de la formule (3, 7), on trouve aisément 

1r 11 = l /2g17>,g1, = 1/2 Tr (G- 1 . ô1G) = M/ - dét (G) v- dét (G) 

d'où, avec les notations (3, 1) 

En supposant (3,7) que les Jr k, sont nuls au point considéré, on 

a donc ô1u = o; et comme ô1u = ô1 [ volu34] = [~~ vol) 1134, il vient 

(3,10) J vol = o quelle que soit la différentielle d. 

On vérifiera aussi que si l'on pose, V étant un champ de vecteurs 

div V = Tr ----- (Sv) 
ôM, 

on a 

----\1 [vol (V)] = div [V] vol 

et que, s étant un scalaire 

..--... - Ils div [sV] = s div V + - .V. 
ôM 

Enfin, A étant un affineur, on aura la formule 

- ..--... ( av) div [A . V] = div[A].V + Tr A . ?lM 

si on désigne par dfV A le covecteur de composantes : 

(3, 15) [iliv A]. = {S4A]. = ô/A,+ 'r ,k.kA, - 'rk1.kA,. 

3.C ÉQ.UATIONS AUX VARlATIONS. 

Dans le principe variationnel (2,5) 

considérons une variation ô qui affecte le phénomène a0 à l'exclu-
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sion des autres et du tenseur g; les présences des autres phénomènes 
ont une variation nulle; ainsi que la jauge, si bien que l'on a 

o i p< ... > vol = o 

ou, en utilisant une carte et en n'écrivant plus l'indice a0 : 

JJJJ u[naQ + Piob1Q] .d1x.d2x. d3x. d'x = o 

l' intégrale de a1[uPloQ] est égale au flux sur le bord de C du vecteur 
de composantes uPloQ (1), qui est nul, par hypothèse, sur le support 
de ce bord. 

On peut donc écrire 

JJJJ {un -bi[uPJ}ôQ .d1x. d2x .d3x.d'x = o 

d'où, un - bJuPl] étant continu, un- b1[uP1] = o. 
Les équations correspondantes étant écrites pour les autres phé

nomènes, reste à écrire l'équation correspondant à une variation de 
g seul. La formule (3,3a) donne alors 

o fa [~P<"> ] vol = fa [Tr ~ [E<">] .g-1
. ag ] vol = o; 

~ E<"> étant hermitien et continu, g- 1 . ag hermitien ct arbitraire, 

on en déduit l'équation 

(3, 16) 

~E<">= o: 
" 

Les équations aux variations impliquées par le 

1 
principe (2,5) sont : 

a) les équations un - bi[uP1] = o (notations 2,4) 
valables pour chacun des phénomènes concomitants ; 

1 b) l'équation ~ E<"> = o, qui exprime qu'en tout 

point, la somm~ des tensions des phénomènes conco
mitants est nulle. 

Ce dernier résultat peut paraître contradictoire avec la théorie 
classique de la Relativité; ce paradoxe disparaîtra lorsque nous tien
drons compte de la tension du phénomène de gravitation. 

Il est clair que l'invariance de la présence des phénomènes par 

( 1) Le flux d'un vecteur V sur une chaine de dimension 3 estpar définition 
l'intégrale sur cette chaîne de la forme vol (V), vol désignant ici la jauge de R4 • 
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changement de carte entraîne l'invariance des équations aux varia
tions. Celle-ci entraîne à son tour l'énoncé suivant : 

l 
Si un système de champs (constituant le tenseur fonda

mental et les divers phénomènes) est solution des 
équations aux variations, tout glissement de (U) les 
transforme en une nouvelle solution de ces équations. 

Ce résultat se déduit du fait que si F est une carte, G un glissement, 
les champs déduits par le glissement G sont repérés de la même façon 
dans la carte G. F que les champs initiaux dans la carte F, et vérifient 
donc les mêmes équations. 

Cet énoncé (3, 17) du « principe de relativité générale », est à 
rapprocher du théorème de conservation qui est établi dans le no 
suivant. 

g.D ÉQ.UATIONS DE CONSERVATION ( 1). 

Soit <1> une application de R' dans R', de classe C'"', nulle en dehors 
d'une certaine boule B. 

La variable X0 appartenant à R', posons 

y= <I>(Xo) 
et 

X = H,(X 0) = X0 + t<I>(X 0), 

t étant un nombre réel; il vient 

ô X 
ôXo = D(H.)(X0) =! + tD(<I>)(X0). 

Pour !tl suffisamment petit, H, est une fonction à jacobien positif, 
régulière, de classe C'"', donc un changeur de carte de l' univers 
(principe 2,1,c); F0 étant une carte donnée de (U), F = F0.H;- ' 
est donc une carte; posons 

M = F 0(X 0) = F(X ) 

et introduisons les 9 différentielles suivantes : 
a, désignant la dérivation par rapport à E, Xo étant constant : 

aXo = 0 OE = 1 

d1, désignant la dérivation partielle par rapport à 1X 0, E étant constant: 

d1X 0 = 11 d1t = o 

(') J. M. SoURIAU, III. 
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'ô1 désignant la dérivation partielle par rapport à JX, E étant cons
tant : 

'ôJX = IJ OJE = o. 

On constate que aM = o, oX = Y, ad1 - d1a = o, 

[o'ô1 - 'ô1o]X = - 'ô1Y , [o'ô1 - 'ô1o]E = o. 

Soit maintenant G la matrice de Gram de la base D(F) (X) = 'ôM . 
'ô X 

On a identiquement g(d~rM)(d1M) = d~rX.G.d1X ; le premier 
membre étant indépendant de E,. il vient 

o = o[d~rX . G . diX] = ôd~rX . G.dtX + d~rX. aG. diX + d~rX . G .odtX. 

Utilisant la formule odX = d,ax = dX = ~~ d,X 

il vient 

d'où, k et l étant arbitraires 

'ôY 'ôY oG = -G·--- · G 
ôX 'ôX 

et, en multipliant par 1r1 à gauche, l1 à droite : 

Considérons par ailleurs un phénomène quelconque, mum du 
repéreur R. Désignons sa valeur au point M par 

R (F)(X )(Z) = R (F o)(X 0)(Zo) 

Z et Z0 étant deux éléments de la fibre-type. 
Les formules des repéreurs ( r,2g) donnent immédiatement 

Z = R (H,)(X 0)(Zo)· 

Par hypothèse, Z0 est une fonction deux fois différentiable de 
X 0 (2,3b); Z = R (H,)(X 0)(Z0) est une fonction deux fois diffé
rentiable des dérivées DP(H,)(X 0) et de Z 0 (2,3 a), donc de E et de 
X0 ; il en est de même de l'échelle Q qui repère Z dans une carte 
arbitraire de la fibre. On a donc 

ôô1Q - 'ô1oQ = ~~ [ôô1X- 'ô1oX] =-~~ ô1Y = - 'ôrQ ô1 'Y, 

soit 

{3, I 8) 
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Enfin la présence p du phénomène au point M étant indépendante 
de e., on a, avec les notations de (2,4 b) : 

o = ôP = n .aQ + P1a[ô1Q] + N'agk,; 

en multipliant par u, et en tenant compte de (3, 1 8), (3, rg) et de 
l'équation aux variations (3,16), on a: 

O= ô;[uPl].oQ + uP1.ô1[ôQ]-u.Pl.i\Q.ô1['Y] - uN'[gkrô,['Y] + g1rM'Y]]. 

En posant 

(
3

,
20

) ~ 1Br = u[P1• ôrQ + 2NJ gkr] 
lCJ = uP1~Q 

on constate, compte tenu de A''1 = A'k, que cette équation s'écrit : 

lB,ô/Y = ô1CJ 

soit, puisque iBr est différentiable, 

(3,2 I) 

En dehors de la boule B, on a identiquement Y = o, X = X0, 

d'où H,(X 0) = X 0 ; d'après lex axiomes des prérepéreurs (t,gr), 
on a 

d 'où 

et par suite 

R(H,) (X0) = 1 

Z = R (H,) (X0) (Z 0) = Zo 
ôZ az = -= o oQ = o. 
ôe. ' 

La quantité CJ- JB;Y est donc nulle en dehors de B; en intégrant 
(3,21) sur un pavé C contenant la boule B à l'intérieur, et en trans
formant le second membre par la formule de Stokes-Ostrogradsky, 
il vient 

l [ô/Br] . 'Y. d1x. d2x. d3x . d'x = o. 

La quantité JB, est indépendante de Y = 4>(X0), qui est astreint 
à la seule condition d'être C"" et nul hors d'une boule intérieure 
à C; le lemme fondamental du calcul des variations donne donc 
l'équation 

(3,22) 

En remplaçant d'autre part ô par Ôr dans l'identité (2,4 b), il 
vient : 

(3,23) 
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Développant (3,22), tenant compte de (3,23), et à nouveau, de 
l'équation aux variations 

ull = ()1[uP1] 

on trouve finalement 

(3,24) 

Nous sommes libres maintenant de donner à E la valeur o; la 
carte F se confond avec la carte arbitraire F 0 ; on peut choisir celle-ci 
de façon que les symboles de Christoffel de la connexion euclidienne 
soient nuls en un point arbitraire M (3, 7) ; les dérivées partielles des 
g k1 et de u sont alors nulles en ce point; (3,24) peut s'écrire : 

(),p + 2()1[Nig~J = o 
ou 

ô1[2Nlg1, + Jj,p] = o 

soit, compte tenu de (3,3 c) et de la nullité des symboles de Chris
toffel 

J[b1E], = o 

ou, d'après (3, 15), iliv[EJ = o (1); nous arrivons donc au théorème 
de conservation : 

) 

Compte tenu des équations aux variations, la tension 
(g,2 6) E d'un phénomène quelconque vérifie l'équation 

---div[E] =o. 

On sait qu'Einstein avait supposé à priori : 
a) qu'à tout phénomène physique pouvait s'attacher un affineur 

hermitien E (l'impulsion-énergie); 
b) que les équations de la mécanique prennent la forme --div[E] = o (2). 

Le théorème (3,26) permet de raccorder la théorie avec la Rela
tivité classique; nous voyons de plus que les 4 équations scalaires, 

( 1) On peut aussi, sans rien supposer sur les symboles de CHRISTOFFEL, trans
former directement le premier membre de (3,24) en u div E,. 

( 1) C'est de cette hypothèse qu'il a déduit, en particulier, l'équivalence de la 
masse et de l'énergie (EINSTEIN, l ). 

ALGER, JW:athématiques. 3 
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des équations aux variations qui sont, en général, plus riches de 
contenu. 

3.E. CONSTANTES ADDITIVES. 

La présence des phénomènes physiques se détermine inductive
ment, à partir de l'observation de leur comportement. Il peut arriver 
que plusieurs expressions de la présence conduisent aux mêmes 
équations aux variations. En particulier, on vérifie immédiatement 
que : 

Le système des équations aux variations reste 
inchangé si l'on ajoute à l'expression de la présence du 
phénomène n° a une constante Cœ, la somme des C .. 
étant nulle; la tension de chaque phénomène est alors 
augmentée de l'affineur scalaire Cœ. 

3.F. DISCONTINUITÉS MACROSCOPIQ.UES. 

Il résulte des principes ( 2,A) que la tension E d'un phénomène 
est de classe C1. Il peut arriver cependant que, au voisinage d'une 
hypersurface S, d 'équation f (M) = o, E varie très rapidement (ce 
sera le cas notamment, pour la surface de séparation de deux phases 
d'un même corps, lorsque les forces capillaires et les dimensions 
moléculaires seront considérées comme très petites). Nous dirons alors 
que cette surface représente une discontinuité macroscopique de E ; 

c 

s, [r (Ml ==-t] 

Fro. 1. 

il sera commode d'approcher la valeur de la tension par une 
expression discontinue E, ayant une limite de part et d'autre de S 
(notées E+ et E-) et telle que, quel que soit E, on puisse trouver une 
fonction E., bornée indépendamment de s, ayant (selon 3,26) une 



LA RELATIVITÉ VARIATIONNELLE 137 

divergence nulle, et coïncidant avec E pour lf(M)I > E (la véri
table valeur de la tension étant l'une de ces fonctions E,). 

V étant un vecteur différentiable quelconque, C le pavé indiqué 
sur la figure, il vient, par application de (3,14; g,r2; 1,51 ) : 

O(t) = l Tr ( E •. :~) vol= 1 iliv (E,. V) vol 

= ( vol (E,. V)= O(t) + ( vol (E, . V). 
J cv Js, -e, 

E et E, coïncidant sur S2 et St> il vient 

O(t) = 1.-s, vol (E. V) = O(t) + fa vol ([E+- E- ] V); 

• 
puisque cette intégrale ne dépend pas de E, elle est nulle, et par 
conséquent le vecteur [E+ - E- ]. V est tangent à S; en d'autres 
termes, si le vecteur N est normal à S, il vérifie 

N[E+- E- ] = o. 

Compte tenu du fait que E+ et E- sont hermitiens, on voit que : 

)

Dans une discontinuité macroscopique de la tension E 
(3,28) d'un phénomène à la traversée d 'une hypersurface S, 

le vecteur E. N est continu si N est normal à S. 

Appliqué au cas statique, cet énoncé fournit un résultat, formelle
ment analogue, tridimensionnel, dont l'application est classique en 
élasticité. 

§ 4. - La gravitation. 

4.A. D ÉDUCTION DES ÉQ.UATIONS DE LA GRAVITATION. 

~ Nous ferons l'hypothèse suivante : le phénomène 
(4, 1) t «gravitation » est une connexion linéaire symétrique. 

Ainsi que nous l'avons dit plus haut, cette hypothèse implique 
que les changeurs de carte de (U) sont de classe C'. 

R eprésentons cette connexion par le signe ""' (il ne faut pas la 
confondre avec la connexion riemanienne que nous avons représentée 
par le signe ~) ; nous désignerons encore les symboles de Christoffel 
de~ par la notation 1rk, ; ces 40 nombres (compte tenu de la symétrie 
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de r, qui s'écrit 1r kl = 1r 1k) repèrent l'espace vectoriel à 40 dimen
sions qui constitue la fibre-type du phénomène; nous supposerons 
naturellement que la structure de variété de classe C2 prévue, sur 
cette fibre type, par (2,3 a), est la structure qui se déduit de la struc
ture d 'espace vectoriel. 

Avant de rechercher les formes possibles pour la fonction carac
téristique de la gravitation, établissons le lemme suivant : 

F étant une carte de (U) , .......__ une connexion linéaire 
symétrique, on peut construire une carte F* telle 
que, en un point donné X de déf (F) : 

{4,2) a) F et F* aient un contact d'ordre 1; 
b) Les symboles de Christoffel représentant ,....___ dans la 

carte F* soient nuls; 

c) 

Supposons pour simplifier X = o; H étant un changeur de carte, 
posons 

X* = H (X), F* = F.H, S = D(F)(X), S* = D (F*){X*). 

d étant une différentielle arbitraire, on trouve : 

S* .r* (dX.* ) = Js• = d[S.D(H )(X)] = dS.D(H )(X) 
+ S .D2 (H )(X )(dX) = S[r(dX) .D(H)(X) + D2(H)(X)(dX)] 

d 'oit 

{4,3) D(H)(X) . r* (dX*) = r (dX) . D(H)(X) + D2(H)(X )(dX.). 

Les conditions (4,2 a et b) sont réalisées pour X = o si l'on prend 

X* - H (X) = x- I/2 ro(X)(X) 

r 0 désignant la valeur de r pour x = o. 
H est bien un changeur de carte de (U) au voisinage de l'origine. 
Supposons donc maintenant que, par un premier changement 

de carte, on ait réalisé ro = o; désignons par dX et aX des constantes; 
en posant 

X* = X + B(X)(X)(X). 

B étant trilinéaire symétrique (ce qui assure la condition (a)), 
il vient en différentiant (4,3) et en faisant X = o 

a,r• (dX.*) = ar(dX) + 6B (aX )(dX) 
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d'où (c) si on définit B par : 
1Bk,,. =- 1/6 [Cl./rk, + Cl/r ,,. + Cl/r k,.], 

les valeurs des dérivées étant prises à l'origine. 

LEMME: 

(4,4) Cl,.1rZ, = 1/3 [1Rmk, + 1Rmrk] 

C.Q.F.D. 

l 
Dans les conditions (4,2), on a pour X = o 

R désignant l'opérateur de courbure de la connexion"'· 

139 

En effet, la formule ( 1 ,68) donne ici, puisque r• = o à l'origine : 

JR!., = (),.1r:, - i)/r!, 
1R!,u, = Cl,.1r7" - Cl/r~ 

d 'où, par addition de ces deux formules avec (4,2, c) : 

'R!., + 1R!,. = g(),.IrZ, 
soit (4,4), puisque l'opérateur R a les mêmes composantes dans les 
deux cartes à l'origine. 

COROLLAIRE : 

! 
La présence de la gravitation est une fonction de classe 

(4,5) C2 des composantes du tenseur g et de celles du tenseur de 
courbure de la gravitation. 

Selon le principe (2,4), on a en effet une relation 

p =J(lrlt, i)./rlt, g .. ). 

valable dans toutes les cartes ; f étant de classe C2• 

En remplaçant F par F*, il vient, au point arbitraire X considéré, 
compte tenu de (4,2) et (4,4) : 

(4,6) p = f ( o, 1/3 [1R,.," + 1Rmk,], g,..) 
puisque les composantes de g sont les mêmes, en X, dans les cartes F 
et F*. 

C.Q.F.D. 
Par ailleurs, la fonction! étant de classe C2, on peut faire un déve

loppement limité de (4,6) au voisinage de R = o : 

p = c + Aj*'[1R,.k, + 1R,.,"] + o(IRI2
) . 

!RI désignant par exemple la plus grande valeur absolue des 
composantes de R , la valeur initiale c et les coefficients Ajk' étant des 
fonctions des g,. 
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L'expression des deux termes de ce développement étant indépen
dante du choix de la carte, on en déduit que c est indépendant de g; 
de même, une vérification élémentaire mais fastidieuse (1) montre 
que le terme Ajk'[JRmkr + 1R.,k1] s'écrit a"'I 1~1 1Rmk1, a étant une 
constante. D'où le théorème : 

( Il existe deux constantes c et a telles que la présence de 
j la gravitation s'écrive 

( c + a~11R1kr + o(IRI2). 

Nous appellerons « approximation du premier ordre » l'hypo
thèse 

qui suppose donc implicitement que le tenseur R est « petit », et qui 
est compatible avec le principe (2,4). 

En remplaçant R par sa valeur, il vient alors : 

(4,9) ap = Nragkl + nj1ô[1rkr] + ~~"'~[<>.,l rkr] 
avec 

N 1 = N~< = - [a/2]lR1,.,[gpltg'l1 + gprgqk] 
~~ .. = a["'l 1~r_~ti 1gr"'] 

les fl11 étant des fonctions linéaires des 'r 11• 

L'équation aux variations (g, r6) s'écrit donc : 

{un~/- <> .. [u~1"']} a1rltl = 0 

soit, en supposant qu'au point considéré les r, donc les n, soient nuls, 
et compte tenu de la symétrie de r : 

<>.,[u[PY"' + Pf"']] = o 
ou 

Par contraction sur les indices j et k, il vient 

- s<> .. [ ug"'"] = 0 

(1) On commence par montrer que les Ajk1, supposés symétriques en k ~t l 
sont les composantes d'un tenseur, qui doit être invariant par rotation ; on vénfi.e 
ensuite, par la méthode des rotations infinitésimales, que les seuls tenseurs 4 folS 
covariants ayant cette propriété s'écrivent aglkg1"' + bg11gk"' + cgi"'gk1 + e voJJktm. 
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et, en reportant dans (4, 12) : 

Cette équation exprime que la matrice H = \1- dét (G) . G- 1 

vérifie 
CI1H = o 

quel que soit j; il en est donc de même de la matrice 

\ 1- dét(H). H - 1 = G ; 
on a donc: 

soit, puisqu'au point considéré, les Jrk, sont nuls 

résultat indépendant de la carte. 
En comparant avec (3,6) on voit que la connexion symétrique ~ 

est égale à la connexion riemanienne A. 

En carte quelconque, (4,15) s'écrit (cf. 1,65) 

les 'r1k étant par hypothèse de classe C2
, et les g., de classe Cl, on 

en déduit que les g., sont en fait de classe C'. 
La formule (3,9) donne alors 

<>/r 1.,- ô.,1r1, = [<>,<>., - <>.,<>t] Log u = o 

d'où, en portant dans l'expression de R, 

ce qui simplifie (4,10) en : 

Ak' =- a.JRJpq·gplt.(l'; 

L'expression (3, 3e) des composantes covariantes de la tension 
devient alors : 

on sait, d'après le théorème général, que la divergence de E est nulle. 
(En portant cette valeur dans (3, 16 h), qui exprime la nullité 

de la somme des tensions, on obtiendra la formule (4,19) ci-après.) 

- - - -----------
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En Relativité variationnelle, l'hypothèse suivant 
laquelle la gravitation est une connexion symétrique 
conduit aux résultats suivants : 

a) La présence p de la gravitation est une fonction 
de classe C2 des composantes du tenseur fondamental 
g et du tenseur de courbure de cette connexion, qui 
admet un développement limité au voisinage de R = o. 

b) Dans l'approximation du premier ordre, qui consis
tera à réduire ce développement à ses termes de degré 
o et r, on a : 

P = Po + at' 1RJkl 

Po et a étant des constantes; 

2o les équations aux varia tions des lJ\1 expriment 
que la connexion de gravitation est égale à la 
connexion riemanienne; 

3° les gjk sont de classe C3 ; 

4° l'équation aux vanatwns des g1k s'identifie 
à l'équation d'Einstein avec constante cosmologique À : 

I 1R1kt-- gkt· 1R1pq .gpq + À .gk, = x~ E<:,> 
2 a 

où le second membre désigne la somme des tensions 
des phénomènes autres que la gravitation, si l'on 
prend 

I 
a = -

2X 
À Po =--
'Y. 

4.B. LE PASSAGE A LA RELATIVITÉ RESTREINTE. 

L'approximation du premier ordre consistait à supposer petit 
l'opérateur de courbure; l'approximation de la relativité restreinte 
consistera à le supposer nul. On démontre alors classiquement qu'il 
existe, au voisinage de chaque point de (U), une carte où les symboles 
de Christoffel sont identiquement nuls; les équations obtenus par 
l'approximation du premier ordre, rigoureusement valables dans ce 
cas, montrent que les g,. sont constants dans cette carte (4,16) ; un 
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changeur de carte linéaire permet alors de donner à la matrice de 
Gram une forme canonique, par exemple : 

G=[I-I jcz ] 
- 1/r 

- 1fc2 

c étant une constante arbitraire qui s'interprètera ultérieurement. 
Bien entendu, cette hypothèse n'est valable, compte tenu de 

(4, Ig), qu'en supposant les constantes x et ).. pratiquement négli
geables (1); elle revient à « négliger la pesanteur », comme on le 
fait usuellement en mécanique des fluides. On sait que des approxi
mations plus fines sont possibles, mais nous ne les utiliserons pas ici. 

Les variations du tenseur g étant négligées, ainsi que l'équation 
corrélative (3, 16 b), nous aurons pour déterminer les phénomènes 
autres que la pesanteur les équations aux variations (3,16, a); le 
théorème (3,26) s'appliquera encore, et prendra, dans la carte consi
dérée, la forme simple : 

èl.[•E1] = o. 

On pourra l'interpréter comme entraînant la conservation d'inté
grales tridimensionnelles, définissant l'énergie et l'impulsion. 

§ 5. - La matière parfaite. 

5.A. DÉFINITIONS PRÉLIMINAIRES. 

(5,1) 
~ Nous appellerons matière parfaite tout phénomène 
(trivial dont la dimension de la fibre est 3· 

Il sera commode - puisque nous nous limitons à une étude 
locale - de repérer le phénomène par un élément Q de RS, invariant 
par tout changement de carte de (U), par définition d'un espace 
fibré trivial ( 1. F). 

Les équations Q = Ct• définissent en général des courbes de 
(U), que nous appellerons lignes de courant; Q sera donc considéré 
comme repérant une « molécule » de matière. 

(1) On sait que x. = t,86 ro-17 gr- 1 cm, et qu'on ne peut distinguer expéri
mentalement À de o. 
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Nous choisirons arbitrairement dans R3 une fonction de classe C2, 

de signe constant 

" = f(Q) 

et nous définirons le vecteur J de (U) par l'identité 

vol désignant à gauche la jauge de (U), à droite celle de R3• 

vol (J) est l'image réciproque par le champ de la forme de R3 

). vol (qui peut si l'on veut être considérée comme la j auge de la 
fibre-type du phénomène); sa dérivée extérieure est donc l'image 
réciproque de la dérivée extérieure de cette j auge, qui est nulle, 
puisque la dimension de la fibre-type est 3 ; on a donc, compte tenu 
de {3,12) 

ilivJ = o; 

). n'étant pas nul, {5,2) montre que J ne s'annule que si le rang 

de l'opérateur~ est plus petit que 3 ; en y faisant d1M = J, on voit 

que l'on a d1Q = o; d'où : 

Le vecteur J est nul si le rang de ~~ est inférieur à 3; 

sinon, J est en chaque point tangent à la ligne de 
{s,4) courant qui passe par ce point : 

~.J = o. 
Nous appellerons J vecteur courant de matiere. 

Rappelons que J n'est défini qu'à un facteur multiplicatif près, 
constant sur chaque ligne de courant. 

l' étant un covecteur tangent à (U), on a, par définition ( r ,3) 
d'un déterminant 

>. dét [~]vol (J) (d,M) (d,M) (d,M) 

_ l ( )I~.J ) (l'. d1 M) (l'. d2M) (l'. d,M) 
- vo ~ ·J d Q d Q d Q 

~M 1 2 s 
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d 'où, puisque ~M.J = o et compte tenu de (5,2) 
/) . 

dét [~]vol (d.Q) (d,Q ) (d,Q) ~ r .J vol (d,Q) (d,Q ) (d,Q) 

soit 

(s,s) r .J ~ À dé{~] quel que soit le covecteur r; 

cette formule est équivalente à (5,2). [ V] 
Prenons pour r le transposé d 'un vecteur V; l'opérateur ~ 

est le transposé d'une ligneS de 4 vecteurs; en appliquant la formule 

dét (S) = - dét (S) (1) qui définit la jauge de (U), on a : 

dét (S)2 = - dét (S. S) = - dét [v. v v.~] 
~.v ~.~ 
I)M I)M I)M 

soit, en développant : 

soit, V étant un vecteur arbitraire : 

(57) J.J = À2
[

0QAdj (~. ~). ~-dét ~ . ~)] 
' ôM ôM <>M ôM I)M bM 

et, en prenant la trace de (5, 7) 

(s. a) J.J = - ).2 dét (~ . /)Q)· I)M I)M 

On voit que la matrice (d'ordre 3) ~.~est régulière, à moins 

que le vecteur courant soit nul ou isotrope; son déterminant est positif 
si J est un vecteur d'espace, négatif si J est un vecteur de temps. 

( 1) Qui est valable, on le vérifie imm~atement, même siS n'est pas réguli~re. 
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Si J.J n'est pas nul, il vient en divisant (5, 7) par (5,8) 

~. [~·~]-~.~=- n 
~M ~M ~M ~M J 

nJ désignant le projecteur orthogonal sur le vecteur J : 

(5, 10) 

5.B. PRtsENcE oE LA MATIÈRE. 

La présence de la matière est de la forme (2,4 a) : 

(s,II ) 

G désignant la matrice de Gram S. S de la base S = D(F) (X) (F est 
une carte arbitraire). 

Dans un changement de carte linéaire 

X = A.X* (dét(A) > o) 

l'expression de la présence est la même ; d'où l'identité 

(s, 1 2) 

! ( Q, ~~· G) = !( Q, ~.A, A.G.A) pour dét (A)> o. 

Elle s'interprète de façon simple en choisissant une ligne T de 
trois vecteurs tangents à (U) en un point, une base S au même point, 
et en posant 

(5,13) ~ji (Q,T,S) = f(Q, T.S, S.S) ; 

\ji est une fonction de classe C2, qui vérifie : 

~ji (Q , T, S .A) = f(Q , TSA, A. S.S.A) = f (Q , T.S, SS) 
= ~ji (Q, T, S) 

si dét(A) > o, donc qui est indépendante de la base S. On peut la 
désigner par ~ji (Q, T ). 

Soit alors Rune rotation de l'espace tangent (R . R = R.R = I , 

dét(R) = r). Il vient 

~J~(Q, R.T) = ~J~(Q, R.T, S) = / (Q , T .R.S,S .S) 
= /(Q, T.S', S' .S' ), 
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si on pose S' = R .S, soit encore 

~ji(Q, R.T) = ~ji(Q, T) 

la présence de la matière est donc de la forme 

la fonction vérifiant ljl l'identité 

~j~(Q, R . T) = ~ji(Q, T) si R est une rotation. 

Remarquons que la variable T =~décrit l'espace à 12 dimen
llM 

si ons des lignes de trois vecteurs; définissons dans cet espace l'ensemble 
0 par la condition 

dét(T. T ) =1= o 

qui exprime que val(T) est un espace non isotrope de dimension 3· 
0 est un ouvert partout dense; la fonction ljl, qui est continue, 

est donc entièrement définie par ses valeurs sur O. 
On démontre aisément que si T et T ' appartiennent à 0, une 

condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une rotation R 
- -

telle que T ' = R. T est T. T = T ' . T ' (1); la fonction ~j~ (Q ,T) est 

donc, sur 0 , de la forme ~(Q, T. T). 

Soit T 0 un élément de 0; la matrice G0 = T0 • T 0 est régulière; 
A étant une matrice hermitienne d'ordre 3, posons 

T = T 0 [r + G0 - 1 .A] 

d'où T.T = G 0 + 2A + A.G0- 1 .A. 

La correspondance entre T. T et A est donc biunivoque et ana
lytique au voisinage de A = o, dans l'espace à 6 dimensions des 
matrices hermitiennes d'ordre 3; la relation 

montre que ~ est, comme ~ji, de classe C2 lorsque T. T est dans un 
voisinage de G0 , donc quel que soit T dans 0, puisque T 0 y est arbi
traire. 

( 1) Par exemple en complétant Tel T' par des vecteurs unitaires bien choisis. 

~--------------------- --- --
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On est donc conduit à l'énoncé : 

a) Il existe une fonction f telle que la présence de 
la matière parfaite se mette sous la forme 

~(Q, H) avec 

la fonction f est de classe C2 pour dét(H) =1= o. 
b) Inversement, toute fonction ~ vérifiant les pro

priétés ci-dessus est une expression de la présence 
compatible avec les axiomes (2,4), sous la seule réserve 
que sa limite définisse encore une fonction de classe 

C2 de Q , ~ et G lorsque dét(H) = o. 

5.C. ÉQ.UATIONS ET TENSION DE LA MATIÈRE PARFAITE. 

En différentiant l'identité 

(s,rs) p = ~(Q, H) 

on trouve une identité 

(s,x6) ap = n.aQ + Tr(K .aH) 

n étant une ligne d'ordre 3, K une matrice hermitienne d'ordre 3, 
définies complètement par cette équation. n et K sont des fonctions 
différentiables de Q et H. 

En remplaçant les variables par leur valeur, il vient 

(s, J7) 

avec 

(5, r8) pi= 2'1 G-1~ ·K 
IIX ' 

A"=- '[G-1· ~.K ~G-1] 
IIX ôX • 

= - g•• g'' ô,.Q.K.ô~Q. 

On en tire immédiatement les équations aux variations : 

(s,rg) 

et l'expression des composantes de la tension : 

•E = P"I -2"[c-~~ .K.~] 1 1 oX ôX , 
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d'où 

On tire immédiatement de (5,2 1), compte tenu de (5,4): 

S'il n'est pas nul, le vecteur courant est donc vecteur propre de la 
tension, la valeur propre correspondante étant égale à la présence. 

5.D. fLUIDES ET POUSSIÈRES. 

( Nous appellerons fluide parfait une matière 
~ dont la tension est toujours de la forme 

Î exnJ + ~ 
\ ex et ~ étant deux scalaires. 

parfaite 

La théorie des fluides parfaits, à partir de cette expression de la 
tension et des deux équations -div(J) = o iliv(E) = o 

a été donnée par Lichnerowicz (1) et de nombreux autres auteurs; 
elle est évidemment compatible avec nos définitions; nous ne la déve
lopperons pas ici. Signalons simplement que les valeurs propres de 
la tension, soit ex + ~ et ~. sont respectivement appelées densité propre 
et pression propre (2) du fluide. 

Cherchons maintenant l'expression de la présence d'un fluide 
parfait. 

En remplaçant nJ par son expression (5, 10) dans (5,23), et en 
tenant compte de (5,2 r), il vient 

ex + ~ -p + ~[2K - ex [~~J-l]~ = o 
ôM ôM ôM ôM 

d'où, en multipliant par J 

(1) LICHNEROWICZ, II et III. 
(') La pression usuelle s'en déduit par multiplication par c2 • 
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et, en multipliant par un vecteur arbitraire dM : 

<>Q[2K-a[<>Q. ~J-
1

]dQ= o. 
<>M <>M ôM 

~~ étant de rang 3, dQ est un vecteur arbitraire de R3 ; on a donc 

~[2K -oc[<>Q.. ~J- 1]= o 
ôM ôM ôM 

d'où, en transposant et en multipliant encore par dM à droite : 

K = ~ [~~]-1 = ~H-l. 
2 ôMôM 2 

Or (s,z6) donne, pour oQ = o, op = Tr(K. aH ), soit 

ô[q>(Q , H)] = ~ Tr(H - 1 . ôH ) = ~ o[Logldét (H) IJ 
2 2 

par suite, si ô[dét(H)] = o, ô[q>(Q, H)] = o : la présence d'un fluide 
parfait ne dépend donc de H que par son déterminant. 

Inversement, considérons une matière parfaite dont la présence 
soit une fonction de Q et de a = - dét (H) ; il vient 

K - l!l!. H - 1 - a ' 
ô a 

d'où le théorème : 

' Un fluide parfait est une matière parfaite dont la 
présence est de la forme 

avec 

Sa tension est 

P = J (Q, a) 

a= -dét (H ). 

E = p- 2al!l!.[!- ll1]. 
- ôa 

On en déduit immédiatement que : 

) 

La densiti propre d'un fluide parfait 
présence; sa pression propre est 

l'il = 2a~-p. 
Il v 

est égale à sa 
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Ces formules indiquent que les fluides parfaits sont des milieux 

holonomes (Cf. Lichnerowicz III), d'indice~ .• / a , si l'expression de 
la présence est indépendante de Q. <>a V ao 

La densité et la pression s'expriment alors en fonction de a, on 
en déduit par élimination l'équation d'état du fluide. 

C'est dans ce cas que l'on peut définir les mouvements irrotationnels; 
signalons qu'on les obtient directement en remarquant que a = J .J 
(formule 5,8, avec À _ 1), et en écrivant le principe variationnel 

a J>vol = o, 

en remplaçant la liaison (5,2) par la liaison iliv J = o qui s'en déduit 
ce qui doit, a priori, donner des solutions particulières. 

Un fluide s'appellera poussière, ou matière pure, lorsque sa pression 
sera identiquement nulle; (5,25) donne alors l'équation 

2a~-p = o 
<>a 

d'où 

p =f(Q) vlal· 
La tension de la poussière s'écrit alors 

on déduit aisément de l'équation div (pnJ) = o que les lignes de 
courant de la poussière sont des géodésiques de la connexion riemanienne; 
on sait que c'est cette remarque qui permet, en assimilant les planètes 
à des molécules de poussière, de vérifier astronomiquement l'équation 
d'Einstein (4,19). 

Remarque. - On vérifie aisément que, pour que la fonction 

p = t(Q, a) soit de classe C2 en Q• ~et G (5, 14), il est nécessaire 

et suffisant qu'elle soit de classe C2 en Q et a, en particulier lorsque 
a= o. 

L'équation que nous avons donnée pour la présence de la pous
sière (5,26) ne peut pas se prolonger jusqu'à a = o; ce résultat d'appa
rence paradoxale peut peut-être s'expliquer ainsi : lorsque la densité 
tend vers o, la représentation d'une poussière réelle par un milieu 
homogène tombe évidemment en défaut; le terme de pression qui 
doit nécessairement apparaître représentant alors les tensions internes 
des molécules. 

ALGER, MaJhJmaliques. 4 

-------- - - - - - - - - - - --- - - - - - -



JEAN-MARIE SOURIAU 

Par contre, on décrira sans difficultés analogues le fluide incompres
sible, avec l'équation caractéristique 

p = a + ba (a et b étant deux constantes) 

d'où la valeur de la pression 

m =-a+ ba. 

5.E. DÉouc TioN nE L'ÉLASTICITÉ c LAssiQ.uE. 

Pour comparer, les équations de la matière parfaite avec celles 
de l'Élasticité classique, nous allons nous placer d 'abord dans le 
cadre de la Relativité R estreinte, en posant 

et en considérant t comme la mesure du temps, P comme un point de 
l'espace usuel à 3 dimensions; nous supposerons, comme en (4,B), 
que 

avec 
?}M 

S = - · ?}X 

Les molécules de la matière étant repérées par l'élément Qde R3, 

fonction de X, nous introduirons le vecteur vitesse tridimensionnelle 
V de ces molécules, défini par 

(5,30) ~.V+~= o ?}P ?}t 

sa longueur 

(5,3 I) 

et le nombre 

(5.32) 

v = v'v.v 

p =f(Q ) dét(~) 
que l'on pourra considérer comme la densité de la matière; f (Q) est 
une fonction positive arbitraire, qui pourra être considérée comme la 
densité dans l'état de référence Q = P. 

On trouve alors : 
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en posant 

0 =~.[~ _ v.v] . bQ 
bP c2 bP 

et 

si l'on prend (cf. 5,2) 

À =.[jgj· 
c3 
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La présence de la matière pure est une fonction de Q et de H, donc 
de Q et de D; mettons-là sous la forme loisible 

p = c2 j (Q ) t/dét(D) + w 

w étant une nouvelle fonction de Q et de D ; nous désignerons par 8 
la matrice hermitienne d 'ordre 3 telle que 

8w = Tr(8 . aD) pour ôQ = o. 

On trouve alors, pour la tension de la matière, la formule 

(5,39) E = c2j(Q) y dét(D) .n~ + w + ~~.9. ~ 
- c2 bM bM 

soit, en utilisant la base S : 

pc
2 + w + V.A.V 

• ~ c2 

v· -~ 

en posant pour abréger 

pV V .A 
1 v2- C2 

v~-~ 
- pV.V +w-A 

V 2 -
1 _!:._, 

c2 

A =2~.e.~· 
bP ôP' 

S- t 

la disposition des termes de la matrice intervenant dans (5,40) est 
la suivante : 

[
scalaire 
vecteur 

covecteur ] 
affineur hermitien . 
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Les équations iliv J = o, iliv E = o fournissent alors, en désignant 
par div la divergence usuelle dans l'espace à trois dimensions des P : 

(5,43) peut se remplacer par 

obtenue par combinaison linéaire avec (5,42). 
Supposons maintenant que la constante c soit considérée comme 

très grande; les équations (5,45) et (5,44) deviennent respectivement 

~t [ w + p ~] + div[ [A + p ~
2 ]v] = o 

:t (p V] + div [p. V. V + A - ~] = o. 

Cette dernière équation se transforme, compte tenu de (5,42), 
en 

[
?:JV ?:JV ] . p -+-p .V + d1v[A-w] = O M ô -
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d'où l'énoncé : 

Avec les variables indiquées, l'expression (5,37) 

p = c2f(Q)\/ dét (D) + w 

pour la présence de la matière parfaite, et en suppo
sant c très grand (le terme prépondérant dans l' expres
sion de la présence étant alors celui d'une poussière), 
on obtient les équations classiques de l'élasticité : 

div [pV] + ~ = o (équation de continuité) 
?Jt 

?JV + ?JV . V + _!_ [div A'] = o (équation d'Euler) 
?Jt ?JP p 

l'affineur hermitien A' = A- w étant considéré 
comme la contrainte du milieu; l'équation 

:t [ w + p v: ] + div [ [A' + ~ + p v: ] V] = o 

qui exprime la conservation de l'énergie (élastique 
et cinétique) 

]a.[ w + p ~] vol 

enfin les équations : 

A' =2~.8.~-w 
?JP <lP -

ôw = Tr(e .aD) 

exprimant la contrainte A' en fonction de la défor
mation 

(
1

) C'est la formule (5,34) en faisant c très grand; D mesure effectivement 
la déformation du milieu en ce sens que deux états du milieu déduits l'un de l'autre 
par déplacement sont caractérisés par la conservation de D en chaque molécule. 
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Remarques: 
L'expression (5,37) de la présence peut s'écrire 

P =w+ c2· / 1 -~· V c2 

Par suite, l'intégrale de p prise entre deux hyperplans t = t1, 

t = t 2 a la valeur (à un facteur constant près) : 

I = J.'·dt JJJ [pc2VI - ;: + w J dxdy dz 

soit, en remarquant que JJ J p dx dy dz est, en raison de l'équation 

de continuité, une constante m : 

l'intégrale, qui doit être stationnaire, s'écrit pour c grand : 

!.'• [W - T] dt 
t 

W étant l' lnergie potentionelle et T l' lnergie cinltique : le principe vana
tionnel (2,5) est bien une génlralisation du principe d'Hamilton. 

Nous pouvons maintenant interpréter la matrice qui représente 
la tension dans la base S sous la forme suivante : 

8 _1 ES _ [densité d 'énergie - (transposée de la densité d'impulsion)] 
· · - flux d'énergie- (contrainte dynamique) · 

En dehors de l'équation de continuité, qui est conséquence a 
priori du choix des variables, on doit s'attendre à trouver 3 équations 
aux variations puisqu'il y a trois fonctions scalaires inconnues (les 
composantes de Q ); en effet, on constate que l'équation (5,50) est 
conséquence de (5,48). Nous sommes donc dans un cas où l'équation 

,........._ 
de conservation div E = o est équivalente aux équations aux varia-
tions, alors qu'elle n'en est en général qu'une conséquence. C'est ce 
qui explique que l'étude relativiste des fluides ait pu être abordée sans 
principe variationnel. 

La notion de matière parfaite, définie pat (5, 1 ), coïncide avec la 
notion classique de milieu élastique si on la suppose « presque pous
siéreuse », c'est à dire si les efforts internes sont petits. Nous allons 
étudier un exemple où cette circonstance n'a pas lieu. 
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5.F. EXEMPLE DE DÉMATÉRIALisATioN. 

Considérons une matière parfaite dont la présence s'écrit 

(5,53) p = a + h Tr (<>Q. <>Q), a et h étant des constantes. 
bM bM 

Il en résulte immédiatement l'équation aux variations 

OQ = o 

si bien que les ondes sonores, aussi bien longitudinales que transver
sales, se propagent dans cette matière à la vitesse c (on peut si l'on veut 
considérer cette matière comme définissant le solide relativiste). 

Prenons, en Relativité R estreinte, 

_J - I 
(on a posé c = x). 

- l 

et considérons la solution suivante de (5,54) 

(5,55) 
[

I / 2 (x2 + t2)] 
Q = y 

z 
d'où l'on déduit 

(5,55) montre que dans l'espace [;J, les trajectoires sont des 
parallèles à Ox. z 

Dans le plan [~}les traj ectoires sont des cercles concentriques 
x2 + t2 = Ct•. 

O n voit que la matière va « plus vite que la lumière » dans les 
régions (II) et (IV), moins vite dans (1) et (III). 

On constate également que : 
a) pour t < o, il y a création de matière de part et d'autre du plan 

x = o, avec une vitesse infinie; cette vitesse diminue en valeur absolue 
lorsqu'on s'écarte du plan pour devenir plus petite que l sur les 
plans x= -+- t. 

---- --- - --- --- - - - - - -
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b) pour t = o, la vitesse s'annule partout; 
c) pour t > o, les vitesses sont inversées : il y a dématérialisation 

sur le plan x = o, toujours avec une vitesse infinie. 
Dans les régions où la vitesse est inférieure à 1, on constate que le 

x 

(W) 

Fto. 2. 

vecteur J est un vecteur d'avenir ou de passé suivant le côté du plan 
considéré : on peut admettre si l'on veut que l'on a de la matière d'un 
côté, de l'antimatière de l'autre. 

Il est à remarquer que la tension E, qui est un polynôme en x 
et t, ne présente aucune particularité, ni sur le plan de création-anni
hilation x = o, ni sur les plans x = + t où la vitesse est égale à 1 . 

Bien que très schématique, cette étude s'accorde bien avec les 
expériences de création ou d'annihilation d'un doublet particule
antiparticule, en considérant les antiparticules comme des particules 
qui « remontent le temps ». 

D'autres mouvements du « solide relativiste » peuvent s'étudier 
simplement, notamment le mouvement de rotation uniforme autour 
d'un axe. 

§ 6. - Lumière. 

6.A. PRÉSENCE DE LA LUMIÈRE. 

(6,1 ) 
Nous appellerons lumière tout phénomène constitué 

par un covecteur. 



LA RELATIVITÉ VARIATIONNELLE 159 

Pour déterminer les expressions possibles de la présence de la 
lumière, nous suivrons une voie parallèle à celle utilisée dans le cas 
de la matière parfaite (s,B). 

Soit F une carte de (U); posons, comme précédemment 

(6,2) M = F(X); ôM=S· 
ôX ' 

S.S = G. 

Le covecteur-lumière sera désigné par A; la ligne qui le représente 
dans la base S par L; ses composantes par ÀJ : 

(6,g) L = A.S. 

La présence est une fonction de classe C2 de L, ~~et G. 

On vérifie immédiatement que dans un changement de carte 
(6,4) X = X* + A(X*) (X*) (A étant bilinéaire symétrique) 

L G ' . X d" ôL 1 ' et sont conserves au pomt = o, tan 1s que ôX est remp ace 
ôL 

par ôX + 2L.A. 

Si L n'est pas nul au point X = o, on peut profiter de cette cir
constance pour annuler la composante symétrique de l'opérateur 

b.l. é . ôL ôL 1 1 , . , 
1 m a1re - ; - est a ors remp ace par sa composante antisyme-

ôX ôX 
trique d'où une identité 

(6,s) p = JC>..1, èJ1À"- Ô"À1, g") 

valable d'ailleurs si L est nulle, puisque la fonction f est continue, 
et dans toutes les cartes, puisque les quantités 

(6,6) hjk = ÔjÀk- èJkÀJ 

sont les composantes de la forme (d'ordre 2) VA. La fonction fest 
d'ailleurs de classe C2• 

Si nous écrivons maintenant que l'expression de la présence est 
invariante dans un changement de carte linéaire 

X = A. x• (dét (A)> o), 

on trouve l'identité 

(6, 7) f (ÀJ> h1", g") = j(À.:A1, h .. ~, .. A1, ~A,, g .. , .. A, ~A.); 

pour l'interpréter, considérons un vecteur V, un affineur antihermi
tien H et une base directe S, et posons : 

(6,8) tj~(V,H,S) = f (V. S,, iSHS ... ,'[SS],) 
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S'= S.A étant une autre base directe, il vient d 'après {6,7) 

(6,g) ~j~ {V, H, S) = ~ji(V, H, S'). 

Remarquons par ailleurs que le polynôme caractéristique de tout 
affineur antihermitien H est bicarré, et que dét(H) est négatif ou nul. 

Supposons donc d'abord dét(H) =f=. o ; H admet alors deux valeurs 
propres réelles et opposées; les vecteurs propres correspondants sont 
isotropes {puisqu'un affineur antihermitien transforme tout vecteur en 
vecteur perpendiculaire) ; on les désignera par sl et s2, en précisant que 

(6,10) ~~~·s2 = 1 
(S2.V = 1 

ce qui est loisible (1), à moins que V ne soit orthogonal à S 2• 

Le vecteur V - S1 - S2 S1 V est orthogonal à S1 et S2> donc 
vecteur d'espace ; choisissons un vecteur collinéaire Sa, de carré 
scalaire - 1, et complétons S11 S2, Sa par un vecteur orthogonal S,, 
de carré scalaire - 1 , choisi en sorte que la base S = [S1 S2 S3 S4] 

soit directe. 
On constate que l'on a alors, a, ~. x, y désignant des nombres : 

D 
0 j] {6, 11) s . s = 

0 0 

0 -1 
0 0 

H ~ sU 
0 0 

n (6, 12) 
- a 0 

s- 1 (2) 
0 0 

0 -~ 

v ~ s[~l (6,13) 

On peut de plus supposer (soit en intervertissant S1 et S,, soit 
en changeant le signe de S,) que : 

{6,14) a> o, y~o. 

( 1) Deux vecteurs isotropes indépendants ne peuvent être orthogonaux dans 
un espace hyperbolique normal. 

( 1) Les deux premi~res colonnes de cette matrice se déterminent en écrivant 
que 8 1 et 8 2 sont vecteurs propres, les valeurs propres correspondantes étant œ 

et - cz ; la matrice se corn pl~ te en écrivant que H + R = o. 



LA RELATnnTÉ VARlATIONNELLE 

En prenant, conformément à (6,8), 

(6,15) )..1 = V.SJ> h1k = 1[S.H.S]k, g .. = '[s.s]. 
on vérifie que l'on a : 

),J),kgJit = 2X - y 2 

(6, r6) 
)..JhltlhpqÀrgil'g'Pf!' = - 2Xat2 - y2~2 

hJ~pqglPgk'l = 2[~2 _ a2J 
h1~pq voiJkpq = 8a~ 
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ce qui permet d'exprimer les nombres ex,~. x,y en fonction analytique 
des premiers membres de (6, 1 6) (les deux dernières équations défi
nissent [a + i~J2 donc ex et ~. puisque a > o; les deux premières 
donnent ensuite x et y 2, d'où y, qui est >- o; les premiers membres 
étant visiblement des invariants, la présence étant (comme le montrent 
les formules (6,g), (6, 1 1), (6, 12), (6,13), une fonction de classe C2 

de ex, ~. x, y, on voit que : 

(6, 17) 

Sur un ouvert partout dense (1) de l'espace à 10 

dimensions repéré par les )..1 et les h1" = 'ô1)..k-'Ok)..i> 

la présence est une fonction de classe C2 des 4 quantités : 

~ = ÀjÀkgJk 

'Ot = À Jhk,h pqÀ,g1kglp t'' 
l 

~ = - -;-hj~pqglP~q 

I \ji = - h1~pqvolikpq, 
4 

Il est clair, inversement, que toute fonction de classe C2 de ~. 

'Il • Ç~, \ji sera une expression valable de la présence, sous réserve qu'elle 
définisse par continuité une fonction partout de classe C2 des )..1, 

h1k, g,., en dehors de l'ensemble ouvert considéré en (6.17). 

6.B. APPROXIMATION DU PREMIER ORDRE. 

Les formules (6, 1 7) montrent que les substitutions )..1 -..- )..1 ou 
hk, -..- hlt, ne changent pas la présence de la lumière; par suite, 
cette présence admet, autour de la valeur )..1 = o, hk, = o, un dévelop
pement limité sans termes du premier degré : 

(6, 18) p = Po + al~JÀk + blltP)..1hkp + cJ~<pqhJ~pq + · ·. 

(1) Caractérisé par les relations dét{H) ~ o, V. S1 ~ o. 

-- - - - --- - - ---~ ........ -
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p est donc stationnaire pour ÀJ = o, hkz = o; par suite : 

(6,19) 
Les équations aux variations de la lumière admettent 

nécessairement la solution nulle. 

Nous étudierons les solutions voisines (lumière « faible ») en 
réduisant l'expression de p aux termes écrits en (6, 18); telle sera 
l'approximation du premier ordre pour la lumière. 

On peut remarquer d'ailleurs, en changeant le signe des ÀJ et 
en conservant les hk, que le terme b JkP)..1hkp est nul lui aussi; il reste 
alors : 

(6,20) 

cette expression étant invariante, est donc une fonction de ~. 'Il• 

~. tjl. 
En utilisant la base définie en (6, JO), elle se met sous la forme 

a = bx + 01 + dx2 + exy + f y2 + ga.2 + ha.~ + k~2, 

qui fait intervenir g constantes arbitraires. 
En exprimant cette quantité en fonction de~. '1), ~' tjl par résolution 

de (6,16) et en écrivant qu'elle est, à une constante près, homogène 
de degré 2, il reste une expression à 6 constantes, arbitraires : 

(6,21) p = al + hl~ + cl~+ dltJI + etV~2 + tjl2 +ft ~~ + 2
'!1 • 

,;~2 + tjl2 
En prenant maintenant, ce qui est loisible : 

H ~ s [' t· 
t+t 0 

. ~ .] v ~ {U 0 0 S- 1 
0 0 0 ' 

1 -t 0 0 

[' 
0 0 j] - 0 -1 0 

s.s = ~ 0 -1 
0 0 

il vient ~ = - z1, TJ = o, ~ = 4t, tjl = o, d'où, en portant dans 
(6,21 ) : 

P = a1 - h1zs + 4t1t + ~1 1tl-j 1z2 sgn(t) 

et dans (6,20) : 
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d'où, par identification, e1 = f 1 = o; en portant dans (6,21), et en 
remplaçant e. f, tl~ par leurs valeurs, on voit que : 

(6,22) 

Dans l'approximation du premier ordre, la présence 
de la lumière est 

P = a + !!.._ À /A,.gl" + 
2 

~ [ô1À~r- ô~cÀ1][<1pÀq- <lqÀp] [egiPg"q + Jvoll"pq] 
4 

a, b, e, f étant des constantes. 

En différentiant, il vient 

ap = n•a)... + P~a[<~~À.] 
ag= o, n .. = b.g•1.)..1, (6,23) ! avec 

P•' = [<lpÀq- ôqÀp][eg'Pgaq + Jvol'&PII] 

On en déduit les équations aux variations, en supposant qu'au 
point considéré les 1r 11, soient nuls, ce qui entraîne ô1g•' = o, 
<11 vol~pq = o : 

(6,24) bg•J. )..1- eg'P gaq M<~pÀq- <lpÀq] = o 

ou encore, après multiplication contractée par g .. r : 

(6,25) b)..r- e<~, [g'P[ôpÀr- ÔrÀP]] = o. 

Si nous introduisons à nouveau l'affineur antihermitien H défini 
par 

i[S.H.S)k =<11 ).."- ô" )..1 = 'V A (S1) (S~r) 

ce qui s'écrit encore : 

(6,26) 1 dM.H.8M = 'VA(dM)(ôM) 1 

on trouve 

JH" = i[S- 1HS]" = J(G- 1SHS]~r = i[G- 1]. •[SHS]" 
= gi•[(),)..k- ()lr)..r] 

et (6,25) prend la forme 

b)..r - eô~['Hr] = o 

soit, en appliquant (3, 1 5), les Jr"' étant nuls au point considéré : 

(6,27) 1 bA - e iliv H = o 1 

- ---- - - -- - -
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Le système des équations (6,26), (6,27), évidemment indépendant 
de toute carte, constitue les lquations aux variations de la lumière. 

Le calcul de la tension conduit à la formule : 

(6,28) E = a+ b[ ~ AA-AA] + { H2
- ~ Tr(H2

) ] 

Il est intéressant d'écrire ces formules en Relativité restreinte, 
en posant, de façon compatible avec (5,28), (5,29) : 

(6,2g) 

- [1 s.s = 0 

H=S[ 0 

c& 
&fe ] s - 1 (1) 

- J (;lg) . 

Les équations (6,26) et (6,27) prennent alors la forme : 

(6,go) 

g = - Grad v -....!... ().J\g 
c ()t 

div & =.!!.._v 
ec2 

et (6,28) s'écrit : 

~ = Rot .J\g 

1 ?l& b Rot ;/g- - - = - JJ 
c ?lt ec2 

Les équations (6,go) coïncident avec les équations de la mécanique 

(1) Nous dôignons par J (") l'affineur tel que J(~)(V) = :ffi 1\ V (produit 
vectoriel de l'espace à trois dimmsions). On a les identités 

div J(~) = Rot :ffi 
oV oV v - - - = J (Rot ) 
oP llP 
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ondulatoire du photon (L. de Broglie, 1), ou plus généralement de la 
particule de spin I, si on prend 

b - 4'lt2'*' 
-;- -hi 

( ~J-o = masse de la particule; h =constante de Planck), 

et avec les équations de Maxwell dans le vide en prenant b = o; 
dans ce cas, on interprète v comme le potentiel électrique, "1\g comme 
le potentiel vecteur magnétique; 0 et~ sont respectivement le champ 
électrique et le champ magnétique. 

Quand à E, il représente le « tenseur d'impulsion-énergie du 
champ électromagnétique », si l'on prend a = o, b = o, e = I/4'lt· 

r.'*' En supposant 1-'-o non nul, donc en prenant e = I{41t, b = -7 
et a = o, on trouve un des deux tenseurs proposés par L. de Broglie 
pour décrire l'impulsion et l'énergie du photon (L. de Broglie, II). 

On rappelle que la constante a (3,E) peut si l'on veut être incor
porée à la constante cosmologique, et que la valeur a = o est donc 
légitime. 

Les équations (6,26), (6,27), (6,28) auxquelles conduit 
l'approximation du premier ordre pour la lumière, 
avec les notations (6,29), sont les équations de Max
well dans le vide si a = o, b = o, e = I /4'-; les équations 
d'une particule de spin I si bfe est négatif (1) . 

6. C. INTERACTION MATIÈRE-LUMIÈRE. 

Considérons deux phénomènes concomitants, tels que la matière 
et la lumière; désignons leurs présences respectives par PI et p2 : 

Pt =f(Q.~·~) 
P2 = a + _!J_ ÀJÀkg1" + __!__ [ <>1/.k- ô"À1] [ôpÀq - ôqÀp] [eglPg"q + fvoll"pq] 

2 4 

(en faisant l'approximation du premier ordre pour la lumière) . 

(1) On rappelle qu'on associe généralement deux solutions réelles de ces équa
tions pour former une solution complexe, ce qui est, bien entendu, compatible avec 
la R elativité variationnelle. 
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L'intégrale i [pl + PJ vol 

est alors stationnaire pour toute variation de Q et de A; on peut donc 
si l'on veut considérer que ces phénomènes constituent un seul phé
nomène [l'espace fibré correspondant étant le produit des deux espaces 
fibrés, au sens indiqué en ( I ,F)] , repéré par les 7 variables 1Q, 2Q, 3Q, 
">-1> ">. 2, ">.3, ~. et dont la présence est P1 + p2 • 

Nous rendrons compte d'une interaction possible entre matière 
parfaite et lumière en posant 

Pa= aA.j 

(J est le vecteur courant de matière, a une fonction arbitraire de Q ) 
et en attribuant au phénomène produit la présence P1 + P2 + Pa· 

Ce terme Pa, que nous appellerons présence d'interaction, semble 
a priori arbitraire; il a cependant une propriété remarquable : Le terme 
correspondant dans l'expression de la tension est nul. 

En effet, la formule (5,5) nous donne : 

p, vol,,.. ~ l.• dét [ ~}ol,,.. 
= ">.a dét [ ).1 ">-s ">-a 

ô1Q ô2Q ô3Q 

Cette expression ne contenant pas les Cm (3,3, a) montre bien que 
le terme correspondant de E sera nul. 

Donnons maintenant une variation à A seul; avec les notations 
(6,23), il vient 

a p = fl"8">-. + P~a(ô,">-.] + a]"8">-. 

d'où l'équation aux variations fi" + aj• - ô,P"' = o (en un point où 
les symboles de Christoffel sont nuls), soit, avec les notations {6,26) 

1 bA- e ~ H +a] = o 1· 

Si nous faisons l'approximation de la relativité restreinte, avec les 
notations précédentes (6,29), il vient le système : 

) 

& = - Grad v - _:... ô.Al 3{1, = RotJJ 
c ôt 

(6,34) . b ao I (){i; b ap v 
div 8 = - v + -=- Rot 3{1,---= - ..,il9 + -

ec1 ce c M ec2 ec2 

[e = 1{41t] 
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qui (abstraction faite des termes en !!....) constitue les équations de 
ec2 

Maxwell en presence d'une densité électrique~ et d'un vecteur 
ce 

courant électrique ~ V ; on peut les interpréter en disant que les 
c c 

molécules de matière sont électriquement chargées, avec une densité 

3.... dans l'état de référence; et que leur déplacement crée un courant 
ce 
électrique, mesuré en unités électromagnétiques (1) par Ife a.V, a. 
étant la densité électrique : 

Le terme d'interaction entre matière et lumière 
fournit donc l'expression de l'influence des charges 
en mouvement sur le champ électromagnétique, et 
permet d'interpréter la constante c comme le rapport 
des unités électromagnétiques et électrostatiques. 

Pour étudier les équations aux variations de Q, on peut utiliser 
le théorème de conservation; la tension de l'interaction étant nulle, 
nous avons l'équation 

E 1 et E 2 désignant les tensions de la matière et de la lumière. 
En utilisant les expressions précédentes, et en tenant compte du 

système (6,34), on trouve les équations : 

En posant à nouveau a.=~. et en négligeant les termes en 1jc2 
c 

(1) L'expression ISr+l~r pour la densité d 'énergie électromagnétique que 
Sr. 

l'on tire de (6,g 1) montre bien que S est mesuré en unités électrostatiques et~ en 
unités électromagnétiques. 

ALGER, Mathhnatiques. 5 
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(mais non les termes en xfc), il vient, compte tenu de l'équation de 
continuité (5,42) 

(6,37) p['ôV + 'ôVP . v] = div A' + Ecx +_..!. V 1\ ~. 
M 'ô c 

Le premier membre étant interprété en mécanique classique 
comme la force par unité de volume, on peut dire qu'à la force 

élastique div A' s'ajoute une force électromagnétique Ecx + ~V 1\ ;/&, 
c 

correspondant aux lois élémentaires Coulomb-Laplace : 

(6,38) 

Le terme d ' interaction entre matière et lumière 
fournit également l'expression de l'influence du 
champ électromagnétique sur le mouvement des 
charges. 

Les énoncés (6,35) et (6,38) justifient bien le terme interaction. 

§ 7 Conclusions. 

Nous nous contenterons ici de quelques remarques sur ce qui 
précède. 

7.A. La Relativité Variationnelle peut être considérée comme 
une théorie unitaire, en ce sens que : 

1° elle fournit a priori, par des considérations purement géomé
triques, les lois expérimentales de la gravitation, de l'élasticité et de 
1' électromagnétisme; 

2° elle traite la gravitation sur le même plan que les autres phé
nomènes; 

3° elle fournit, en principe, toutes les équations de la physique; 
4° elle donne une interprétation correcte et générale de l'énergie 

et de l' impulsion. 
Mais c'est une théorie ouverte, en ce sens que le nombre des phé

nomènes n'est pas borné, et qu'un appel à l'expérience est nécessaire 
pour déterminer, parmi celles qui sont compatibles avec la théorie, 
l'expression véritable de la présence d'un phénomène donné. 

7.B. Dans les champs gravifiques et électromagnétiques intenses, 
il n'y a pas de raison de se limiter à l'approximation du premier ordre; 
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on peut par exemple ajouter à la présence de la lumière une expression 
homogène du 4• degré, qui s'écrira (notations 6,17) : 

A~2 + Bf2 + C~2 + Ef~ + F~·~ + G;~ + H., 

et fait intervenir 7 constantes arbitraires. Les équations du champ 
« non linéaire »s'en déduisent immédiatement. Une vérification expé
rimentale doit être possible. 

7.C. Nous avons vu que la possibilité d'exprimer la gravitation 
au moyen de tenseur fondamental est une particularité de l'approxi
mation du premier ordre; les équations générales de la gravitation 
sont des équations aux dérivées partielles (qu'il ne faut pas confondre 
avec les équations d'Einstein). 

Cette remarque peut avoir d'importantes conséquences physiques; 
en particulier, il peut exister des phénomènes en interaction avec la 
gravitation. 

7.D. Nous avons supposé a priori l'univers orienté; cette hypothèse, 
entraînant la « non conservation de la parité », est en fait moins forte 
que l'hypothèse contraire : les expressions invariantes dans un univers 
non orienté le sont a fortiori dans un univers orienté. 

Dans les exemples que nous avons traités jusqu'au bout, en par
ticulier dans l'approximation du premier ordre de la gravitation 
et de la lumière, cette hypothèse n 'a aucune conséquence vérifiable; 
en particulier le terme cnf dans l'expression (6,22) de la présence de 
la lumière n'intervient, ni dans les équations (6,26), (6,27) de la 
lumière, ni dans l'expression (6,28) de sa tension. 

Mais il n'en est plus de même dans les équations non linéarisées; 
en particulier les termes du 4e degré [Ff + G~] ~ de l'expression 
ci-dessus (7,B) changent de signe quand on change l'orientation de 
la carte, et influent effectivement les équations. 

Nous avons de même réduit au minimum les hypothèses de diffé
rentiabilité de l'Univers, qui figurent dans le même axiome (12), 
que l'orientation. 

7.E. Nous avons volontairement limité ici l'étude des phénomènes 
à trois exemples où l' interprétation physique se fait sans difficulté. 
Il est bien entendu essentiel d' interpréter dans le cadre de la théorie 
les phénomènes moléculaires et nucléaires; il est d 'ailleurs possible 
que les équations non linéarisées de la gravita tion et de la lumière 
y jouent un rôle important. 
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Bien que certains résultats aient déjà été obtenus dans ce sens (1) 
la plus grande partie de ce travail reste à faire. (') 

Manuscrit reçu en mars 1958. 

Jean-Marie SOURIAU 

Professeur à la Faculté dn Stimces, 
Marseille. 

( 1) En dehors de la particule de spin t, traitée au§ 6, nous avons indiqué ailleurs 
(SouRIAu, II) comment écrire en Relativité variationnelle les équations de la 

particule de spin 2... . 
• 2 

( 1 ) Dans ce but, on peut remplacer la variété univers par une var iété homéo
morphe au produit direct de R' par un cercle K ; on obtient ainsi une théorie 
pentadimensionnelle où s'interprètent notamment l'invariance de jauge du clw.mp 
électromagnétique, la conservation de l'électriciti, l'équation d'ontk de Klein-Gordon en pré
sence du clw.mp électromagnétique, la charge électrique élémentaire, les antiparticules. 

En remplaçant K par une variéti compacte, on peut espérer rendre compte de 
diverses propriétés des particules élémentaires, notamment de celles qui sont liées 
au spin isotopique. 

Voir à ce sujet : 
J .M. SoURIAU, C.R . Acad. Sciences, 247, 1958, p . '559· - J.M. SoURtAU, 

C.R. Acad. Sciences, 248, 1959, p. 1478. - J.M. SoURIAu, Comm. au Coll. Intern. 
sur les Théories Relativistes de la Gravitation (Royaumont, juin 1959). 

(Note ajoutée à la correction des épreuves.) 
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