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p . II 

AVE.RTI SSE HEN T ~ 

Nous propos ons de Cj nst r u i re l a g8om2 trie à partir 

de l ' axiom E ti ~ ue des re cu ei l~ ; un ensemble s u r lequel op~re un 

rec uei l s ' a ppeller a un espa ce . 

La pren i e re p a rtie de ce s é min a ire e st cons a cr6e ~ 

l ' ~ t ude des es pace s l es plus gé~~ r a ux 

- T ou t e s p 2. ce e s t po ur: vu d 1 une to n o 1 c g î e na ture 11 e , et i n verse rn en t 

to ute t op o logie d ' u n e n sem b l e est ind u ite pa r div erse s structure s 

d ' espace , d on t deux s ont can oni ques ( §3 ) ~ 

- Une p &rtie F 

espace ( §4 ) ~ 

d'un esp a ce E poss~de une str u ct u re de ~-

- Les i som or,P hi'?.~ e t i somorphi_§_I)les l o c au x perme t tent de définir 

l..?___?t ructure gl oba l e et l es ._?truct ~ res l ocale s d'un e s p a ce ( §§ 5 , 

6 , 7) ; d a n s le cas d ' un un i v e rs ( esp a ce ~ recueil tr a nsitif ) , on 

peut c o nst r u i re t ou te s les structures globales c or resp o nd ant ~ 

une str uct u re loc 2 le donn 6 e (§8) ~ 

- U n e s pa c e e s t d i t 1? a r f_:p i t s i s e s a u t o rn o r ph i s rn e s 1 o c a u x s on t i n ­

t é ri e urs ; ce t te prop ri u t 2 pose s ou v en t des probl~mes di ifi cile s 

(l e s s t r u ct u res diff ~ r e r . tiables sont-elles parfaites ? )~ 

- Nous défi n i ss ons un esp 0ce _ _fj.ÈJ.:é c o r •: e un ense mble muni simu l ta ­

n ém e nt d ' une st ruc t u re d ' e space e t d ' u n e 2qui val en ce , avec cert a i­

nes r e l a tions de c ompati bi lit é entre ces deux s tructures ( § 17) 

on peu t a lors c onst r u ire un espace quot ient (la ba s e de l' esp a ce 

fi bré ) sur c h a c; u e f i b r e opè re 1 e g_E__Ç \ lD e s t -~ u c t_u ra~ , d on t 1 e g r ou -

pe de jau a e est un sous - grou p e disti n gué ~ 

- No u s i ndi q uo ns diverses c o ~s t r uctions d ' esp a ces fibrés so u s -

fibr at ~o n s , cl a sse s de jauge , espa c es fi b r ~ s princi pau x , fa i s ­

c e a u x , rev~t em e nt s ( § 1 8 ) 



p • III 

Les esp a c~i fibr6s sans gro u pe de jauge peuvent ~tre construits 
... 

~partir de leur base, grace h l 1 axi o m a ti ~ ue des racines ( § 11); 

~our des r a isons tec h n i ques, nous étudio ns les rac ines avant les 
i 
es p a ces fibrés ( §§ 10 ~ 1 6 ) 

- L 1 is omo_LP.Jli_~. de r a cine perm e t la d6f i nit:i. on de la yari a nce 

(§ 12) ; cha que racine est a ssociée h une r ep r 6 sentation du gr oupe 

des germes ( § l ü) su r le gr oupe structural ( § 13) ; on en tire no­

tamment une relation d'ordre su r le s . v ari a nces (subordination)~ 

- Les r a ci~ ~ s permettent d e do nn e r une défi n i tio n gén Srale des 

cha mp s_ on définit notam:.1e nt les famiJ:...J...~s~_ê_!_i_~n .tes d_EL,_ç_b.?_mp..?_ 

(§ 1'4 ) 

- Le § 15 e st c onsacré a u x 1.16 t h o d es st a ndard de con s tr u c ti on •·lci.e 

r acines re présentation , restrict ~ o n , prol o ng ement , quotient 

produit direc t , sous-raci ne s , juxt a p o s i tion , racines d ' o pé ra­

t eurs , germes de champs , etc ; une é tude sommaire des st r ucture s 

invarlantes des fibres e st do r . n t~ e a u § 1 6 

La deuxième p e rtie de ce sémin a ire ser a consacrée ~ 

des applications à diverses th é ories phys i ques (calcul des varia ­

tio n s et méc a r, i c; ue o.n :?!lyti ( ue ; quantifi cat io n ; rel a tivité ;t h 2o ­

rie unit a ire pentadimensio r.r,elle) ; no u s mo r.trerons , en cours de 

r o u t e , c on .. : e n t l e s n o t i o n s c l u s s i q u e s d e g é orné t r i e d 1 f f : re n t i e 1 1 e 

peuv e n t pren d re place d a r. s l a t hJo rie gén é rale des esp a ces~ 

J . i\li , Souri au 



t · 

·~ . 

p • IV 

Index de l a première partie 

?? 
00 

< 
an~llagm a ti qu e (e s pa c e ) 

atl a s 

aut omo rphi sme d ' esp a ce 

automorp h isme loca l 

base d'un esp a ce fibré 

bi-permis (o pé rateur) 

bi-t ol é ré ( o pé ra t eu r) 

c ar te 

champ 

c h ar1geur de c a r tes 

Cliff o rd (gr ou p e de ) 

co-c a rte 

co-g erme 

c omp a ti b l e s ( o p é ra te ur s) 

c o n nexi on 

d iscr e t (gD cup e) 

espace 

esp a ce fibré 

esp ~ ce fi br é princ ip a l 

f aisce a u 

feuillet 

fi br 2. t io n 

f i br a t i on quotie nt 

fi b re 

(pages) 

11 

11 

4 

84 

23 

. 1 4 

15 

70 

70 

69 

2 3 

46 

23 

76 

53 

25 

4 

52 

86 

3 ,7 

70 

8 1 

8 5 

8 5 

70 

79 

31,3 8 , 68 



G a ut o 

ge :r me 

germe de c hamp 

germe s ( gr ou pe des ) 

G l' g J. S 

g li s seme nt 

g l oba l (c ham p) 

g l o b a le ( s tr u c ture ) 

bwl~ l,~ 
homog~ n e (c hamp ) 

p ~ v 

ho momo r phisme d ' esp a ce 

h omomo r phis me de g r ou pe 

ho mc morph i s me d e r a ci ne 

i mage d ' u n c ham p 

' i mperfe ct i on (gr ou pe d 1 ) 

i mpu iss a n t ( op é r a t e ur) 

i nv a r i0 nte ( f a mil l e d e c h a mp ) 

in v ari a n t e ( st r ucture ) 

ir réduc t ib l e (r acin e) 

i somorph i s me d ' esp a c es 

is omo r p h i s me lo c a l 

i so mor p h i s me d e r a cine s 

j au g e ( cl ass e d e ) 

j a uge ( g l i s sem e nt de ) 

j a u g e ( g r ou pe de ) 

j u x tap os iti on de r a ci nes 

l o c a le ( s t r u c tu r e) 

Lo re n t z ( g r oupe de ) 

Mi nk ow s k i ( esp a c e d e) 

n oy au 

o pé r a teu r 

ord re d ' u ne r a c i n e 

30 

2 5 

50 

28 

3 0 

7 

46 

13 

i 
4 9 

7 1 

38 

6 1 

46 

31 

1 

48 

65 

55 

13 

14 

3 3 

80 

71 

72 

58 

17,1 8 

10 

9 

3 8 , 4 1 

1 

4 5 



pa rf ai t ( espa ce) 

permis ( op é r ateu r) 

prérecueil 

p. VI 

principal (gr oupe) 

produit d irect de r a cines 

pr o jectif ( espace) 

ps eudo-gr oup e 

q u o ti e nt de r a cine 

r acin e 

recu e il 

régulier ( opérateur) 

rel è vem e nt d ' un gl i s seme n t 

repère 

re présen t 2 ti on 

rev~tem e nt 

sous-esp a ce 

sous - espace ou v e r t 

so u s- f i bra ti on 

s ou s-racine 

s pineur 

str uctura l (gr ou pe ) 

sub ordon n é e (r a cine) 

synth ~ ti Qu e ( uni vers) 

tolér é ( op ~ r a t eu r) 

to polog i e n a t urelle 

total ( h omom orphisme) 

transl a ti on 

tr a nsmut at i on 

trivi a le (racine) 

u n ive r s 

uni vers - g r oupe 

un i ve r s -type 

vari an ce 

vari 2 té diff2rentiable 

- 0 - 0 - 0 - 0 - 0 -

17 

69 

2 

8 1 

58 

83 

10 

65 

31 

5 

2 

70 

53 , 83 

38 

st; 

11 

12 

78 

54 

76 

37,72 

43 

19 

6 8 

8 

62 

35 

12 

f ;2 

7 

35 

22 

3 4 

66 



SEMIN/IIRE DE PHYSIQUE Mi'LTHErvL,TIQUE DE M.\ RSEILLE - 1960-1961 ~ 

Exposés de J~M~ Souriau~ 

I J'.XIOM:,TIQUE DES 11 ESP,\ CES 11 • (7 novembre 1960) 

§ 1 Prérecueils 

Nous appellerons o pé r a t e ur to u te ap p licat io n à 'un ensemble 

~un ensemble ; nous su ppose rons que la donnée d'un opérateur 

A ent r a f ne celle de s o n ensemble de définiti on,que no u s appel­

lerons déf( A) , et de s on ensemb le de v a leurs,que nous appelle ­

r ons val( i, )~ 

Il sera utile notammen t de considérer l'opé rateur i mpuis ­

sant, dont l'ens emble de définition es t vid e ; l'opé rateur iden­

tique iur un ensemble E, qu~ nous n o ter o ns lE~ Il e st clair 

qu e l'o pé r ateur impuissant peu t se noter 1~ , ~ d é sig na nt 

l'ensemble vide~ 

Etant donnés d e ux opé r a teurs ~ et B ,n ous noterons 

h~B le produit ( de compositi on) de ces op~ rat e urs,d é fini par 

( L 1) [ .~ ~ B J (X) = A ( B ( X) ) 

(L2) 

chaqu e f o is que le sec on d membre ·existe ~ 

Le produit de deux op&r ite urs est · t oujou rs un o pérat eur, 

mOrn e s'il est imp ui ssant~ 

La multiplication d es opérateurs est ASSociative ; quels que 

soi~nt · les ensembles de définition de A,B,C, on a to u jours 

On en d édui t l e s r ~ gl o s de c a lcul des puissances enti~res 

positives ~'un ~pérataur~ La multiplicati o n n'est pas 

commutative ; on dira que A e t B c ommut e nt si A ~B = B~A~ 



( L3 ) 

( L4 ) 

( 1 ~ 5 ) 

( l ~ 6) 

2 

( L 7 ) 

I p ~ 2 

Exempl~s : Les puissances enti ~ res positives d ' un opérateu r 

A co mmutent ; E ét ant un ensemb l e, l es opérateurs qu i 

co mmu tent a v ec lE s on t ceux q u i do n nen t de E une image 

et une image réciproque contenues d ans E ~ 

Nous dirons qu ' un op é rateur A est régu l ier si 

A(x ) = A(y.) x = y . 

c ' est à d i re s i A établit une corresp on dance biuni v oqua 

entre déf( A) et v al(A ); A étant rég u lier, l' opérateur 

inverse A- l est défini par 

x = A(y ) 

On vérifi e i rn mé di a te oen t que A- l est régulier,et que 

: -1 
-[ A- l] =A que 

- 1. 
A . A = 1 ct é f( A) 

, v a l ( A- 1 )= déf(A ) 

. -1 · 
' A • /', = l v a 1 ( A ) 

q u e si A et B sont r ~ guliers, A ~ B est régulier et que 

l ' on a 

[ . J-1 -1 - -1 /\ • B = B • !~ 

ma i s cette foimule tombe e n défatit si l e produit A ~ B 

est régulier sans q ue A ou B le soit ~ 

On l' étend à l ' in verse du pro du it de n opérateurs 

rég u l iers , et on en déduit le calcul des pu issan c es 

enti~res négati v es ~ 

Nous d irons qu'un ensemble R est un pré - recueil si: 

a) l es élé ment s de R sont des opérateurs ré gu li e rs , 

do n t l'inverse app arti en t a~ssi h R . 
' 

b) le produit de de u x élé ments de R est un é l ément deR ~ 

de façon br è ve [ A ,B E R ' } ' ~ J 
Exemples 

Soit E un ensemble qu e lc onque d ' opérateurs réguliers ; 

les p ro dui ts f in is d'él6 me nts de E et d ' inv e rses 



( L 8 ) 

( L 9 ) 

I_ p ~ 3 

d 1 él~me ~ ts de E form e nt un pr~~~ c ueil (r~gles 1~ 2 ,1~ 5 , 

1~6); c'e.st é v.id.emm'e n t ': le plus petit 'p:iérec ue il co ntenan tE~ 
-Il est cl air que . to u t groupe d e p e rmu~a tio n s e st ~n pré­

r e c uei l; inv e r sement, un p r é rec ue il ne c6ns titue u n gro u pe 

que si A - 1 ~ A est ind ép end ant de A, don c "si · l e s é lém ent s d u 

prérecueil iont to us des permu t a ti ons d'u n m~me ensemble~ 

So it R un pr é r e c ueil ; nous appellerons espace de R 

la r éunion E des ensembl e s de déf init i on des ~lSments deR~ 

C'est aussi l a réunion des er,sembles de v a leurs de s 

élém e nt s de R (r ~gles L 7 a • 
' 

L5) e n d'a u tres termes 

E es t le plus petit ensemble t e l que l es éléments de ·R 

soient des applicati o ns d ' une partie de E d an s E • 

Consi dé rons deux points x et y de l'espace E d'un 

prére c uei l R~ Il est cl ai r que l a rel a ti on 

"il exi st e A d ans R t e l que i\ (x) = y " 

est symétri que (c ar x = A- 1 ( y ) ) , tr an sitive (c ar si 

z = B (y) , on a aussi z ={ B ~ A} ( x) ) et r éf 1 ex i ve ( car si 

x E E , i 1 ex i ste un A da n s R te 1 q u e x E d é f ( A ) , do r, c 

que x = ; p<H s u i te E se pa rtage en cl a s s es 

d 1 é q u i v a 1 en c e su i v a ;·. t c e t te r e 1 a t i o n ; n o u s 1 e s a pp e 11 er o n s 

classes de transi ti vité du prére c ue il~ 

Nous dirons que le prérecuei l R est tra n si ti f s 'il 

existe une se u l e cla ss e ; do n c si, x e t y a ppa rte nant 

à l'e space de , i l ex i s t ~ t oujou rs un élém en t de ' J-i. 

R t e l A(x ) =y 

So it R un préroc ue il quelco nqu e; F une de s e s cla s ­

ses d e tr ans itivité ~ Il e st c lair que si x E F et : 

A E R , A(x) et A- 1 ( x) appartie nnent à F ; do n c que 

l F ~ A ; désignons par 

A appartenant à R ~ 

RF l' e n semble des o pé~ateurs 

~ Il est cl air qu e RF es t un prérecuei l {car 
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d'esp a ce F , et qu'il e st transitif~ 

§ 2 ,: Recueils~ 

(2~1) 

(2~2) 

(2~3) 

( 2 ~4) 

Soie n t A et B deux opéra te ur s; n ous d irons que B 

est un prolongement de A,ou que A est une restriction de B, 

et n ous écrirons A <B si 

déf( A) c déf(B) xE déf(A) => A( x) = B(x) 

Il est cl ai r q ue cette relation < est une rel a tion d'ordre 

[A <B,B < A]~[ A =B] [ A <B, B<C] =>[ A => c] 

Nou s dirons qu 'u ne famille d'opérateurs A (j parcourant 
j 

un quelconque ensemble d'indic e s) est compatible si elle 

est majo rée pour la rel a ti o n < , c'est à dire s'il existe 

u n opé rat eu r A t el s que 

quel que so i t j , déf( A.) c déf( A. ), A. (x) = A(x) 
J J 

Il est clair que si la fa mi lle A est c ompa ti b le, on a 
j 

une famill e Inv erseme nt, si 

(2~ 4 ),posons E = U d 8 f( A . ); 
J j 

A. vér ifie c et t e condition 
J 
x étant un é l émen t de E il 

e x i s te au mo i n s un j t e 1 que x E d é f ( /\ . ) ; 1 a v a 1 e u r A . ( x ) 
J J 

ne dé~end pas du choix de j; appe l on s -la A( x)~ Il e st 

cl a ir que 

ainsi 

A es t l a borne s upé ri eure exacte de la famille 

Pou r qu ' une famille d ' opé r ateurs A . soit maj o rée pou r 
J 

la relati on < , il faut e t il $Uffit qu ' e ll e v é rifie la 

A .; 
J 

(2~5) relation ( 2 ~4); elle adme t a l 6 rs une borne sup é rieure exacte 

(n o t ée 

à t ou s 

s up (A.) 
j J 

l es A .~ 
J 

), qui es t l e p l u s pe~i t pr o l ongemen t co mmun 

Etudion s les r appo rts de l a rel atio n < a vec les opé ra-

ti on s définies s ur l e s opérateurs au § 1~ 



(2~6} 
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On v~rifie immédi a te me nt que 

A < A' A ~B < A 1 ~B 1 

que si les famill ~ s A. 
J 

sont ch acu ne compatible,lo 

f am1lle 

sup 
jk 

A j~Bk est compatible, et que l'on a 

( A .~Bk. )= sup (AJ.) ~ sup .(Bk) 
< J j 

De m~me 

[A</;.' , A 1 r é gulier J [A ' 1· A-l< A'-l] r e gu J.er, 

et 

mais les prolongements d' un opérateur r égu lier ne sont pas 

tous réguli e rs; si des opérateurs réguli e rs form e nt une 

f am ille ·compatible,leur borne sup ér i~ure n' es t pas nécessai­

rement régulièrê,leurs inv er ses ne sont pas nécess a irement 

compatibles~ 

Nous dirons qu ' un e nsemble R d ' opérateurs est un 

recueil s'il vérifie les axiomes des prérecueils 

a) 

b) 

[ A E R ] -1 régulier, A E R J 

. [ A et B E 

plus l'axi ome suiv a nt 

Consi dé r on s un pr é recu8il 

des opérateurs A qui v é ri f ient 

A r é gulier, A= sup( A. ) 
j J 

la formule montre 

R ; appelons R 
0 

l'ensemble 

A.=famille comp a tible d'éléments 
J 

de R 

-1 ; les A . 
J 

0 
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, A-l app artenant a R , app a rti e nt à R 
0 

de m~me si BE R,soit:B rÉ 

gulïc:r, B = : s ~p Bk ' ·Bk E R
0 

, 19 formule ( 2 ~7) montre que 

l'opérateur r~gulier A ~ B est 6gal à s~~ Aj ~Bk , don c que 

A ~ B ER, puisque A j~Bk E R
0

; ainsi , R est un pr~recueil~ 

Par a ill eurs , soit Ar une famille compatible d' é l é ments 

de R , tels que A = sup{ A ) soit régull~r; on peut éc rii e 
r 

A= sup(i\. . ), l es A . étant des é l é ments de R ; t ous l es 
r J rJ rJ o 

A sont c omp a t i bles , puisque A . < A < A ; l eur borne sup é -· rj TJ r 

ri e ure est év i d emme n t i \ , q.li. est régulie r, donc /1eR; 

ainsi R vérifie l'axiome ( 2 ~10,c); R est un re c uei l~ 

Notons auss i que si il. E R , l a partie de R qui se 
0 0 

réduit à A est évidemment compatible·, et que sa borne supé­

rieure es t A , qui est régulière; donc A E R : le recueil 

R contient R 
0 

Supposons enfin qu ' un recueil R ' contienne R • A étant 
0 ' 

un élément. de R, on peut écr ire ,-_ = sup(l,.) , :, . E R A 
J J 0 

est une borne supérieure r é gu li ère d'él é ments de R , donc 
0 

deR'; R ' vérifi a nt (2~10,c) par hypothèse, A appa~tient 

d o nc à R'; ainsi R c R' ~ En résumé : 

R étan t un prérecueil ,les op é rateurs h qui vérifient la 
0 . 

c onditi o n (2:11) form e nt un recueil; c'est le p l us petit 

recueil contenant R · ; nous dirons que c ' est le recueil 
0 

engendré par R ~ 
0 

Exemple: on sait q u ' un g~ 6~pe G de per mu t ations de 

l'ensemble E e ,st un pr é rec ueil ; le recu e il en gen dré se 

compose d e G et de l'op é r a teur i mpuiss a nt (borne su périeure 

de la partie vid e de G) ~ 

Remarqu orisqu e le r~~ 0 eil R ~ngendré - par un pré~ecuci l 

R a m~me espace E que R (l ès éléments de R appliquant 
0 0 0 

une p~rtie de E d a n~ E il en es~ de mGm ~ de t ou tes leurs 

born e s sup é r ieures) ; que 

de R sont l es m~mes~ 

les cl asses de tr an sitivité de R et 
0 
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§ 3 Espac~s ~t univer s. 

( 3 ~ 1) 

( 3 ~2) 

Soit E un ensembl e ~ On dira que E est muni d'une 

structure d ' espace lors qu ' o n aura c ho isi un recueil R admet-

t a nt E c omm e espace . Le s éléme nts de R s ' appelleront 

alors les gli ssemen ts de l ' espa ce~ Si le recueil des glisse-

ments d e E e s t tra ns itif sur E ,n ou s d i ron s q u e E pos-

sède une structur e d ' un iv ers ~ 

Soit R un pr é rec ue il, d ' espa ce 
0 

recueil e~gendré p a r R adm et aussi 
0 

E ; on sait q ue l e 

l'espace E , e t y 

définit donc une " structurè d'espace" ; no u s dirohs sa n s 

a rn big u ï té .. q u ' .i 1 s 1 agi t de la s tr uc ture d ' e s pa ce d é f i ni e par R • 
0 

- Par abus de langage,nous a ppell e r o ns si mplem e nt es p a ce -t ou t 

ensemble ·muni d ' une structure d ' o space ; c' est le cas notamment 

pour les " espaces v e ct ol' i c ls" (str uctur e définie par le 

groupe li néa ire),l es " e s paces topologiques " (v oi r ci-dessous) 

~t les espaces dés div e r ses ihéories ph ys iques ~ 

Lemme 

Soit E u n espace , R l e recueil de ses glissem e nts~n lors 

a) l'o péra t e u r imp uis s ant ~ pparti e nt à R 

b) si lF e t l G appartiennent à R_, l F n G c R 

c) si l es pa rties 

1 u F. 
j J 

d) lE E R 

En effet : 

ER ; 

F. de 
J 

E sont t e lles que 1 F . E R , 
J 

a) l' opér a te ur i mpu is sant est r égu lier, et il est l a 

bo r n e . s~p~r~eure de l a p a rt i e vi de de R ; il a ppe rti ent donc 

à R (axi ome 2 ~1 0 ,c) 

b) si lF e t lG appart i en ne nt à R, il en est d e m@ me 

de leur pro du it 

c) il es t é v id e nt que 1 
UF . 

est la b o rne _supérieure des 
J J 

lF.; c omme cet opé r a t e u r est r égu lier,il 'appa rti en t aus s i à R ; 
J 
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d) E , = défU.) 
. i 1. 

~ ~tnnt un glissement,l 1 ensemble est 

tel -, -1. ' 
= h. .1 \. ; il r é s u lte d.e ( c ) ER , puisque 1 E , 

que 

que 

vante 

1\ 

1u(E ,_) ; or , par d é finition, E = U(E.) 
. 1\ " . 

E R 

\ 
h 

. 1 

Il est clair que 

Soit E un espace 

Une partie F de 

(3~2) peut s' énon cer de l a façon sui-

R l e rec uei l de ses glissements~ 

E ser a dite ouvert~ si 

on définit ainsi sur E une topologie (au sens de Bourbaki) ; 

Nous 1 1 a p~ eller o ns top o logie naturetle de l'espace E~ 

Théorème : 

Les glissem e nts d ' un espace E s ont , pour sa top o logie 

(3~4) naturelle , des homéom orphismes loc au x , c ' est à dire des applica-

tions bicontinues d ' un ouver t de E su r un ou v er t de E • 

Soit ~ un élément du recueil R des glissements de E . 

Quel 'que soit l'ouvert Q de appartient à R • , 
'· -1 . donc aUSSi H l Q o l\ o 

Or est visibl e ment l ' o pérateur identiq0e sur l ' im~ 

ge r éc i proque de Q par ,, , qui est donc un ouvert ~ A insi A 

est continu ; s on domain e de définition , que l' o n obtient en 

f a isant Q = E , est un ouve rt~ 

Comme 1\ - l j ou it des m ~me s pr op ri é tés, A est bien un 

homéomorphisme local ~ 

- Soi t E un es pa ce; n ou s ap~liquerons directement à E 

la t e r minol og ie de sa t opo log~e na tur e ll e : E peut ~tre ou n o n 

s éparé , c o mpact,n o r mal,c onn e xe ,etc~ 

- Supposons invers ement don née 0ne top o l ogi e T d ' un 

ense mb l e E ; o n peut _se de mander s ' il existe une 
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structure d' espa c e sur E a d me ttant T c omme t opo l ogie naturel­

le~L a r ép onse est d o nn é e pa r l'é no nc é s u iv an t,q ue l e lect e ur 

vérifiera a is ém ent 

So it T un e to po l ogi e de l' e n s e mble E • 

Le s homéom orphismes loc a ux de E form ent un recu e il ; c' e st le 

(3~5) plus grand r e cu e il adm e tt a nt T pour t opo l ogie natu r e lle~ 

Le plus p e tit r e cueil a yant c e tte pr o pri é t é e st constitué par 

l'ensemble des Q é tant ouvert d a n s E ~ 

Exemples : 

Consid é r ons l a structu r e d 'esp a ce d é fi n i e sur un ensem­

ble E p a r un grou pe de pe r mut a tions de E ; on vérifie immé­

di a tem e nt qu e la t opolog ie n a turell e es t n on sé pa r 8 e : les seuls 

ouverts de E 

-Soit E 

s ont E et l'en s embl e vide~ 

u n ense mbl e muni d' u n e to p ologi e T et d' u n 

groupe G de pe r mut a ti ons c ontinues p our la to pologie T • 

Il est cl a ir que l es pr oduits A ~l Q , où l\ est un 

élément de G e t Q un o u v e rt,f o rm e nt u n pr é rec ueil; on d onne 

ainsi à E une structure d 1 esp a ce; o n p e ut vérif ie r qu e l a topo-

logie naturell e de E coïncide a v e c la top o logi e d o nnée T , 

e t qu e l e s é l émen ts d u gro up e G s ont d e s gliss eme nts de E 

le recueil a insi c onstr u it e st d ' a ille u rs le p l u s pe tit qui 

ait c e s deux p r op ri é t é s~ 

Ce p r océdé pe ut s'ap p liq u e r no ta mme nt à l'espace-temp~ 

de Minkow ski, e n pren a nt p ou r T l a t o p o l ogie usu e lle et pour 

G le gr oup e d e Lo r e ntz n on h omog è ne ; l a str u ctu re d' u nivers 

ainsi obt e nu e s e mble a d éq u a t e à l a d e scri p ti on de la Relativité 

Restr e int e ~ 

On pe ut v é rifi e r qu e l e s g liss e men t s de c e t u niv e r s s'ob-

tienn e nt de la faç on su iva n t e : on c o n s i dè r e un ouvert Q 
' le glisse-dans chacune d es co mpo s a nt e s connexe s Q . 

J 
Q de 

ment cherc h é-

non hom og è ne 

de 1\ • 

A c o ïncide av e c u ne tr ans f o r ma ti on de Lo r en tz 

L . ; le ~ L. ne s o nt as tr ei nt s qu' à la rég u l ~ rit é 
J J 

On pe ut d ire qu e l'on obti e nt c e gliss eme nt g é n é ral en 
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p r e n an t un e p a r t i e ou v c: r te de 1 ' e s p ::1 c e , e t e n 11 é p a r p i 1 1 a n t " c ha c ur 

des morce au x de cett e pa rtie 1 s ans qu e ces mo rce a ux se touchent ~ 

Il est cl o ir qu 'il i mpo rte~ la Phy s iqu e d e savoir quel 

groupe de Lo r entz on d oi t c onsidérer gr oupe c onnexe 1 groupe ~ 

4 c o m po s an t ~ ou 1 'un de s t r o i s groupe s à 2 co m po san te s ( groupe 

ort hochr o ne 1 groupe c onse fv an t l a pa rit é d 1 espa ce 1 grou p e ~ 

j a cobi e n positif) ~ Mais dans tous les c a s le p r océ dé i ~ diqué 

définira un r ecue il de g lis seme nts ~ 

- On peut aussi proposer pour l ' espace-temp s u n. recueil p lu ! 

grand que ce ux que n ou s v enons d 1 indi 0 uer 

exemp le de la Relativité Généra l e ~ 

c ' es t l e cas par 

Rem a r ques : 

Nous avon s in ~ i qué que si un p r érecueil R adm e t E pour 

espace 1 l a r es tri c ti o n de R ~ ch a que c l as se de tr a nsiti vit é est 

un p r érecueil transitif; chaque classe d ' u n esp a c e E adme t don • 

ainsi une structur e d ' uni vers; l es cl as se s ne sont p 2 s nécessai­

r ement des ou v er ts de E 1 ni d es ensembles con nex es; mais l eu r 

t opol o gie natur el l e es t l a t opo l og i e i nGuite pa r celle de E 

- Considérons un espace E 

partie de E d a n s E v é rifi e nt 

1 et une ap p l i cation d ' une 

a) A est régu li e r 

b) Que l qu e soi t X . d a n s d é f( A),il exi s te un v o isin a ge 

de x o ù A coïncide a v e c un g li ssement ~ 

A ch aque poin t x de d~ f( A ) 1 o n associe d o nc u n ouve rt 

G t e 1 s que X E Q , x E dé f ( G ) 
x x x 

Q 
x 

et un glisse me nt 

A ) G ~1 Q x . x 

Il est cl a ir q ue ,, es t l a b orne su pé rieure de s G ~1 Q , . x x 

ceu x- ci appart e n a nt au r e cu e il des glissements ,il en est de m~me 

de 

Il résulte d e cette · p ro pri ~ t é qu e l e s g li sseme nts form ent 

un pseudo -gr oup e ~ ~u sens d 1 E h r esman n ~ 

En d' au tr es t e r mes ,l' a xi omatique des recueil s e st é q u iv a ­

l ente à celle des pseudo - groupe s, s i o n ass oci e ~ ch aque rec ue il 

l a top o l ogi e n a tur e ll e de son es pa ce~ 

-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-
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Exposé N° 'tl STRUCTURE GLOB ALE ET LOCALE~ 
( 1 ) 

(14 Novembre 1960) 

§ 4 Sous-espaces~ 

( 4 :2) t 

Considérons un espace E ; le recueil R de ses glisse~ 

rn en t s ; une partie que 1 con qu e F de E ~ Définissons 1 1 ens e mb 1 e 

RF en posant 

Il est immédiat que les produits et inverses d'éléments de RF 

sont encore des éléments de RF,donc que RF est un prérecueil ; 

que les domaines de définition des éléments de RF sont des 

parties de F , et que lF e RF (il suffit de prendre A= lE): 

ainsi F est l'espace du préreoueil RF~ 

Il résulte imméd .iatement .de (4~1) que. le domaine de défini­

tion d'un élément de RF est l'i~tersection ~e F et d'un ou­

vert de E ; i l en e~t de m~me pour les borri e s supérieures 

d'éléments de RF ,donc pour le recueil Rj: . engendré par le pré -

recueil R~ (voir 2~12)~ 

Inversement, si Q est un ouvert de E , 1 Q E R,et la for-

mule 1 Q n F= 1 Q ~lF = lF ~ 1 Q montre que ·· -1 Q n F E RF , 

donc que .~ nF est ouvert pour la topologie naturelle déduite 

du recueil R'F~ En résumé 

Soit E un ensemble, R le recueil de s e s glissements~ 

Nous appellerons sous-espace de E toute partie F de E ' 

(1) Les signes 6 , 6 0 signifieront respectivement "le lecteur 

vérifi era aiséme n t que" ·e-t "a.vec quelqüe . hi:ïbileté,le lecteur 

vérifier a que 11 
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munie de la structure d' e space définie par le recueil RF 

(fo~mule 4~1)~ 

-La topologie naturelle de F est induite par celle de 

E ; ce qui signifie que l 2 s ouv e rts de F 

tians de F et des ouverts d e E 

Exemples de so~s:espaces : 

sont les intersec-

-Si F est une classe de tra nsitivité de R , nous avons 

déjà vu (fin du § 1) que lF commute avec tous les glissements 

et que le sous-espace F est u n univers (c' est à dire que les 

glissement~ y sont tr a nsitifs)~ 

-Soit U un univers; toute 'partie F de U possède une 

structure de sous-espace; mais F n'est pas nécessairem e nt 

-un sous-univers~ Ainsi ,s i U est l'espac~ ordinaire , muni du 

prérecueil G des déplacements,les sous-univers de U sont 

l'ensemble vide et l e s classes de tr ansitivité des sous-groupes 

de G ( exemples : les soQm e ts d ' un po lygon e ou d'un polyèdre 

régulier; une droite; un plàh ; un cercle; une sphère; un cy­

lindre; une hélice ; etc)~ 

-L e cas d'un sous- espace ouvert mérite une mention particu 

li ère~ 

Soit F un ouvert de ·l 'e~pnce E ,cohsidéré comme sous­

espace de E ~ 

-Le s glissem e nts de F 

vérifi e nt 

so n t k s glissem e nts A de E qui 

déf(A) c F val(A) c . F 

-Le recueil des glis s em en ts de F est aussi l'ense mble des 

lF~A~lF , A désignant un glissement quelc on que de E 

-L es ouvert~ de F sorit les ouverts de E contenus dans F ~ 

-Si E est un univers, - F- é~t aussi un uni v ers ~ 

§ 5 Isomorphismes~ Structure globale~ 

Soit ~ un opérateur r é g u lier~ Nou~ appellei o ns tr a nsmuté par 

~ de l'opé rateur A (resp~ de l'ensemble d'o pér a teurs A .) 
J 
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l l<î>1 op é r a t e ur <î> 

. . -1) . 
• A. • q, • 

J 

(r esp ~l' ensemble d'opérateurs 

E et Et é t a n t d eu x e s pa c E: s , no u s a p·p e 11 e r o n s i s o rn or ph i s-

me de E à E 1 to ut opé r a te u r régu ii e r <Ï' ,tel que 

(5~2) def( q,) = E , v a l(<î>) = E', e t que 1e re c uei l R' des glisse­

ments de E' soit tra n s muté par ( du r ecue il R des glisse­

men ts de E~ 

3 1 1 op é rat e~ r lE est un isomorphisme de E à E; si q, 

est un isomorphis me de E à E' -l t . h . es un ~somorp ~sme 

de E' à E; si 

e t de E 1 à E" 

d'où l' énon cé : 

~ sont d e s is omorphis me s de E 

e st un isomorphisme de E à E"· , 
E ' 

Deux espa ces E e t E' so nt d i ts iso mo r phes s'il existe 

un isomorph isme de E à E 1 cette rel a ti on est une éguiva-

lence entre espaces; l a classe d' u n espa ce 

r e l a ti on s' appel l e ra structure glo ba le d e 

E 

E ~ 

suiv ant c e tte 

-Il e st cl a ir que l e s isomorphisme s d'espace so n t aussi 

des is om orphis me s pour la structure topologique,c'est .à dire 

des opérateurs bicontinus; on l e vérifi e directement en 

remarqua n t que le tr ansmu t é par IÏ> de 1 Q e st 1 1 opérateur 

ide nt i que sur 1 1 imag e de Q par q, , e t que pa r s ui te q, 

tra n sfbrme . (co mme s on inver se) l e s ou vert s en ou v er ts~ 

- Nous appe ll e r o ns gliss e ments glo bau x d'u n espace E l e s 

gli ss emeht~ A de E t6ls que déf( A)= val( A) = E ; ce sont 

des pe rmut a tions de E ,qui f o r ment un groupe (axiomes de 

prérecu e ils)~ 

Si B est un glisseme nt quel c onqu e, A un glissement 

glo bal , A ~B~ A -l et A -l~ B ~ A s on t des gliss ement s (axiomes 

des prér e cueils); donc A tr ansmu te en lui-m~me le recueil 
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. . 

R des glissarnen~s d e E : 

Les glissements globaux de l'es pace E sont de s iso mo r ph ism e s 

de E à E (on dit aussi des auto morphi s me s de E )~ 

l 
Le s automorphismes d' un espace E ~arment u n groupe de permu­

(s;s) 3 tati o ns de E ; les glissements globaux e n for me n t un sous~grou 
pe di stin gué 

Soit E un espa ce ; !Îl un opératéur régulier tel que 

( ) . ? ""' déf !Îl = E • 0 l e transmuté par ~ du recueil R des 

glissem e nts de E est un r e c ue il,d 1 e sp a c e .E 1 par suit e 

Si !Îl est ûn iopérateu r rég u li e r, ap p liquant un e space E 

sur un ensemble E 1 , on peut donn e r · à E 1 ' une structure 

d'espace telle que ·!Îl soit un iSOQOrphisme de E à E' ~ 

.· . . § 6 · : ·· Isomürphismes l o c aux ~ 

(6~1) 

Soi e nt E et E 1 d eux espaces ; R e t R1 les recu ei ls 

de leurs gliss em o nt s~ On a ppellera i s omo rp h isme local d e E 

' Er tout opé rateur r égu li e r (ÎJ , app liqu ar. t une pa rtie de a 

E dans E 1 , t e 1 que 

a) (ÎJ tr an smu te les é l éments de R en éléme nts de R t 

b) cp -1 I"e s éléments de R' éléme n ts d e R tr an s mute en 

En partic u li er. , on voit que E R 1 ,donc 

que v a l(!Îl ) est ouv ~ rt d a ns R1 , et de m ~me que déf(!Îl) 

es t ouv e rt dans R ~ 

• 

En se r epor t ant à l' énon c é ( 4 ~ 3 ) r elati f aux sous-espaces 

• ouverts,on constate alors que œ est un is omo r ph isme du 

so us - espa c e ou v e rt déf( !Îl) au s ous - es pa ce ou vert v al (!Îl) 

l a r é ci pr oq ue e st vrèic,de sorte que j 

et E' ét a nt d&ux espaccs ,l es isomorphismes locaux de E 

Ei s ont a us s i les i somo rphisme s d 1 u~ sous-espace ou ver t de 

à un sous-espace ou v e rt de E '~ 
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Soit A un gliss emon t quc·J:conque d e l'esp a ce E 

soit l e glissemon t B ,il e st clair que A ~ B ~ ~ -l 
quel que 

et 

A-l~B~A sont des glissem Gn ts,donc ( définition 6 ~1) que A 

est un isomo rp h isme loc a l de E à E ; donc 

( 6 ~ 3 ) lOn appelle automorphisr.1es l_()_Ç_~_y_x. d'u n espa ce E l e s 

f phismcs loc ~ ux de E à E ; t ou s les gliss e ments de 

isomor-

E en sont~ 

(6~4) f 

Soient + et ~ deu x is omo r phi sm e s locaux d 'u n espace 

Il est cl a ir que si /\ est un glissement , '\lf:A: "'-l 

est un gliss emé nt,d on c aussi 

"" [ "''r •· 1, •· .... r( -1 ] "" -1 - , ,(' . 
'>!! 'l''\ V 'J:' =<.Po'+' . A [ <J? ~'"\j{ J -1 , et de 

E ~ 

m~me 

me local ; la symétri e de l' énon cé 

.'Y os t un auto 111 o r phi s­

en ci> et <J? -l 

-1 mo n tre q ue ci> est un 6utomorph isme loc a l: Compte te nu 4e 
{6:3),on peut énoncer 

Les automorphismes loca u x d'un esp a ce E 

d'espace E , qui c ontient le recueil d es 

f o rm e; nt un pré r ecue i 1, 

glissemun ts~ 

Bien e nt end u,l e prérecueil des automorphismes locaux engen­

dre un re cueil (v o ir 2~12),do n c une structur e d 1 espace ,et ~ne 

topolo g ie ; les o uv e r t~ de cette t o poiliogie s~nt l e s réunions 

da domaines de définition d' au t omo rp h ismes locaux,qui sont 

tous l es ouv e rts de E pour la t opolog i e initia le (v o ir 

6 ~2 et 6 : 3 ); donc 

La topologie natu r e ll e pou r l e p r é recueil de s automorphism~ s 

est l a m~me que la t opo logie initiale (d é fini e par le recueil 

d es gliss emen ts): 

Le s é l ~me nts d' un pr~rcitueil étant bic ontinus pour le u r 

t opol og ie nat ur e lle (th éo rème 3~4),on v oit que : 

Les isom orph isme s l o c aux d' un cspnc.e'" E 

la t opo logie naturelle de E , 

sont bic on tinus pou r 

ce qui peut d ' ailleurs se v~rifier directem e nt , ou s e dédu ir e 

du f a it que ce so n t des is omorphismes ( g l oba ux)de sous-espaces 

ou verts~ 
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"Exemp le 1 

Soit E un ensemble muni d'une topologie T ; on a vu 

(3~5) que les op~rat eurs idGnti que s sur l e s . o~v~rts de E 
? 

forment un . recueil R ; 0 le Gutomorphismes locaux de E soni 

les opérateurs bicontinus d'o u v e rt à ouvert ( 11 homéomorphisme~ 

locaux")~ Ils form ~ nt donc un ~ecueil R' 

engendre aussi la to p6 logie T~ 

Exem p le 2 : 

(th~ 3~5) qui 

Muhissons mainten a nt E de la structure d'espace définie 

par le recueil R' ~ On s a it que l a s automorphismes locaux 

f orme nt un prér e c ue il P 1 qui contient le recueil R 1 

(th~6~4), et que le recueil R" engendré par P définit sur 

E la m~me topologie T que R' (th~6~5)~ CommeR' est le 

plus grand recueil défini s sant la t opo l og ie T (th~3~5), 9n 

a R- 1 c P c R 11 c R 1 d'où P = R' : il n'y a pas dans ce C3S 

d'autre automorphisme local que les glissem e nt~ . ~ 

Exemple 3 : 

Considérons la dr oite réelle R , et 1 1 ense~bl e P des 

opér~ teurs définis sur un int e rvall e ouv e rt, et qui y cornci-

6ent av e c une translati on ~ . 3 P est un prér e cueil 

0 l'opé r a teur F [F(x) = 2x po u r x) 0] app:ntient au pré ­
P.' 

recueii\ïdes automor ph ism e s locu.ux de la droite,ainsi que 

1' opérateur G [ G(x) = x pour x< 0] ; mais P ' n'est pas un 
? 

recu e il ; en effet, 0 su p (F,G) n'. d st pas un automorphisme 

local~ 

Exemple 4 : 

on définit,s u r l'espace num~ri "u e Rn ,la structure d ' espa ­

ce ~ f o is d iff6rentiable par le recueil R des ap plications 

d'un ouvert sur un o uv e rt qui son t,ainsi que l e ur inverse, p 

fois continftmeht différentiables: 

J'ig no re s'il ~xiste d'autres automorphismes loc a ux de cet 

espace que l o s glisseme n ts~ 



Remnrques : 

Les automorphism e s locaux d' u n espace E qui c o nstituent 

un ~r€~ecueil (th~6~4) peu~ant constituer vn recueil (exemples 

1 ct 2),ou non (exemple 3)~Ils peuven t ~tre transitifs sans que 

les glisseme nts le soient (exemple l,en prenant E =Rn)~ 

Nous dirons qu'un espace E est Qa rf a it s'il n'existe pas 

d'autre automorphisme q ue les glisse ments~ 

Nous avons rencontré des c a s d'esp a ces parfaits (exemple 2) et 

d'esp a ces non parfaits (exemple 3)~ 

( t :1) . 

Un autre cas int~ress a nt d'esp a ce non parfait est celui 

de l'espace de Minkowski,si on admet la "non conservation de 

la parit~'',c'est ~dire qu'une sym~trie d a ns un miroir n'est 

pas un glissement~ En effet,les mir o irs sont visibl e ment des 

automor p hismes de cet esp a ce. 

-Les ho mothéties s o nt d 1 a illeurs,elles a ussi,des automorphismes 

de l'espace de Minkowski~ 

§ 7 : Structure locale • 

Consid~rons l'ensemble des couples (E,X),où E est un 

espace et X un point de E , et la relati o n "' définie 

entre ces couples par 

[ 

1 rrl existe un isomorphisme local 

(E,X)~ (E',X') l ( > l de E ~ E' tel que <](X)= X' 

3 cette rel a ti ~n est une ~quivalence; nous appellerons 

structure locale de E nu point X la clnsse de (E,X) sui-

vant ' "' ; en d'autres ~ermes : 

La rel a tion 

cule de E 

E 1 au point 

(7;1) pourra aussi s 1 6nonccr :" la structure la­

au p oint X est la m~rrie que la structure locale de 
X r u 
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Considérons maintenant deux poin ts x. et Y d'un univers U; 

p3~ hypothèse,il existe un gliss emen t 

· (3~1); 

(u,x) rv 

A est un automot phisme local 

(U,Y) 

A t el que A(X)= Y 

(6~3); on a d o nc 

La structure loc a l e d'un univers U est la même en tous ses 

points; on l'appellera structure loc a le d e U ~ 

Remarque : un espace E peut avoir même structure locale 

eh tout poi nt sans être un univer~; (ainsi Rn muni du recuei 

des opérateurs identi q ues sur les ouverts); il f a ut et il 

suffit pour cela que E s oi t un univers pour la structure dé­

finie p a r le prérecueil d e s es automorphismes locaux~ 

Consi d~rons maintenant deux univers U e t V; nous dirons 

que U e t V sont· localemen t isomor phes s'ils on t même struc ·-ture loc a l e en t o us leur·s points; il f nut et il - suffit pour 

cela qu'il existe un i~omorphisrne local non impuissant de U 

à V; cette relation est é vid emment une équivalence sur !!en­

sembl e d e s univers non . vi de s~ 

Exemple : soit V un ouvert de l'unive rs U; il est clair 

que lv est un isomorphisme loc al de U à V; donc 

r 
Tout univers a même structu r e l ocale que s e s ouverts non 

( 7 ~ 4 ) · v 1· d e s ( c on s 1. dé r e~ s c omm e · · 4 · ~ ) · · s ous -un1vers, v o1r . J • 

-Soit ma inten an t X un point de l' uni vera U· 
' 

V un uni-

v e rs loc a l emen t is omo rphe à U; . ~ un automorphisme l ocal de 

V; Y un poin t de déf( <IJ )~ 

Ln structure l o c a le de U en Y est _ la même que celle de V 

e n . Y; il exist e donc un isomorphis me local de U à V, ~ 
.. 

tel que ~ (X) = Y ~ 

V étant un univers,il existe un glissem e nt A, de V tel qu e 

A(Y) = cJ? (Y) ~ 
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est un automorphisme local de U , 

conserv a nt le point X; c' e st donc un glisseme nt de U, puisque 

U est parfait~ Son transmuté par l'isomorphisme local ~ 

est un glissement de V; donc aussi son produit par le glisse­

ment A , soit B = A ~~ 
-! 

~ e • ~ = lv o. l (A ~ ~ ) ~ .~ ~ l v a 1 ( ~ ) 

et ~ étant des 

isomorphismes locaux,leurs 

domai ne s de valeur sont 

des ouv e rts; <P étal)t bi­

continu,est , d onc la res-

triction de : <P à un 

ouvert,qui contie n t visi­

blement Y • 

Ainsi,l 1 opér a t e ur rég u li e r .<P corrtcide av e c un gliss eme nt dans 

un voisinage de tout point Y de s on do maine ~e définition; 

c'est donc un gliss e me nt (v oir la fin du p ar a graphe 3); çp 

ét a nt un aut omorphisme quelc on que, V e st po.rf a it : 

Tout univers l o c a l em~ nt isomorphe à un univ e rs p arf a it est 

p a rfait~ 

On pe ut dire s i l' on v e ut qu e la perf e ct io n d' univ e rs e st 

une pro priété local e ~ 

§ 8 Univers synthéti que s~ 

Problème : 

So i en t u
1 

e t u2 deux u niver s no n vid e s; R1 et R2 

les rec ueils de leurs gliss eme nts~ 

1°) . Existe-t-il sur l e ur r é u n ion U u~~ structure d'unive rs tel­

le que ul et u2 en . s o i e nt des s ous-univ e rs ouverts ? 

2°) Le recu e il R d é finissant une t e lle structur e est-il 

unique ? 
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Le probl~me se traite de faço~ diiférente suivant que l'inter­

section V de u1 et u2· est vide ou non. 

a) 0 0 
Supposons V = u1 n u2 non vide Pour que le probl~me (s;l) 

ait une sqlution,il est nécessaire et suffisant que V soit 

ouvert dans et dans U · et que les restrictions à V 
2 

de R
1 

et de R2 soient les m~mes. 

La solution est alors unique; R est le recueil engendré par 

le prérecueil des produits -finis ~~~l~ments de _R1 et de R2 : 

b) Supposons u1 et u2 disjoints~ 

Si le probl~me a une solutions, u1 et u2 sont localemen} 

isomorphes,comme sous-espaces ouve~s d'uri m~me · univers (7~4); 

il èxiste donc un isomorphisme local non imp~issant ~ de 

u1 à u2 : 

Soit P l'ensemble des opérateurs qui se mettent sous l'une 

des 4 formes 

·A ~ 
1 

-1 . A. 
~ • · 2 

A
1 

et A2 désignant des éléments quelconques de R1 et R2 • 

Il est clair que les éléments de P appliquent une partie de 

U dans U,et que P est transitif sur U; que le produit de 

deux éléments de P est un élément de P (p o. rc~que les produit 

A;l ~A2 et A2 ~A 1 sont impuisso.nts,et p::ncejque . \Il est un ~sc-

morphisme local (v o ir la définiti on 6~l), a insi que l'inverse 

d'un él ément de P ~ Ainsi P est un prérecueil; le recueil 

engendré R déf~nit sur U une structure d'univers~ 

Montrons que la restriction de R à u1 se réduit à R1 ; 
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en ef~et,si 1' 6 l~ ment A de R a ppli q ue une pa rtie de u 1 

d ~ ns u 1 ,il est borne su pé rieure d'él é ments d e P ayant la 

même propriété,donc de glissements A1 de u 1 (voir 8~3); 

comme A est ragulier,et que R
1 

I 1 en e st de mer.;e :...;_e; U 
2 

~ Donc : 

Supposons u 1 et u2 disjoints~ 

est u n recueil, A E 

Pour que l e probl ème (8~1) ait une soluti on,il est né cessaire 

et suffis~nt que ul et u2 soient l ocal eme nt isomorphes,c'est 

(8~4) ~ dire qu'il existe un is omorphis me loc~l non impuissant ~ 

de . u 1 ~ u2 ~ 

Dans ces conditions,l'ensemble P d é fini en ( 8 ~3) est un pré­

recueil; le recueil R e ngendré pa r P r é s o0t le problème; 

-Supposons que la s o lution du problème soit u ni qu e; le 

recueil R ne d é pend al ors pas d u choix de l'isomorphisme local 

~ ; comme il conti e nt visiblement ~ ,t out isom or phisme 

local de u • à 
1 

a ppartient à R • 

Soit v 1 le domaine de dé finiti on de l'is omorphisme l ocal 

- ~ choisi initialement; v 1 e st un ouvert de u 1 (6~2),donc 

un s ous-univers; s o it ~ un a u t omor p hisme l ocal de v 1 ; Il est 

clair que ~ ; ~ est un is omo r phism e loc a l de ul à u2 : , 

donc un élément de R ; p a r s u ite au ssi son produit par l 1 élé-

ment ~ -l de ~ -1 . ~ .1. . . 1. . 1. 
R ,s o it ~ ~ ~ = lv • ~ = ~ 

1 

Ainsi tout automorphisme local ~ de v 1 est un glissement ; 

v 1 est parfait,donc aussi l e s univers lo~al eme nt iso morphes 

u , u 1 , u2 (th~ 7~5) : 

Sup pos ons invers e ~ e nt l e s e sp a ces u 1 et u2 local ement 

isomorphes et parfaits~ 

Il existe un recueil R r ép ond a nt~ l a q ue sti on (8:4); il fcit 
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dè U un uniVers localeme nt isomorphe ~ u 1 , donc parfait~ 

Soit cp un i'somorphi sme 1 o c a 1 de 

A 6tant un ~16ment de R , on a 

u. .à 
J 

ill ~A~ 

(j,k = 1,2) ; 

cp ~lu. ~A~lu .~cp- 1; 
J J 

comme lu. 
. \ . 
oh .lu. E. R. (th~4~3),son transmuté par <1? est 

J J 
J 

un élément de R.k ,d onc de R . On v o it de m~me que <1? -1 

transmute aussi les ~léments de R en éléments de R , donc 

que c'est un automorphisme local de U 

@ E R • 

U ét a nt parfait 

R étant un recueil,contient t ous l e s op~rateurs réguliers · qui 

se mettent s c us la forme étant uh isomorphis· 

·me local de uj à uk • 

Inversement, si f , est un é lér.wn t de R 
. ' et si l'on pose 

: ? 
<1? j. k = luk~A~luj ' 

0 <1? jk est un isomorphisme local de 
·. 

u. à uk et A = sup cp j k ; donc . 
J ' . 

jk 

suite de (8~4) 

Pour que la solution soit unique,il est nécessaire et suffisan 

que u 1 et u2 soient parfaits; Dans ces conditions,l e 

recueil R dos glissements de U . est engendr8 par le pr ére­

cueil des isomorphismes locaux de uj à uk (j,k = 1,2)~ 

§ 9 Structures globales correspondant à une structure locale~ 

Donnons-nous une structure . locale ~'unive rs,celle d'un univers 

non vide U , que nous app~llerons univers-typo~ 

Nous allons chercher les· structures globales de t o us les uni­

vers ayant ~ame struc~ure locale que U ; c'est à dire un 

algorithme permett a nt d'obtenir un univers global ement isomor­

phe à tout univers V lo~~lement isomorphe à U ~ 
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a) Soit V un univers localeme nt is omo rphe ~ U ; nous pouvons 

(~ar un isomo r phisme globa l,th 6o r ~me 5~6) supposer V disjoint 

de U ; pu i s d o n n er ~ W d:: U u V une s tru c tu r e d 1 un i v e r s ·­

admettant U et V co mme sous-univers ou v e rts (théor~me 8~4)~ 

App~lons c a~ tes l es glisseme nts de W qui ~ppliqu~nt une 

partie de l'univers V d an s l'univers-type U; atlas un 

ensemble de c ar tes d ont l 2 s domaines de définition recouvrent 

V (il en existe,pe r exemp le l' ensemble de t ou tes les cartes): 

Dé signons par F. l es cart e s d'un atlas ( j parcourt 
J 

un ensemble d'indi ces bien ch o isi) et posons 

Hjk = Fj:Fk-l (ch an geurs de cart e s )~ 

Il r6sulte imm8di a t emen t de cette d é finition que l e s Hjk 

vér ifi en t : 

1) Hjk est un glissem e: nt de u ; 

2) H .. = lu.' u . é t nnt un ouvert de u ; 
JJ J 

J 

-J 3) Hjk = Hkj 

4) Hjk~Hkl < H j 1 

b) Donnons-:nous inv ors em e: nt un ensembl e d 1 ouv e rts U'. (n on 
J 

t ou s vid e s) et d e gli ssem e nts H~k 
J ' 

d e l'unive rs U , v é ri-

fi a nt l es rel a ti on s (9:1): Sur l'ensemble des cou p les ( j ), x 
tels qu e xE U! ' définissons la rel o.tio n rv 

J 

-La rel a ti on "' est une éq uiv ale nce ; 

- si on appelle G . (X) la classe de ( 
J 

~ ) suivant rv et V 1 la 

r é uni on des classes ,les G . 
J 

s ont des opé r a teurs réguliers,et 

le plus petit rec ue il c on ten ant l e s Gj to t los glisso~~nt~ 
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et les glisscmonts de U définit sur la réunion de U et V' 

,une structure d 1 u n ivers,dont U et V' 

ouverts ; 

sont des sous-univers 

- Les 
-1 F ~ - G J - j form e nt un a tlas de V', et vérifient 

.F ,-1 
• k = HJk 

- si les Hjk coïncident avec les Hjk d 0 finis en (a),les 

op é rate urs G. ~F. 
J J 

sont oomp ntibles,et leur borne supérieure 

est un is omorphisme globéll de V à V'.~ 

En résumé : 

- Les relations 

les soient 

(9~1) s ont né cess a ires 

l e s ch a ng e urs de c a rtes 

et suffisantes pour que 
. -1 

Fj.Fk d'un atlas 

F. d'un univers localem e nt isomorphe à 
J 

-Si uri atlas F. d'un univers V et un 
J 

V' ont l es m~mes changeurs de cartes, V 

ment isomorphes~ 

l'univers-type u • , 
atlas F! d'un univers 

J 
et V' son.t g 1 obnle-

- Nous avons bien r ~ solu le probl~me posé ,appli quant l'ensemble 

des solutions de (9~1) sur l'ensemble des structures globales 

d'univers localem 0nt isomorphe à U; mais le probl~me de 

savoir si deux fanill o s distinctes de changeurs de carte défi ­

nissent ou non la m~me str~cture gl obale est difficile~ 

Exemple 

~ Soi t A un glissement de l'univers U ~ On vérifie les rela­

tions (9~1) en posant H11 = H22 = lU; H12 = A; H21 =A-l~ 

On définit ainsi un e structure glob a 1e, que l'on pe ut se repré­

s e nter en imagin a nt deux univ e rs ul et u2 is omorphes à u, 

et en collant le point X de u2 sur l e point A(X) de u
1 

~ 

Si on prend A = lQ , Q étant un ou v e rt ayant un point fronti~ 

re X, on obtiendra un univers non s é pa ré (les point s F1 (x) et 

F2 (x) s ont distincts,mais tout v o is in ag e de l'un coupe tout 

voisinage de l'autre)~môm e s'il est ~ iocel emcn t séparé (c'est à 

dire l o c alement isomorphe à un univers s épnré U) ~ 

-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-
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Exposé N°III : GEOMETRIE DES CH AM PS 
· (21 Novembre 1960) 

§ 10 : Germes et cogermes. 

(10~1) (1 0 ~2) 

( 10 ~3) 

(10~ 4 ) 

-Soit E un espace topologi-1 -Soit E un es pa ce t opologique; 
1 

que;X un point de E~ X ùn point de E~ 
-Considérons l'ensemble des - Considérons l'ensemble des opéra-

opérateurs A tels que teurs A tels ~ue 

déf(A)cE val(A)cE 

-Définissons sur cet ensem- -D éfinissons sur cet ense mble la 

ble la rel a tion "-'[A "-' B] ~ relation '--"""' : [ /\ V' B] ~ 
\il e_xi s te un ouvert Q ,c o n4 fil existe un ouv e rt Q ,c onte --~ 
\tenant X,tel q ue 1 ra n t X. t.el que ' 

' L7 Ll Q =B;l Q i (_ l Q ; A=lQ ;B J 
' -o l a r e 1 a t i on "-' e s t u ne -' -6 l a r e l a t i o n ·V"' e s t une é q u i v a -

é qui v a.l e n c e ~ 

-Nous appellerons germe de 

A au point X la cl as se de 

A suivant "-' 

lence~ 

- No u s appe ller ons cogerme de A au 

point X l a cl a sse de A suivant .~ 

Puisque la relation "-' (r e sp~ ~ ) e st une é 0 uivalence ,on a 
' 

[ A E g e rme (B)J ~ 
x 

[ Ae cogerme (B)] ~ x 

[g e rm e ( A) = germe (B)] x x 

[cog c rme ( A)=co ge rme (B) J x x 

Soient A et B deux o~érateurs r égu li e rs; il est cl a ir qu~ 
. -1 . -1 

A ~l Q B~l Q est éq uival e nt à l Q . A = 1 Q .B ; donc: 

Si A e t B sont réguliers 

[ germex(A) = germex(B)] ~ ' [fogerm~X(A- 1 ) = 
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-Soit A un opérateur q ui applique une p a rti e de l'espace 

topologique E 

de déf(A)~ 

dans l'espace topologique E r • 
' 

x0 un point 

On dit que A est continu en x
0 

si,~ tout ouvert E 

contenant A(X
0

),correspond un ouvert n ,contenant xo,tel que 

[ Xq 

exist.l 
r 

1 => I A(X) E E 
A(X) 1 l l 

Le premier membre de (10~6) peut s'écrire XEdéf(A:l 

XE déf(l E :A); (lo: 6) 
n 

le second donc peut s' é crire 

< 1 E :A , puisque ces deux opérateurs sont compatibles 

(prolongés par A ): On en tire,en multipliant ~droite par 1 n 

A . 1 < • n 

et comme il e st évident que 

= A ~ 1 n 

) 

Invers e me nt,si la condition 

· ·· ·X E n et si A(X) existe, on . a 

(10 . ~7) est. vérifiée, si 
. , 

(1o:s) 

A(X) =[ A:ln ] 
v é rifi é e: 

(x)= [1 
E 

:A: 1 ] 
n 

(X) E E ; (10:6) est 

Si l'opérat e ur ·· A applique une p a rtie de l'esp a ce topo­

logique E da n s l'esp a ce topologique E' 

r l r Que 1 que soit E ouv e rt c on tenant A ( x0 ) ~ 
1 l 

1 i 1 1 
A continu en xo 1 Ç:=> existe n ouvert,contenant xo' tel 

1 1 
J i ! 
l i 

1 E : A: ln A: 1 n J L que = _i 

- Supposons mai n tenant que l'opérateur A soit défini dans un 

voisina~e de x
0 

(c'est ~ dire qu'il existe un ouvert ~ 

t e l que x
0 

E ~ c déf(A)),continu en x0 , et que 

Pa r hypothèse,il existe un ouvert E ,contenant 

B C cogerme A(X ) ( 
0 

A(X
0
),tel que 
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1 E ~8 =lE ~A (définition 10~2 du cogerme); le théorème 

\10~8) montre qu'i( existe un ouv e rt Y) ,conte nant x
0

, tel que 

A ~ 1 Y) = 1 E ~ · f.\ ~ 1 Y) ; o n a d o n c 1 E ~ B ~ lr) = A ~ 1 Y) , d 1 où 

A ~ 1 < 
r) 

8~1 
r) 

et, a fortiori, A~l 
r) ~l cp < B ~ l 'Il ~ 1 cp 

Or déf(B~l ~1 ) c 
r) cp 

'Il n cp = déf( A ~l ~1 ) (par 

définition de cp); donc 8~1 
r) 

~ l 
cp 

= A ~ 1 
r) 

r) cp 

; n n cp 

étant un ouvert qui contient x
0 

, 8 apparti e nt au g e rme de 

en x0 ; le cogerue est donc contenu d ons le germe: 

Supposons inversement cett e c ondition réalisée; quel que 

soit le . voisinage ouvert E de A(X
0

) , il est clair que 

1 E · ~ A a ppartient a u coger me de A, donc à son germe ; il existe 

donc un voisinage ouv e rt de x
0

, r) , tel que [lE ~A]~l n= 

A est continu (condition 10~8) 

Soit A un opérateur qui applique un voisinage de x0 dans un 

espace topologique; 

continu en x0] ~ · f cogerme1:(x0
)(A) c germeX

0 
(A)l 

. ~ ~ 

- Soient A e t 8 deux homéomor phismes locaux,: tels que 

A (x) = 8(X) = y • Si cogermey(A) = cogermey(8), on a 

8 E cogèrmey(A) ' donc 8 E g e rmeX( A) (th~ 10~9) , donc 

germeX(8) = germeX( A) . 

Si germeX(8) =: germeX( A), on a cog o rmey(8- 1 )=cogormey(A-
1

) 

. 1 
(th: 10~5) ; le résultat préc é d e nt montre que germeX(8- ) = 

( ~-1 ) ' germeX A , d'ou 

A et 8 étant deu~ h~méomorphismes locaux tels que 

A(X) = 8(X) = Y . 

[ germeX(A) =germeX(8) J ·~ · [cogermey( A) = cqgermey(8) J 
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Théorème : 

Soit E un espace t opologique ; l'ens emb l e d e s op é r a teurs 

appliquant une partie de E d ans E , conse~vant l e point X , 

continus en X • 

(1 0 ~11) Les germe s en X des élém e nts de CX ont une loi de com posi-

ti on associative x , d é finie par 

ge r rn e ( A ) x ge r rn e ( B ) = ge r rn e (,· ~ B ) 

Il est cl a ir que l a formule (1 0 ~ 1 1) définit bien une 

ioi de composition associntive,sous la seul e réserve qu'elle 

soit cohérente ,c' est à dire q ue 

. . .... ' ' , \ 

~ e r ~e( A )=g erme ( A 1 ), ~er~~ (B)=germe (B 1 )]~ ~~rm~( ~ ~B)=germe( A 1 ~B 1 ~ 

(1 0 ~12) 

Supposons donc qu ' i l ex:i.s te d es ouverts F,G, con t enmt X 

tels que A ~lF= A' ~lF , B~lG= 8 1 ~lG ; B étan t continu,il 

exis te un ouvert H , conten a nt X 

(théor ème 10~ 8 ) ; on a d onc 

co mme lH~lG est l'opér3 t eur identique sur 

l' ou v ert H n G , on v o it que germe( A ~B) = g e rme( A 1 ~B 1 ) 

Théorème : 

Soit X un point de l ' espa c e E • 

. Le s ger me s des gl i ssements c onse rv ant X forment un groupe 

pou r la loi X (10~11); on l'a ppel lera gr oupe des qermes de 

glissem ent s au point X • 

Il s uffit de vérifier qu ' il y a un élément neutre (le germe 

de lE ) et que tout é l é ment germe ( A) possède un inv erse 

( -1) · c'est l e germe de · A • 
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Rema:tques : 

- On tr ou ver a it le m§ me g r oupe en se limitant aux g e r me s de s 

gliss ement s d'un prérecu ei l P engend rant l e recueil R des 

gliss ements de E ~ 

- On peut aus si déf inir l a c omposit i on d es cog e r mes de gli s sements 

au point X ; on obti e nt ainsi l e m6me gr ou pe (th~ 10~10)~ 

-Les glissements . cons e rv ant l e poin t X ne form en t pas un 

groupe,sauf si l'esp a c e E n e co nti e nt que: d eux ouver ts ( E e t 

~ ) . Da n s ce c a s,ce groupe e st é v id emment isomor phe au gr ou pe 

des germes (car [germex( A) = germex(B)] ~ [ A = B J ) 

Théorème 

Soit F un iso mo r p his~e loc a l de E ~ E' 

Si X' = F(X) , il existe un isom or ph isme ~ du gr oupe des ger-

mes de glissements de E e n x su r l e gr oupe des germes de 

glisseme nts de E' e n X' , d é fi n i par 

= 

On montre d'abord que 

[ germeX( A)=germeX( i\ 1 ) J~ [ g c rmeX(F~ A ~F- 1 )=germe X 1 (F~ A ' ~F- 1 ) J 

(1~ dé mo nstrat i on utili s e l a c ontin u ité de F- 1 ) ; il en résulte 

la cohéren c e de la d é finit io n de ~ il est cla ir que 

~ (g e rmeX( A) x germe X(B) )= ~ (g e rmeX( A) x germeX(ldéf(F~ermeX(B))) 

~(germeX(A~ldéf(FjB))=germeX' (F~A~ld éf(F )B~F- 1 )=germex,f~ A ~F-l~ 
. F~B~F-l ) 

il reste . ~ v6rifier que 

de la formule évid e nte: 

~ est un isomor phisme ; cela résulte . . . . 

J 
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Ainsi,la structure du groupe des ~ermes de glissemehts de E en 

X ne ci é pend que de 1 a s truc ture _Le c a lj!_ en c ~,point ; en parti ­

culier,elle est la m@me en tous les points d ' un univers (7~3)~ 

-Considérons un point X de l'espace E so i t G 
1

. le 
g lSS 

groupe des germes de glissements conservant X .. ~ 

Les automor phismes locaux de E con s tituent un prérecueil, 

co ntenant le recueil d es glisseme nts ; donc les germes d'auto-

morphismes locaux conserv a nt X constituent -un groupe G auto' 

qui admet G 1. g lSS 
comme sous-groupe. 

Soit F un automorphisme local conservant X ; on sait 

(th~lO~lO) qu'il l ui correspon d un isomorphisme de G 1 . défini g lSS 

par <4? (germe(A)) = germe(F:A~F- 1 ) 

=g e rme(F) X germe(A) x germe ( F) -l 

on voit que les éléments de G auto transmutent les élémen ts de 

G l. g lSS 
en él~ments de G 1 . ,donc que G 

1
. 

g lSS g lSS 
est un 

sous-gr ou_pe dis ti ngu.!L_d e G : auto 

- Soit x un point de l'univ e rs u où G = G · gliss auto 

de 

F un automor phisme local non impuissant de 

déf(F)~ 

u . , y 

. ; 

un point 

U étant un univers ,il existe des glisseme nts A et B tels 

que A ( X) = Y , B ( X) = F (Y ) ; A , B , F a pp art en an t au pré re-
-1 . . 

~u~il des a~tbmorphism~s ,il en est de m~me de B .F. A , qui 

conserve visiblement X ; par hypothès e, B - 1 : F ~ A a mêm e germe 

en X qu ' un glissement; il existe donc un ouvert V , cont~nant 

X , tel que C = B- 1 ;F; A;l V soit un glissem e nt; Par suite 

. . . -1 . -1 . . . . -1 
B .C.A = B .B . F . A.lV. A est un glissem e nt or c'est la 

restriction de F à un v oi sinage ouv ert de Y donc F , qui 

est réguli er et _q ui _cotncide localement av ec des glissements, 

est un glissem~nt . (fin du § 3 ) U :est parfai t: 
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Soit X u r1 poi n t de l' e s p::t ce E ; G 
1

. le gr ou pe des germes 
9 -l S S 

de glisseme nts e n X ; G t le gr oup e des germes d 1 auto morphis­au o 
mes locaux en X ~ 

(lO~l 4 ) G.acu..t . .o. est un s ou s-gr oup e 

g~pe d'imperfection le 

disti ng u é de G 
1

. ; nous appellerons g- 159 
~ 

groupe quoti e nt G~/G~ ; pour 

il e s t né ces s aire q ue ce g r o u pe se réd u i-E so i t parfait , que 

se à un él é mênt; c'est suffis a n t s i E est u n u nivers~ 

§ 11 Racines~ 

Axiomati que des racines: 

Soit E un esp a ce, R le recueil de ses glissements~ 

No u s appell e rons racine d e l'espace E tout opé rateur 

que : 

F tel 

(11~1) a)[A ER,X Edéf (i:, ) ]=> [F( A. )( X) e s t u n op é rateur non imp u issant] 

b)[A et BE R, XE d é f( A ~B)] ==> [ F( A ~B)(X)=F( A )( B (X.))~F(B)(X)] 

c)[X E Q , Q ouv ert de E] =>[F(l Q )( X)=F(lE)( X)=op é rate u r régulier ] 

Thé or ème : 

F étant un e racine de l'es pa c e E: 

a) F(lE)(X) est l'o pé r a t e ur id e n t i que sur un en semble, que nous 

appeller ons fib r e d e la rac in e F au po i n t X~ 

(ll~ 2 ) b) Si X Ed é f( A) , F( A)( X) est un op é r a t eur r égu lier qui e.ppli-

que la fibr e au po i nt X s u r l a fibre a u po i nt A( X) ~ · 

c) [F( A)(X)] -l = F( A- 1 )( A( X)) 

DémonS:ration: 

- En f a i s ant dans l a for mu le (11~1 b) A ~ B = lE , o n vo i t qu e 

F(lE)(X) est é gal à so n carré; co mme il e st r ég u l i e r,c'est n é ~ 

cessair ement u n opé rate ur id en ti qu e: Nou s d é s i g ne ron s par FX 

son en s emble de définiti on (fi bre en x): 
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- Soit A un glissem e nt défini _ en X ; Y le point A(X) 

P.osons . ' -1 
F (.A ) ( X ) = P ; F ( 1"' ) ( Y ) = Q En app li quant plusieurs 

fois la formule (ll~l,b) il vie ~~ 

P~lF = P ; lF ~ P= P (d'où déf(P) c FX 
x y 

val(P) c Fy ) 

o : P = 1 ; r:o =lF (d'où Fx c déf(P) ' Fy (: val.(P) ) 
Fx y 

On a donc déf(P) = Fx,val(P) = Fy ; de m~me déf(Q) = Fy ' 
val(Q) =F et l es formules r:o = lF et Q ~P = lF x y x 

montrent que p et Q sont inverses,d onc réguliers : 

Rema rque~ : il est évidemme ~ t loisible d'inclure qu e l que s-uns 

des résult a ts du thé or~me (11~ 2 ) da n s l ' axiomatique (11:1) , 
sans changer sa valeur logique~ 

Exemples : 

Considérons l'esp a ce numéri qu e Rn , muni de la structure 

différentiable , _ c ' est h d ire d u recueil des opérateurs qu i sont, 

ainsi que leur inverse,continuemont différe ntiables d ans un 

ouvert~ 

A étant un glis s ement,désignons pa r D( A)(X) la matrice déri­

vée de A au · poin t X , c'est ~ dire la matrice (d'ordre n) 

des dérivée s partielles 

( D( A)(X) ]j 
k 

j 
_ à_ ( A(X) ] 

à xk 

a) D( A)(X),q u o l'on peu t consi dérer comme op6rateu r linéaire 

appliqua n t Rn dans Rn , est é vid emment un opérateu r non im­

puiss a nt : 

b) La formule de dérivation des fonctions de f onctions s ' écrit 

D( A ~ ~ )(X) = D(A)(B(X)); D(B)(X) 

c) S i A · est l'opérat~ur identique sur un ouvert contenant 

X ,il est cl air q ue l a ma trice Ges dé rivées partielles (11; 3 ) 

est la m2trice unité,donc l'o pé rateur ~dentique sur Rn ;a insi 
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'

L'opérat eu r 

, tout point . X 

D défini par (11:3) 

de Rn - est égale à 

est une racine; 

Rn~ 

sa fibre en 

Considérons mainten3nt l'espac e ordinaire 

cueil des déplace me nts: X étant un point de 

SX la sph~re de centre X , de ra y on ~ : A 

ment,posons 

S( A)(X) - t:. . 1 - ... s 
x 

E , muni du prére­

E , désignons par 

étant un déplace-

Il est clair que l'on a ~ qu e l que soit le p o int X et le dépla­

cement 8 

d 1 où , ·A étant un autre déplace ~n e nt 

o u e n c o r e S ( 1\ ~ 8 ) ( X ) = S ( Il ) ( B ( X ) ) ~ S ( B ) ( X ) , so i t l ' a x i o me 

(11:1,b) ; les a utres se vérifie n t immédiatement; on a en 

particulier S(lE)(X) = l 
sx 

; d'où : 

S ; la fibre de S au 

!La formule (11~5) dé,finit une racine 
(lL6) . 

point X est la sphere SX. 

(12~1) 

§ 12 Variance: 

Définition , théorème : 

Soient R et s deux racines d'un m~m e ~space et 

SX leurs fibres au point X • 

- On appellera isomorphisme de R à S tout op é rateur f 

tel que : 

a) déf(F) = E ; qu e l que soit X dans E , F(X) est un opéra-

t c ur régulier,a ppli quant RX sur SX : 

b) Quel que s oit le glisse ment A et X dans déf(A) 

~ S ( ,\ ) ( X) = F ( A ( X ) ) : R ( ;, ) ( X) : [ F ( X ) J -l 
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-Deux racines seront dites isomorphes s'il existe un isomor-
? 

phisme de l'une h l'a utre ; 0 cette relation est une ~guivalenc1 

entre racines d'un m~me espace ; la classe d'une racine s 1 appell1 

ra v a riance de la racine~ 

Exemple : consi d6 r ons , h c6t~ de l a racine S d~finie en 

(11~6) , l a raci n e 

a des sphères sx~ 

s 1 

? 
0 

obtenue en remplaçant par a' le rayon 

Si l'on appell~ F(X) l~homoth~tie 

de sommet X , de puis s ance a 1 /a , on d~finit un isomorphisme 

de S à S 1 ~ En d 1 autres termes, la variance de la racine S 

ne d~pend pas du choix du nombre a • 

-O n pe ut d~finir les a utomor phismes d'un e r a cin e · co mme ~tant 

les i somorphismes de cette racine à elle-même; ainsi,si on 

appelle F(X) la sym~trie par rap port au p oi n t X , on d~finit 

un auto morphisme de la racine S (11~ 6) ~ 

Th~orème : 

Soit R une racine de l'esp a ce E ; F un op~rat e ur faisant 

corres pondre à chaque point X de E un op~rateur r~gulier 

(12~2) d~fini sur la fibre de R au point X • 
? 
0 L'op6 rateur S , ~éfini par la formule (12~l~)est une racine; 

( 12 ~3) 

sa fibre en X est val(F ( X) ) 

Il est clair que cette racine S est isomor p he à R~ 

App licati ons 

Soit R une racine ; Z 

point X ~ Posons F( X)(Z) 

(1 2 ~ 2) d onne u ne racine R 1 

un élémen t de la fibre de R au 
x 

= l e couple ( Z ) ; le proc~d~ 

dont on pou t dire 

R é ta n t un c ra c i n e d e 1 1 e s p a c e .. -E . , i 1 e x i s t e u ne r a ci ne R ' 

isomor p he à R , dont les f ibr es sont deux à deux disjointes 

on peut pr e ndre 

R'( A)(X) (( ~ J)= (R ( A )~~~(z)) 
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- Considérons un groupe quelcon q ue G ; notons 

composition~ Si l'on pose T( X)(Y) = X 1 Y , il 

1 sa loi de 

résulte immé-

diatem e nt des axiom e s de gr oupe q ue l e s T(X) sont des permuta ­

tions de G ( on les a p p e lle tra r. slatio n s à g au che d u gro '-1pe) ; 

que T est un op 8 r a teur régulier ; que T(X) ~ T ( Y )= T(X 1 Y); 

que [T( X) J -l= T(X- 1 ) ; q u 'il exi ste une se u le tra n sl ::l tion à 

h 1 ' ( 1 -1) . g au c e am e ~a nt e point X su~ le point Y, a sav o i r T Y X • 

Supposog, maint e nant défi n i e sur G une str ucture d'espace,de 

sorte que l ~ s translati ons à g au che soi e nt des glissements~ En 

f ait , G est u ~ univ ors , p u isq u e l e s tr a nslations à gauche op~rent 

t r ansiti vement sur G~ D'o~ la d é fi n ition : 

On ap pellera univers-gr oupe tout ensemble muni d ' une st r ucture 

(12;4) d'espace et d' u ne structure de groupe ,l e s tra nslat i ons à g au che 

T( X) étant des glissements ; C' e st nécessaiBement u n univers; 

(1 2 ~ 5 ) 

Théorème 

Soit R une racine défi n ie sur l'uni ve rs - gro up e G 

fibre en l'élé~ent neutr e c de G ; 

H sa 

Il existe alors une racine S , et u ne seule , q u 1 vérifie : 

a) S( A)(e) = R( A)(e) si le glissem e nt A conserve e . 
' 

b) S(T(X))(Y) = l H quels que soie n t X et Y dans G ; 

Cet te raci ne S est isomor phe à R ; tout e s ses fibres sont 

ég a les à H ; 

Démonstration 

1°) Unicité~ Soit .,_ un gliss e me n t; X un point de déf( i.); 

Y l e point h(x) ; 

Il est cl a ir qu e l'op é r a t eu r B = T(Y - 1 )~ A :T( X ) es t un glisse ­

ment qui conserve e ; que 1' = T(Y);s;r(x- 1
) Si donc une 

r acine S vé r i f i e (a) o t ( b) , on a 

s( A)(x) = s(r(v):s;r(x-1) ) (x) 

= S(T(Y)( e ) : S(B)(e) ; S(T(X-
1
))( X) 

(do ubl e a pp licat i on de ll~l;b) 

= R( B) ( e ) (1 2 : 5 , a et b ) 

c e qui montre l' unicit é de la racine é ve n t ue lle S il vi e nt 
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S(l:,)(X) = R(T(Y- 1 )~ ,\ ~T(X) )(e) 

= R(T(Y- 1 ))(Y)~ R(~)(X)~R(T(X))(e) 

2°) Existence~ Posons F(Z) = R(T(Z»(e)-l 

soit (formul e ll~2~c) F(Z) = R(T(z- 1 ))(Z) 

La der n ière formule du 1° s'écrit 

S( f.,)(X) =. F( ù (X))~R( :-,)(X)~ F( X)-l 

en la pre~ an t pour définition de S , on v e it que S est une 

racine isomorphe à R , de fibre H, puisq ue F(Z) appli~ue 

régulièremen t la fibre de R en Z sur H (théorèmes 12~2 

et 11~2 b )~Reste à vérifier qu'elle remplit bi en l e s condi­

tions (12~5 a et b) ; 3 cela résulte des propriétés des 

translations à gauche~ 

Exemple : l'espace Rn considéré comm e gro upe additif,et 

muni de la structure diff 6re~t iable (v oir plus haut , 11~3), 

peut ~tre c onsidé ré comme univers-groupe ~ On peut appliquer le 

théorème (12~5) à toutes ses racines~ L'a pp lica t ion à la racine 

D ne donne ri e n de nouveau,puisque l es tra~slations T(X) 

de Rn vérifient D(T(X))(Y) =matrice unité~ 

Théor è me 

Soient R et S deux ra c ines d ' un u n ivers U X un point 
0 

de U ~ 

Pour que R e t S s oien t isomor phes , il est nécessaire et suf-

fi sant qu'il existe un opér a teur régulier çi> ,appliquant la 

fibre de R en x sur la fibre de s en x ,tel que 
0 0 

s(;\)(x) çi> R (;\ ) ( X ) ~ ÇP 
-1 

~ = . 
0 

pour tout glissement r\ conservant x . 
0 

Il est cl a ir que si R et S so n t isomorphes, (12~6 ~ ) est 

vérifiée en prenant çi> 

Partons i nvers e ment de 

B un g lissement tel que 

= F(X )~ 
0 

(12~6 ~ ) ; soit 

B(X ) = X 3 
0 

X un poin t de 

l'o pé rat eur 
E ' 

S(B) (X ) ~ çi> ~ R(B) ( X )- 1 ne dé pe nd que de X (et pas du choix 
0 0 
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de 

en 

B); si on l'appelle F(X),et si C est un glissement défini 

S(C) ( X) = F(C( X ))~R(C)(X)~F(X)- 1 ; F est bi e n 
? 

x ' 0 
un isomorphisme de R à S ~ 

- Ce t hé o r è rn e rn o n t re e r1 p ::. r t i c u 1 i er que de u x ra c i n e s d 1 u n un i -

vers so~t isomorphes si e ll e s corncid en t en un pbint (c'est-à­

dire si R(~)(X) = S(~)( X ) po ur to us les glissements conservant 

ce point)~ 

§ 13 Groupe struc~ura1~ 

Soit v 
" u n :) ,: :!. n t de 1 ' e s p a c e E; R une racine de E 

L'ensemble des R(A)(X), où A désigne un glissement conser­

v ant X , est un groupe de pe rmutations de la fibre de R nu 

point X ; on l'appellera ..9.E..Q1JDe structural de R au po int X • 

On sait en effet que les R(A)(X) sont des permutations 

de la fibre (ll~ 2 ~b); que si A et B conservent X , 

R(A)(X) ~R( B)(X) = R( A ~ B)(X ), [R(A )( x)] -l= R(A- 1 )(x) 

(form u les 11~1 b et 11~2 c)~ 

Exemple : le groupe structural du fibreur de dérivation D 

défini en 11:3 est le gro u pe linéaire de Rn en tout point X 

(t out entie r,pj isque si M est une matrice régulière,ropérateur 

A( X) = M ~X apparti e nt au recueil différentiable,et vérifie 

D(A)(X) = H )~ 

Soit A un glissement ; X u n point de déf(A)~ bLe transmuté 

par R(A)(X) du groupe structural de la ràcine R en X est 

le grou pe structural de R a u point A(X )~ 

Par conséquent,en deux points d'un univers,les groupes structu­

raux d'une racine R sont isomorphes (co mme gr oupe s d'opérateurs)~ 
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Considé r ons un glissem e nt A de l ' espa c e E; un point X de 

dé f ( A ) ; u n ouve r t ;~ c o n te na n t X ~ Q u e ll e q u e s o i t 1 a r a c i ne 

R , on a 

R ( A ~ l, .! ) (X) =R (A) (X) : R ( 1 ~d ) ( X) =R (A) ( X) : R ( 1 E ) ( X) =R ( A : lE) ( X) =R (A) ( X~ 

Par suite ,s i A' a m~me germe que A , il existe un g tel 
,,. 1 =A ' . l d que ·"' . ~ ~ • ;';: one que 

R ( A 1 
) ( X ) =R ( A 1 : l : ! ) ( X ) =R ( A : l n ) ( X ) =R ( A ) ( X ) ; d 1 o ù 1 e 

Théor èm e 

Soit R une racine; A un gl i s sem e nt ; X un point de 

déf( A): L'opérateur R( A)(X) ne dépend de A que par son 

germe au point X ~ 

- Considérons un gro u pe G ; on sait que l' on appel l e 

homomorohisme_ de G un e application H de G da ~s un grou­

pe G ' ,tell e que H( X l Y) ::- H(X) T H(Y), en désignant respec­

tiv em e nt par 1 et T les loi s de composition de G e t G 1 : 

Il est cl a ir que H 

l 1 él ~ m e nt neut r e de 

tr an sforme l'élément neutre de G 
( -1) [ ( ) .. -1 G 1 

, que H X = H X ] ' ; que 

en 

val(H) 

est un sous -gr oupe de 9 '; on sait que l'ima ge réciproque par 

H de l ' é l ément ne ut r e _de G 1 est u n sous-gr ou pe di s tingué 

de G ,a ppe l é no):._~de H ·, et c;ue l e ·gr oupe val(H) est iso­

mor p he a u ~~oup~ quoti e nt de G par ce noyau. 

Si G 1 est le group e d e s permutati o ns d'un e n semble F , nous 

di rons ~ue H e st u ne re prés e Qtat i on ~ u gro u pe G : En d'au­

tr e s termes , 

Une re p r é sentation H est uh opérate u r défini sur un gr oupe 

G , te 1 que 

H( X)= pe r mut a ti on d e l'en s e mbl e 

H(X 1 Y) = H( X) : H(Y) 

No u s di ro ns q ue F e st la fibre de l a re prés en tation : 

Exemple:nous avo n s vu que si on po s e , dans u n gro u p e quelconque 

G , T(X)(Y) =X 1 Y , T est une r ep rés ent at i on d e G ,ay a nt 

G pour fibre~ 
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-On dira que la représentation H 

affine,etc) si les éléments de H 

res (resp~unitaires,affines,etc)~ 

est linéaire (resp~ unitaire, 

sont des opérateurs linéai-

On dit souvent représ e ntation avec le sens de représentation 

linéaire~ 

Cette terminologie perm e t d'énoncer 1~ théor~me : 

R étant une racine de l'espace E , X un point de E , il 

existe une représentatiR~ H du groupe des germes de glissements 

(en X ) sur .le groupe structural de R (en X ) , définie par 

H(germe v (A)) = R(A)(X) 
1\. 

pour tout glissement A conservant X • 

Il résulte en effet de (13~3) qu'il existe un opérateur H vé­

rifiant (13~5 ~ ); il est clair que son domaine de valeurs est 

le groupe structural~ 

H est -bi e n une représent a tion,parceque 

H(germe(A) x germe(B)) = H (germe(A~B)) 

= R(A~B)(X) 

= R(A)(X) . R(B)(X) 

= H( germe(A)) . H( ger :ne ( B)) 

Réciproque de (13~ 5 ): 

Si E est un univers, x un point de E 

du groupe des germes de glissement en x 
R telle que 

(définitionlO~ll) 

(définition 1 3 ~5) 

( Il lLLb) 

H une représentation 

il existe une racine 

~ H(germeX(A)) = R( A)(X) pour tout glissem e nt A conser-

vant X R est unique,à un isomorphisme près. 

a) Unicité de la variance si deux racines R et R' vérifient 

(13~6 ~) R(A)(X) = R'(A)(X) pour tout glissement A conser-

vant X R et R' sont donc i s omorphes (th~ 12.6)~ 
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b) (Pz') . Existence ~ Consid é rons l e s c ou ples , où est un glis-

semant défini en X , ct Z un point de la fibre de la représen­

tation H ~ Définissons la relation - en posant 

( 
A /1.. 1 ) 

Z' l A ( X ) =A 1 ( X ) 

. Z' = H(gcrme( A 1 -l~ A) ) (Z) 1 
J 

z 

? 6 cette relation ,...., est une équivalence ; 0 si le glissement 

Y étant un point de déf (B),on a donc le droit de poser 

S(B)(Y) (clas se (~) ' )=classe ( B~A ) 
z 

pour tout glisse men t A tel que A(X) = Y 

? 
0 S est une racin e de E ; sa fibre SY 

( A ) l'ens ombilie des cl asses des couples Z 

au point Y es t 

A étant un glisse-

ment tel que A(X) = Y 

z ét nnt un éléme nt de la _fibre de l a représ e ntation H , posons 
lE 

(Z) = classe ( ) ; il est immédiat que ~ est un opéra-
Z 

t 8 ur ré gulicr , qui appli q u o la fibre de H dnns la fibre SX ; 

en f a it, v al(H) est égal ~ SX , p a rceque si le glissement A 

conserv e X 

( 
A } ( lE ) ,...., 

\1-l(g e rme( A))(Z) z 

e t par suite 

( 
A .) ( H (g e rme(A))(z)) classe = () 

z 
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Si donc l'on pose F (Y) = ls pour Yfo x 
' et F (x.) = 0 

y 

l'opér a teur F(x)- 1 
est défi n i po ur tout x sur la fibre 

SX , l'opé rat eu r R 

R(B) (Y) ~ F(B(Y))-l ~S(B) (Y)~ ' F(Y) 

est une racine (théorème 12~2); si A cons e rve X, on a donc 

R(A)(X)= 0-l~R(A)(X)~ 0 ,d'où R(A)(X)(Z)=[ C! -l~S( A)(X)] 

( c 1 asse ( ~ E)) 
= - -1 ( ( A ))\ '2 classe Z par définition de S 

= H(germe(A))(Z) ( formule 13~7) 

d'où R( A)(X) = ~(germe(A)) 

Défin ition : 

On appelle r a noyau de la racin e R au point X de l'espace 

E ,l'ensemble des gliss em &nts A tels que 

A(X) =X , R(A)(X) = R(lE)(X) 

- Il e st cl nir que le noy au de R au point X est un recueil 

d'espace E , ct que l e s glissements con se rvant E en sont 

des automorphismes locaux ~ 

Théorème : 

Soit X un point de l'univers U 

ments cons er van t X • 

N un ensemble de glisse-

Les c o ndit ions (a) et (b) sont équivalentes 

a) Il eiiste une racine R telle que N soit le noyau de R 

en x . 
' 

b) Il existe un sous-groupe distingu é r du groupe des germes 

de glissements en X t el que 

A E N (:=::) germeX(A) ::: r 
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l o S upposons (a) • H étant l a r ep r ~s e ntation définie en (13:5) , 

il est c l a ir qu e R(A)(X) = R( lE)( X) 

H(germe( A)) = H(gcrme(lE)) , ou encore g e rm e ( A ) E noyau(H) 

ce n o y au r es t , on l e s a it , un so ·· s - gro upe distingué : 

2 0 s upposons (b) : on sa it qu 'il ex is te un hom o morp hi sme H 
0 

du 

( 13 :1 0) 

groupe 

n i que 

G 1 r 

G d e s germes a y 2n t r co mme noy au (ho momorp hi sme cano ­

G -> G 1 r ) ; une représentation fidele T du groupe 

(tra n slations à gaucre); H T :H: : es t donc une r ep résen ­
o 

tation du group e des germes ayant r comme noyau ; l a racine 

R qu e l u i fait correspondre le th é orème ( 13 : 6) vérif i e ( a) : 

Exempl es 

So it E un espa c e , 
? 

F un e ns emb l e ; 0 l'op é rat eu r R 

R( A ) (X) = l F quel que soi t l e g lissem ~ nt A défin i 

en X es t une racine , dont la fibr e est F en tout point . 

On l ' appe ller a racine trivi a le d e fibr e F ~ 

Il es t c l air qu e le noy a u en X de t oute ra c i ne t r iviale est 

l ' ensemble des gliss cm u nt s conservant X , d o nc que l e sous - gro u ­

p e r est confondu avec le gr oupe G (not a t ion s de 13 : 9 ) : 

Inv erse me nt 

? 
0 Po u r qu e l e noy~ d ' u n e racin e R de l'univers U au point 

( 13 : 11) X soit l ' ensemble des gl is sements c onservant X , il faut et 

il suffit que R soit isomor p hè à une ra cine trivia l e : 

- Une r ac i n e tri vi a l e a donc l e plus grand no yau pos sibl e en un 

po i nt · X ; De même , le théorème (1 3 : 9 ) mon tr e qu'il e xiste , su r 

un univers U , une racine R ayan t l e p l us petit noyau possible , 

c ' est - à - d ire t e lle que 

[A c onse rve X, R( A) ( X) identiqu~ = [g e rmeX ( A )~g e rmeX(lE) J 
On peut e n construi r e un autre exe mpl e su r un e s pace E quelcon ­

que! 
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Soit en eff e t A un glissem e nt de l'espace E. , x un point 

de déf(A) ; F
1 

et F2 deux opérat e urs à valeurs dans 

ayant m~me cogerme en X • 
E 1 

1 

? 
0 A:F

1 
et A:F

2 
ont m~me cogerme en A(X) on pout donc défi-

nir un opérat eur R par 

R(A)(X)(coger meX(F)) = cogermeA( X)(A:F) 

pour tout opérateur F à valeurs dans E: 

? 
0 R est une racine si R( A)(X) est un opérateur identique, 

il vi e nt, en pren 2nt F = lE 

d'o~, A et lE étant des ho méomorp h ism e s locaux, 

germeX(A) = germeX(lE) R poss è de bien le plus petit noy a u. 

Théorème 

Soi e nt 

E . 
10) Les 

( a ) 

R et . S deux racines d'un esp a ce E X un point de 

deux c ond itions suivant e s sont équivalentes 

noyauX(R) c noyaux(S) 

il existe un e re présentation H du groupe structural 

en X sur le gr oup e s t ructur a l de S en X t e lle que , 

(13:14) pour tout glisseme n t A c onservant X 

( b) 

de R 

~ S( A)( X) = H(R( A)( X)) 

2°) Si E es t un univ er s,l a condition ( a ) ou (b) est indép e n­

d ante du point X ; on l'ex pr imera en disant qu e S est subor­

donnée à R • 

En effet 

-0 (b) => 
-Supp osoas 

(a) 

(a) vérifiée; soient c t 

tations du group e des germ e s tell e s que 

' 1 • 

R ( ~ ) ( X ) = H ~ ( g ~ r me y ( A )) 

(théorème 13:5) 

les deux représen-

....__ ______________________ ------
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La c c hdit ion ( ri ) exp ri me que le noyau de H
1 

est contenu 

d ans l e noyau de H2 ; p ar suite 

[ Z
-1 X Z 1 E 

il existe donc un o pcira t our H , défini su r val(H
1

) , tel 

? 
0 H est un homomor phisme ,don c une r epr~ -

sentat ion du g r ou pe struc t ura l de R sur l e g r oupe structural 

de S ; l ' ~ga li té H2 = H ~ H 1 exprime bi e n (1 3 ~1 4 ~ )~ 

Suppoiani que E s oi t un u ni v er s , que ( a) soi t v ~ fifiée,et 

qu e l e glissemen t A 1 appa rtie nne au noyau de R au point X 1 ~ 

Il ex i ste un glisse men t B tel que B(X) = X1 on tr ou v e 

R ( B - 1 ~ A 1 ~ B) ( X) =R ( B -l ) ( X 1 ) ~ R ( A 1 ) (X ' ) ~ R ( B) (X) 

=R ( B- 1 ) ( X 1 ) ~ R ( 1 E ) ( X 1 ) ~ R ( B ) ( X ) ;=R ( B- l ~ B ) ( X ) -1 . 1 . donc B . /'1 . B 

app a rti ent au noy a u d e R en X , don c a u s si au noyau de S 

en dévelop pa nt S(B- 1 : A1 ~ B)(X)=S(lE)(X) , il vient de m~me 

S( A 1 )( X1)=S (lE)(Xl) ; ains i, tou t élémen t A. 1 du no yau de R en 

X' appar ti en t au noyclU de S en X1 ; l a condit :~ on ( b) e st 

v é rifi ée en X' 

App lic ation 

même noyau e n X 

supposons quG deux rac ines R e t S ai en t 

alors al l es sont subordonnées l' une à l' autre . 

l a représentat i o n H (1 3 ~1 4 ~ ) es t fid~le, l e s g r ou p e s s tr u c­

tura ux de R e t S sont i s om orphe s (comme gr ou pes abstraits ); 

ceci sera r éalisé à fortiori s 'i ls s on t iso nH~"h es c omme groupes 

d ' opé r a teurs , c ' as t - à-dire si R e t S s ont i ~om~rphe s (th :l 2 ~ 6 ) 

On v o it ~ one qu ' o n a obt enu une cl a ssif ication des racines 

d ' un univ2 rs U : l es r a ci n e s o n t une pc r ti t i on par va r i ances ; 

1 es v ar i a n c es ont un c; pa r t it .i. o n pa r no y au x ; l e s no y au x 

correspond en t b i un ivoq uem e nt au x sous - qr oupe s di s~i n gu é s du 

g r oupe des germa s d e gliss emen t s on un point ( th ~l 3 ~ 9) : 
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- Les racin ;; s trivio.les sont s ubordo nn ées à toutes l e s autres 

(puis que leur noy a u est l e plus petit) ; de m~me,t~ u te racine 

est subordonnée à. la racine des . cogerm e s,défi n ie en (13;13): 

- Exemples : 

Considérons, dans l'esp a ce Rn,une str ucture d'univ e rs admet ­

tant la topologi e usu e lle,et telle q ue t ou s les glisse me nts 

vérifient localem e nt la c o nd ition de Lipschitz (c'est le cas 

par exemple d e l a structure _di ffér ontiable) : 

r étant u n nombre ~ 0 , ap pelons N 
r 

l'ensemble des glisse-

ments A conservant 0 et vérifiant la conàition 

lim 
lxi- o 

A(X) - X 1 

1 X 1 r 
= 0 

Il est clair qu e cette c ondition ne f a it int e rv e nir que le 
? 

g e rme de k au point 0 ; 0 les g e rmes d'éléments de A f o r-

ment un sous -gr oupe d isti ng ué du gro u p e des germes ; par suite 

N 
r 

est le noyau d'une racine R , qu e l'on pe ut construire par 
r 

le procédé de la démonstration (13:9): 

Une racine quelconque d e cet un i vers sera dit e d 'ordr e fini 

si elle est subordonn~e à l'une _des Rr; on appellera ordre 

de la racine S la born e inféri e ure d e s r telle que S 

soit subord onnée à Rr (donc que Nr c noyau
0

(s) ); (Il est 

cl air que r < r' => N 
r > N r r 

) ; 

- On peut vérifier que l 0 s racin e s trivi a les sont d'ordre 0 

que la racine do d~riva t ion D {11:3) est d' o rdre l ; que si 

les éléments du recueil sont infinimènt : différ e ntiables , l'ordre 

d'une racine R est un nombre en ti ur p (s 1 il . est fini)~ 

R(A)(X) s'exprime alors avec l e s dérivées de A au point X 

jus qu'à l' ordre p ; qu e si l e s éléme nt s du recu e il sdnt loca­

lem e nt affines (dépla c em 2nts,transformations de Lor e ntz ,etc), 

toutes l e s racin 0 s sont d'ordr e 0 (si ell e s s o nt is omorphes 

à une racine triviale) ou l (d ans le cas contraire): 

1 
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§ 14 : Champs • 

Soit R une r ac ine de l'espace E ~ 

On appellera R~champ to u t opérateur f , défini dans un ou ­

vert de E , tel que 

[X E déf(f)] ~ [ f(X) ~ fibre de R au poi ·nt X J 

- Un champ sera dit global (sur E) si son ensemble de défini­

tion est E tout entier~ 

Z= f(X) 
0·· .· ......... • .. · .. ·Q z•~ R(A)(X)(Z) 

1 1 ' ------i-, -·--~ 
\--··-- 1 r---------+1 ( 
1 1 

:---------·-------!. 
~ 

X' =A (X) 

Soit f un R-champ , A un glissement de E ~ 

L'image par A de l'ouvert U = déf(f) e s t un ouvert 
-1 . 

Ç~ .r ; quel que soit X' dans n 1 , X = A (X 1 ) appartient 

à déf(f) ; Z = f(X) appartient donc à la fibre au point X ; 

Z 1 = R(A)(X)(Z) e st un · élément de : la f ibre au point X' 

(th~ ll~2~b)~ D'où l'énoncé 

Soit f un R-champ ; A 

f par A , et o~ notera 

un glissement~ On appellera imaqe de 
R A (f),l'o péra teur tel que 

AR(f)( A(X)) =: R(A)(X) (f(X)) 

AR(f) est un R-champ,dont l'e nsemb le de 'déf:ln it io n est 

l'im a ge par A de déf(f)~ 

Remplaçons da n s (14~3) A p a r A~B il vient 
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[ A ~ B ]R ( f )'( [A ~ B ] (X) ) ~ R ( A ~ B) (X) ( f (X) ) 

= R( A)(B(X))(R(B)(X)(f(X)) ) (axiome 11 ~Lb des 

= R(A)(B( X))(BR(f)(B(X)) ) (formule 14 ~3) 

= A~{BR(f))(A(B(X)) ) (formule 14~3) 

= [AR~BR] (f)([A~B](X) ) 

comme il ést clair que déf([AR~BR](f) ) = val(A~B~ldéf(f)) 

= déf([A~B]R (f) ), il · vient: 

racines ) 

Quelle que soit la racine R , les glissem e nts A et B,on a: 

Soit Q un ouvert ; X un point de Q n déf(f) ; comme 

R(l 
0 

)(X) est l'opérateur identique sur la fibre de R en 

X (~h~ll~2~a),la formule (14~3) do nne 

d 1 où la formule : 

si q est un ouv e rt,et si f est un R -c hamp~ 

Remarques La formule (1 4 ~4) montre qu e la correspondance 

A -+ AR est une sorte d 1 11 homomorphisme de recueil 11 ; m:~is l e s 

opérateurs AR ne sont pas réguliers en général (parceque si 

E 

et 

est 

comporte au moins d e ux ouverts non vides d isjoints Q 

Q' , tous les cham p s f dont lJensemble de définition 

~ { t sont transformés par [ 1 0 ] R en le champ impuiss a nt~ 
b, 

- La formule (1 4 ~4) permettra aussi,si aucune confusi on n'est 

à craindre,d'écrire A(f) au lieu de AR(f),c'est-à-d ire de 

prolonger canoniquem e nt l e s glisse ma nts l t ou s les champs~ 

-De la définition (14~3) résulte é videmment la formule éq u i­

valente 
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Si l a raci ne R es t triviale, 

Définiti on 

Une famille 0 de R-champs e st dite invari a nte si 

[ f E 0 , A = glissem e nt] => [ AR(f) E C:.9 ] 

Exemple : dans la p lupar t d es théories physi q u e s,l e s solutions 

des 11 équations de ch a mp" son t des famill e s invariantes~ 

Remarques : 

Si f apparti e nt à une famille invari:Jnte 0 ,to u tes ·les 

r e strictions de f à des ouverts a ppartiBnnent aussi à 0 

(cf~l4~5)~ 

\]_! étant 

0des .AR(f) 

une famille quelcon q ue de 

( A = gliss e men t, f E 

? 
R-champs , 0 l'ensemble 

) est une famille inva-

riante ; il est cl a ir que c' e st la plus ~etit~ famille invari-

ante co n tenant \'1 
.L 

- En pa rtic u li e r, f ét a nt un R- ch am p , l a pl u s petite famille 

invariante c ontenant f se compos e de l'ense mble des AR(f) ~ 

Théorème 

définiti on 

Soit f un R-cbamp~ On d ir a qu e le glis s em e nt A invarie 

le champ f si 

déf( A) c déf(f) , val( A) c d é f(f) ~ . AR(f) < f 

Les glissements qui invari en t f for me nt un r e cueil , dont l'es­

pace est déf(f) ~ 

Soit E l'e n semble de s gliss em on ts qu i i nv a ri e nt f 

- Si A et B apparti ennent à E , on a 

donc A ~B E E 

- Si A E E , i l est cl a ir q ~e 

déf([ A-l]R(f)) = v a l( A-l·:idGf(f)) = v a l( A- 1 ) = déf(A) 

On a d ' a u tr e part f~ldéf( A )= [ld é f( A )] . R(f)=[ A - 1 ~ A JR(f) 

=[A- 1 t( AR(f)) < [A-l]R(f) , q ui c omp a ré à c e qui précède , 
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f~ldéf( A ) < f , d 1 oÙ A-l E E 

- Suppos o ns que l es A. . E E, et que 
J 

sup(A.) . J 
soit r ég:ulier; 

alors sup(A.) es t un glissem e nt A , et l'on peut é crire 
J 

A . = l 
J 

. :A ' 
J 

u ( Q . ) = val( A) ~ Les r e l a ti ons 
j J 

s'écrivent [1 f~AR(f) = o. AR(f):l .. ) '( f ; p a r suite la borne 
"' J 

, _ j 

sup é rieur e dos AR(f)~l 0 
~- j 

est < f or elle s ' é c rit 

AR (f):~val( A ) = [lval( A)]R: AR(f) = AR (f) ; donc A E E • 

Ainsi E vérifie bien l es axi omes (2:1 0 ) des recuc ils;son 

espace est visibl eme nt déf(f) , puis q ue E E : 

- Si l'ense mb le des glissem e nts qui invari c nt f est transitif 
sur déf(f), .-- on dira que le c ham p f est hom ogène: 

Considérons par exemple un univers -gr oupe G ; une racine R 

de G ~On sait qu e l'on peut,par un isomor ph isme,su ppos er que 

la fibre H de R est l a m~me e n. tout poi nt,et que 

R(A )( X) = lH si A est une tran slation ~ gauche d u g r ou pe 

(th~l2:5)~ 

~ Un R-ch a mp f d é fini sur G est di t i n v a riarit ~ ga u che 

sur le g roupe sl · tout~s les translations ~g a uc h e 1 1 invarient; 

1 e con di ti on AR ( f ) = f s 1 é cri t a 1 o.r s , pu i s que - R (-A ) ( X ) = l H , 

f(X) = Cte (formule l4~ 3 ,en remarqu a nt que les t r anslat io ns ~ 

gauche so n t transitives sur G): 

Ainsi : 

Si R est une racine de l'univers-gr oupe G , et si Z · e s t 

un élément d e la fibre de R en l'élément ne utre e , il 

e x i s t e un s eu 1 .R- c h a rn p f , i n v a r i a n t ~ g au c h e , e t te l que 

f(e) = Z : 

-~ - On peut aus si 

(1 4 :11) . R( A)(X)= lH ; 0 
tr ouve r c e ré s u lta·t sant supposer la co ndit i on 

l e champ invari a nt ~ ga u che est do nné p ar 
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f(X) = R( T( X)) ( e)(Z) , T( X) ét a nt l a tr ans l a ti o n à gau che 
associée à X ~ 

- Soi t R u ne r a cine de l'espace E 

f et g deux R -c hamps~ 

X un p o int de E 

Si f et g ont m~ m e g e rme en X , il existe un o uvert Q 

conte n ant X , tel que 

f ~ 1 0 

Quel que soit le glis s eme n t A 

ouvert :: } 1 conter.ant A(X) , tel 

on a donc 
1 t 

d é fini 

que 1 

1 • 

en x il existe un 

1 . A = A ~l 
Q ,·? 

AR(f) :l Q 1 =[1 Ç; 1 JR ~ A R ( f) = [1 ,, 1 ~ A f(f)=[ A ~l 
Q 

t ( f ) =AR ( f : 1 ) ' 
~{ Q 

d e m~me 
n 

1= 

ont m~me germe au 

point A(X)~ On peut donc définir un opérateur S par la 

rel a tion 

Soit R un e 

(14~12) (où 

? 
0 l'opé rat eu r S r a cin e 

A désigne u n glissem e nt, X 

et f un R-ch amp ) est u ne racine ; on 

des germes de R - ch~~~ ~ 

défini par l a for mule 

un point de déf( A) 

l' a pp e ll e ra racine 

- On peut tr ouver des c a s où la rac i ne S n ' est p a s isomor -

phe à R , e t n ' a p a~ l e m~me noyau e n f o i t ,c' es t l a racine 

R q ui e st subordo nnée à la raci ne S ; on l e vérifie aisément , 

moyenn an t l ' a xi ome du choix ~ 

- Un cas p - rtic u li e r impoit a nt e s t c e l u i o ù l' e s p ace E ne 

comporte que d e ux ou v e rts ( E et ~ ); l e s c ha mps s o nt s ~ it 

glob a ux , s o it imp ui ss a r.ts ; deux ch ~mps qui ont m~me germe e n u n 

point X cornci d e n t ; on peut d on c id en ttfi e i l e s germes de 

c ha mp s aux cham ps~ 
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Pour qu'il n'y ait que '·dêux ouverts,il faut et il suffit que 

les glissements non impuissants forment un groupe de permuta­

tions de E ~ B 1 o~ 1 1 ~nonc~ 

Soit E un en$emble,muni de la structure d'espace définie 

par un groupe G de permutations~ 

R étant une racin e de E , on d~finit une racine S en posant 

pour tout A E G , tout X E E , et tout R-chùmp f • 

Il est clair dans ce cas que S(A)(X) ne d~pend pas de X , 

et que toutes · les fibres d~ S sont ~gal e s: 

§ 15 _ : Construction$ de racines • 

····· -- ··· 

Rappelons d'abord l e s proc~d~s de construction . déjà rencontrés: 

Les racines triviales (13:ù))" -;·· 

Les racines t~omorphes à une racine donnée (12:2); le th~o­

rème (12:5) eh donne un cas particulier important (univers­

groupes) . 

- Les racines d~d ~ ites (sur un univers) d'une représentation 

du groupe des germes de = glissements ~n un point (13:6); on sait 

que toutes les racines d'un . univers s'obtiennent par ce procéd~, 

à un isomorphisme ~rès (cf:l3:5) 

co mme cas particulier,l e s représentations d u groupe structu­

ral d'une .racine R en un point X de l'univers E définiront 

(à un isomorphisme près) toutes les raci r:c s subordonnéo_ê_ à R 

(13:14): 

- N'ous av.o:ns vu que L .. s .f.Q.9.2.Y'~~~~-a.tGurs à valeur dans un 

espace E définissent une racine (13:13),à laquelle toutes les 

autres sont subordonn~es: 

- A toute racine R correspond l a raci ne des germes de R-champs 

(14:13) ' à la q u e lle R, est subordonn 6_e: 
. ····- .. 

Nous a 11 o ns maintenant donner d'autres constructio:n.s de racines. 
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Chanqem e nt de rec ue il~ 

Soit E · un es p ace; G l e recueil d e ses glissements 

un recueil c ontenu d a ns E 
G' 

Il est cl a ir que l ' espace de G• est ~ne partie ouverte E' 

de E ~ 

Soit R une racine de l'espace E appelo n s R' l a r e striction 
de R à G' ; ce qui si gn ifie 

R'( A)(X) = R( A)( X) pourvu que A _ G 1 

Il e st clair que R' v~rifie les axiomes (11:1) des racines; 

donc: 

R étant une racine de l ' espace E , G' un recueil de glissement s 

de E la restrict io n R1 de R à G1 , définie par (15:1) 

est une racine de l'esp a ce E' de G '~ 

Il est cl a ir que si X E E' (donc XE E ) , la fibre de R' e n 

X est la m~me que l a fibre de R que le groupe structural 

d e R 1 ( e n s e rn b 1 e d e s R ( A ) ( X ) pour 1 e s •. t. tc 1 s que A e R 1 

A(X) =X ) est un sous -gr oupe du gr oup e structural de R ; que 

tout R'-champ f est aussi un R-ch amp~ 

Deux racin e s R et S de E di s ti nctes,peuv e nt avoir 

évidemment la m6me restriction à E' , ou simpl em u nt devenir 

· isomorph e s alors qu'ell e s ne l'étaient pas ( a insi, l e s vecteurs 

e t c ove c t qifùs d e R 
3 

, 1 o r s q u ' on s c 1 i m i te a u s o u s -r e c u e i 1 de s 

déplace ment s euclidiens); leurs r e strictions peuvent avoir 

même noyau, sans que R et S l'aient ( a insi ,les ~~exions 

de l'univers de la Relativité Gén é rale devi en nent, en Relativi­

té Restr ein te,d es tens~~r~ ; or l e s c onne xions correspondent 

à des racines d'ordre 2 , les t e ns e urs à des racines d'ordre 1 

(voir la fin du§ 13) )~ Ainti ,l a r e striction du recueil pe ut 

faire confluer d e s vari a nces ou des noyaux; il n'y a donc pas 

~nicité pou r 1~ probl~ me du pr olo ng~men t des r ac i nes par aug­

me nt a tion du recueil: 

- Cepend an t un cas p a rticuli e r im port a nt prés e nte mo i n s de sin-

gularit és ; c'est cel u i où E' o st u n sous-espace ou v e rt de E, 

c 1 esi-à -dire o ù le ~~ 6u e il G' est con s tit ué par les 

(th~4~3) ~ Il n'y a évidemment plus de con-
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fluence de variances ou de noyaux: De plus on a le théorème : 

Soit E1 un sous-univers ouvert,Qon vide, de l'univers E . , 
R 1 une racine de E 1 

Il existe alors une racine R d e E , don t la restriction ~ 

E 1 corncid e avec R 1 ; el le est unique,à un isornor p hisoe ' p~ès • 

- On peut d éd ~ ire ce rés u ltat d es t hé or ~ mes de représ entation~; 

X étant un point de E 1 , A un gliss e m ~ nt de E 1 conservant 

X, on peut définir une représ enta tion H du groupe des germes 

en posant H(germeX( A)) = R'( A)(X) ; or l e s glissements de E 

ou de E 1 qui conservent X ont m~mes germes ; on a donc 

défini une représentation du gr oupe des ge rmes de E ; il lui 

corres pond (th~l3~6) une racine 

est isomorphe ~ R r ~ 

R
1 

de E , dont la restri~ti o n 
? 
0 On peut alors construire une 

racine R de E , isomorphe ~ R1 , et dont l a restriction à 

E 1 cofncide a vec R ~ 

Application : Considérons un univers V , local e mGnt isomorphe 

~un univers-type U (Cf~ § 9)~ On séit construire (en supposant 

U et V disjoints) une structure d 'univers sur W = U u V , 

de sorte que U et V en soient des sous-univers ouv2rts ; 

Ainsi,toute racin e R, défi n ie sur U ou sur V, peut se pro­

longer à W (ce prolong e me n t n'est can on iqu e qu ' à un isomorphis­

me près, et seul e me n t dans l e _ cas o~ la structure locale est 

parfaite (th~8~5))~ 

Alors l'opérateur R( A)(X) est défini (pour Xe déf( A)}, 

si A est un glissem e nt de l'un i vers V , un glisseme nt de 

l'univers U (changeur d~ carte nota mmen t),une carte ou une 

cocarte (inv e rse de carte); 

Choisissons en particulier un po ~ nt X de l 'u nivers -type U; 
0 

appelons fibre-type la fibre de R en X ; qu e l que so{t le 
0 

point Y de V , il existe une cocarte A telle 0 ue 

A(X ) =Y; l'opérateur R(A)(X ) s e ra une application régulière 
0 0 

de la fibre-type sur la fibre en Y, qu ' on app ellera repère en Y • 
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w @ 
déf(A) va 1 (/,) 

v 

v 

- Si f est un R-cha mp déf ini d a Ds u ne pa rtie de V, et B 

une carte,l'image par B du champ f sera un · R-champ défini 
R . 

dans une partie d e U; elle se no t e évidemment B (f)~ Il est 

clair que tout R-ch am p 

déterminé par los champs 

d'un atlas (~ 9)~ 

- Sous-racines~ 

Définition , théorème 

f défini dans 

F .R (f),lcs F. 
J J 

V est entièrement 

étant l e s c a rtes 

Soie nt R et S de ux racines de l'es pa ce E 

leurs fibres en un point X ~ 

-O n dira que S est une sous -rnci ne de R si ,po ur tout 

glissement A et pour tout X dans déf( A): 

S(A) (X) < R( A)(X) 

- Dans ce cas, SX est une pa rtie de RX ; 

par le gr oup e structural de R en X ~ 

? 
0 SX est invarian te 

- Soit inversement R un e rac in e de l'unive rs E ; X un point 

de E ; F une partie d e l a fibre RX non vide et invari an te 
? 

..PJU' le gro~e __ struc tur a l en X ; 0 il existe alors 

une seule sous-racin~ S tell e que SX = F : 

Cet énoncé entrafne évidemment le suiv a nt 
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- Une racine ser 2 dite irréductible si elle n 1 adme~as d'autre 

sous-racine qu ' elle m6me : 

-Pour qu 'une racine d ' un uni v e rs E s oi t irréd&ctible ,il faut 

et il suffit qu ' en un (resp~tou t ) point X de E , le groupe 

structural soit t r an sitif sur l a fibre: 

Soit R une r acine de l ' uni v er s E ; z un point d e la fibre 
0 

de R en x 
0 

- Il existe une se u le sous - racine irr éductib le R' de R , telle 

que 
z E R ' 0 x 

0 

dira que R' est la sous-r acin e irréductib le enge ndrée par 

c ouple ( x 
0 ' 

z ) ~ 
0 

- Quel que soit x d ans E , la fibte R ' est l ' ensemb l e des x 
R(A)(X }(z ) A 

0 0 
p &r co ur::lr, t 1 ' ensemble des glissem:: nts t e ls 

que A( X ) = X • 
0 

On voit ·qonc que sur un univer s,les sous -r acir, e s irréd u cti-

ble s d'une racine R correspondent aux classes de transitivité 

du groupe structura l en un .point ~ 

- Soit R une racine irréductible si on réduit le recueil des 

gliss ements , on diminue a~ssi l e groupe struct ural de R en 

un point; p a r suite ,l e nombre d e classes de tra nsiti vi té sur la 

fibre augmente ; _une racine irréd uc-t;.i_l2_~ç_J2..CJ.Jt cesser de l ' ~t r e 

lorsqu 1 on qimi..!2:::!..Q__le r e_c_u_ç~i 1 ~ 

- I 1 . e s t c l a i r q ue s i 1-:: g l i s s e r;w n t . A conserve X , et si S 

est une sous-racine de R , la correspondance 

s(A )( x) = R(;\ )( x):l 5 x 
est un homomorphisme de R( A)( X) 

(d éf ~l 3 ~1 4 ) 

S (A)(X) ' a 

To ute sous -r acine s d' une r acine R 

à R .. 

donc que 

ë st sub o r donnée 

----------- -------------
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Exemples : 

I : Considérons la racine/ de dériva~ion D , définie sur 

Rn (1L3); on a 
, . ...dcLn 
nea1r~ ; on 

vu q ue son groupe struck ural est le groupe li-

sait que ce gro up e admet deux classes de transi-

tivité; il existe donc de ux sou~racines de D , qui soni irré ­

ductibles : celle dont la fibre se réduit k 0 ,qui est tri -

vi a le 

pour 

la racine D 1 définie par D 1 ( A)(X)(Z)=D( A)(X) Z 

z 1= 0 ~ 

II : Considérons une racine R de l'esp a ce E ; une _famille 

invari a nte 0 de R-champs (déf~l4:s)~ Désignons par TX 

l'ensemble des germes en " L\ d ' élémen t s de 0 

S o i t Z un é 1 é me n t d e T X : Z = ge r me X ( f ) , f E 0 S dé s i g nan t 

la racine des germes de R-c hamps . (l4:12),on a évidemment 

3(A)(X)(z) == S(A)(X)(germex(f))= germeA(X )( AR(f)) e TA(X) 

donc 

Soit R une racine de l'espace E 

de R-champs~ 

S la raci ne des germes 

A t oute famille inv ar i ante 0 de R-champs correspond une sous -

racine de S , obtenue par restriction de S(A)(X) aux germes 

en X d ' é léments de 0 

... 
III : Soit X un point de l'espace E GX l'ensemble des 

cogermes en X de glissemen ts de E Z un élément de GX 

Z = c ogermeX(B ), B =glissement de E • 

La défini tion (13:13) de la racine R des cogermes donne 

R(A)(X)(z) = R(A)(X)(cogermeX(B))=cogermeA( X )(A ~ B) E GA ( X) 

pour tout gliss e ment A défini en X ; donc : 

La ractne R des coger mes d'un espace E (13 ~1 3) a dmet une 

sous - racine S qu9 l'on obtient en restreignant R(A)(X) 

aux cogerm e s en X de glissem e nts de E ~ 

? 
0 La racine S est i rréductib le: 
? 

- 0 S adm e t en tou t point X de E le m~me noyau que R 

k savoir le plus petit de t ous ; toute r acine de l ' esp a ce E 
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est donc subordonnée à S , comme à R ~ 

Consid~rons mai n tenant une racine R q u e lconque d'un espace 

E ; une -:sous -ra cine S de R ~ 

Soit f un S-champ ; quel que so i t X da n s déf(f) , 

f(X) est un élément de SX , sone de RX ~ Si A est un glis­

sement de E , on a évidemment 

AS(f)(A(X)) = S(A)(X)(f(X)) = R( A)(X)(f(X)) = AR(f)(A(X)) 

d'où l'énoncé 

Si S est une sous-racine de la racine R , on a po ur tout 

gliss ement 

l'ensemble des S-champs est une famille invariante deR champs~ 

-Application : supposons qu'en u n point d'un univers u ' x 
0 

il existe un 6lément de la fibre d'une racine R , Z , 
0 

invariant par le groupe structu ral • Il existe alors (t h~l5 ~4) 

une sous-racine S de · R , adm e ttant 
? 

en X · 0 sa fibre en t out point 
0 ' 

seul point ,q u·'on peut appeler f(X)~ 

Z tout seul comme fi bre 
0 

X de E se réduit~ un 

Il est clair qu e to u t 

S-champ est une restriction de f ; parmi les R-champs , f 

a donc la propriété q u e ses rectriciions à des ouverts forment 

une famille invari a nte ; on peut aussi dire que tous les glis­

sements de U invariant f • 

3 Inversem e nt ,o n voit q u e si un R-ch amp f a l'un e de ces 

propriétés (on dira que f est un R-champ invariant), f(X ) 

est invariant par le groupe structural de R en X ~ 
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Juxtaposition~ 

Théorème , définition 

- Soient R. des racines d ' un m@me espace E , dont l e s fibres 
J 

en tout point X de E sont deux k deux disjointes ; désignons 

par RX la réunion de ces fibres~ 

Si l ' on pose , Z appartenant à RX 

R( A)(X)(Z) = R.(A)(X)(z) 
J 

l ' indice 

sens, 0 
à ce que le second membre ait un 

on définit ainsi ure r a cine 

RX , et qui admet les est R. 
J 

comme 

R , dont · la fibre e n X 

sous - racines . On dira que 

R est la juxt~tion des racines R. 
J 

? 
0 To u te racine est égale à la juxtapo s ition de ses sous-raci -

nes irréductibles~ 

- Remar 0 ue : si on se donne des racin e s 

pourra toujours constr u 1re des racines 

les fibres sont disjointes en to u t po i nt 

ple en posant 

R. 
J 

quelconques , on 

R ' . 
J 

isomorphes,do n t 

x de E ; par exem-

et ensuite constr u ire,cornme en (15 ~ 11) , la juxtaposition de s Rj ' ~ 

Produit direct : 

Con s id é rons d e ux racines R 
l 

et R
2 

d ' un es pa ce E ; i l est 

cl a ir que si z1 et z2 appartiènn~ nt à leurs fibres en x 

et .si le glissem~ nt A est défini en- X , R1 (A)(X)(z 1 ) et 

· R
2 

( 1~ ) (x) ( z
2

) app a rti en dro nt à le urs · fibres èn A(X) ; si l ' on 

pose 

= 

? 
0 on d é fi nit a i n si une r a cin e R dont la fibre en un point X 

est l e produit direct (ensemble des coup l e s) des racines de 

R
1 

et R2 ~ Plu s gén é ral eme nt : 
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Théorème , définition : 

•Soient ~- des racin e s .d'u n m~me espace E 
J 

R. la fibre 
Jx 

de R. au point X. 
J 

I l ex i ste alors une r a ci rte R , dont 1 a fibre en X cs t 1 e 

produit direct des , et qui est définie par 

[ R(A)(x)(z)]. 
J 

= R.( A)( X)(Z.) 
J J 

R s'appellera produit . direct (ou so mme d irecte) de s racines R .~ 
J 

Ne pas confohdre av e c l a juxtapo s ition des racines R. 
J 

(dont la fibre est la r~union des R . ) ~ 
Jx 

- Il est clair qu ' un R-champ définit un R.-ch amp pour chaque 
J 

valeur de j ~ 

Racines d'opérateurs • 

Théorème : 

Soient R et s deux racin e s d'un même espace E . , R x et 

SX leurs fibres en un point X ; désignons pa r TX l'ensemble 

des opérate urs qui appliqu e nt une partie de RX da n s SX • 

Supposons que F E T X, Y E dé f ( A ) ~ A 1 ors Z = · 'p'( Y) E S X ~ 

z Z r =S (;",) (X) ( Z) 

F 
F' 

y Y ' =R ( ;_ ) ( X ) ( Y ) 

1 , 

- ----------------------------------------------------------
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Effectuons le · glissem~nt A ; X devient X1 = A(X) ; y et z 

deviennent respectivement Y' = R( A)(X)(Y) et Z'=S( A)(X)(Z) 

l'opérateur F 1 qui fait passer de Y' à zr , et que nous 

pouvons appeler T(A)(X)(F) , est donc défini par 

T(A)(X)(F)(R(A)(X)(Y)) = S(A)(X)(F(Y)) 

ou encore par 

T( A ) (X) ( F) = S(A)(X) . F . R( A)(X)-l 

? 
0 L'opérat e ur T ainsi défini est une racine d 1 où l'énoncé : 

- RX ct SX désignant les fibres de deux racines R et · ~ 

d'un espace E en un point X , si l'on appelle TX l'ensem-

ble des opér~teurs qui appliquent une partie de RX dans SX' 

il existe une racine T , dont la fibre en X est TX , et qui 

est définie par (15~15) ~ 

On dira que T est la racine des opérateur~_._d..§.. .. _ R à S ~ 

- Il est clair que T admet beaucoup de so u s - r a cines : on en 

obtiendra en se restreign nnt aux éléments de " Tv 
1\ 

qui sont 

définis sur RX,ou bi e n dont le dom a in e de valeurs est TX , 

ou bien réguli u rs , etc~ 

-0 n pe u t b i e n e n te nd u pre n d re R = S ~ Un au t re c a s i rn pr-r t n n t 

est celui où l'on considère des op é rateurs F définis (resp~ 

prenant leu~s valeurs) dans un ~niembl~ f~xe H ; ceci revient 

à prendre R (resp~S) trivial~ 

La formule (15 15) devi e nt évidemm e nt 

..... . · 



(~5~17)1 

(15~18)t 

p. ' 61 . 

T( A)(X)(F):;: S(A)(X)~F 

resp. T( A)(X)(F) = F~ [R( A)(X)] -l 

(si R et S sont t ous de u x trivi au x, T l'est aussi)~ 

Exemple : soit S une r acine que lc onque de l' un ivers u . x 
' 0 

un point de 

ble H sur 

U ; F 0n op~r ~ teur r égu lier a pp liquan t u n ensem­
o 

la fi b re de S e n X ~ 
0 

Nous pouvons d~finir l a racine T d es appli ca tions de H dans 

la fibre SX par l a formule (15~17); étudions la sou s-racine 

irr~ductible U engendr~e pa r le couple (X , F )~ c 0 

On s a it (15~6) que l a fibre de U au po i n t X est l'ensembl e 

des op~rateurs T( A)(X )(F ) = S(A)(X )~F ,av ec A(X ) =X; 
0 0 0 0 0 

ces op ~ r atcurs , qui a pp liq uent l'ens emble H (fibre-type) s ur ­

la fibr e d e S a u poin t X , s'appe ll eron t rep ère s (au : point 

X)~ Nous en avons d ~jà c o nsid~r~ un c 9 s pa rtic u li e r (applica­

tions de 15~3)~ 

Il est cl a ir que l e gr o upe structural de S en X est l'en­

semble des P~Q-l , P et Q ~tant de ux repères en X ; que 

le transm u té par l'inve rse d ' un repère e n X du group e struc­

tural en X e st un groupe de permutations de l' en s emble H 

qui n e d épen d pa s d u p o i nt X , ni du c hoix du r epè re,mai s 

se u le men t de F 
0 

-En a pp l iquant pl usieu rs f~i s la c onst r uct ion (l 5 ~1 6 ),b u ~ien 

en la c ombin an t a vec le produit dire ct de p l us i eurs r aci n e s,on 

pe ut ~ vid emme nt définir les racines d'op é rat eu rs multi pl e s, ou 

d' a p plic a t ions de prod u i t s directs de fibre s d an s une fibre 

etc~ 

Homomorphismes de racines ~ 

D~f in itio n 

Soi en t R et S de ux raci nes d 1 u~ esp a ce E ~ On ap pellera 

(15~19) homomorphi~me de R à S t ou t ch a mp i nvari an t d'o pé rateurs 

de R à S 

---------- -------- --- -
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On a vu q ue la raci ne T de~ opé rateurs de R ~ S a pour 

fibre en un point X l'e n s e mble TX des op é r a t e urs 8 

a pp l iqu a n t une pa rtie d e l a fibre RX sur une pa rtie d e la 

fibre SX , et que 1 1 o n a ,po u r t ou t glisse ment A : 

1( A)( X)( 9 ) = S( A )( X )~ a ~R( A )(X)-l 

Si f e st un T-champ,on a d on c 

AT(f)( A(X))=T( A)(x)(f(X))=S( A)(X) • f(X) ~ [R( A)(X)] -l 

f e s t invariant , si AT(f)( A(X))=f( A(X)),soit d 1 apr~s (15~20) 

f( A(X)) ~ R( A)(X) = S( A)(X) ~ f(X) 

d'où l'é noncé . (suite de 15~19) 

Les ho momor phis mes de R ~ S sont le s op é r a teurs f , d é fi­

nis sur E , tels que 

a) po u r t out X , f( X) est une ap p licat i on d 1 u ne · partie de 

(15~22) la fi bre RX ~yr une partie de l a fibre SX ; 

(15~23) 

(15~24) 

b) f vérifie (15~21 ) quel que soi t l e gli s seme nt A et X 

dans déf( A) ~ 

Nous diro n s qu e f e st u n homomo rp h isme tot a l de R ~ S 

si pou r t ou t X , f(X) a ppli q ue t out RX sur tout SX 

? 
0 Tou t homo mor phisme d e R ~ s e st u r1 homom orphisme tata 1 

de R 1 ~ S' ' 
R 1 e t Sr étant l e s s ous-racin e s de R et 

s q u e l'o n obti e nt e n r édu isa n t l e s f i bre s e n x do R et 

s ~ d é f ( f (x)) et v a l(f(X)) res pe ctiveme nt .. 
Théor ~me 

Soi t R u ne raci ne de l'espace E ; f u n opé r a te ur d é fini 

sur E , tel que pou r tou t X , f(X) ~b it d~ fini s u r une pa r­

tie n on vi d e de l a .fibr e RX ~ 

Alors les c.onditi .o~ suiv a nte s so nt é q uiv a l en tes 
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(1) : quels que so ien t Z et z r dans déf(f(X)) , et le 

glissement A défini en X 

[ f(X)(Z)=f(X)(Z 1 )] => [ f ( A ( X ) ) ( R ( A ) ( X ) ( Z ) ) = f ( A ( X ) ) ( R ( A ) ( X ) ( Z 1 ) )] 

(2) : il existe une racine S telle que f so i t un hom omor­

phisme de R à S ~ 

0 (2) => (1); inversement , si (1) . est vérifiée, il e st clair 

qu'il existe pou r t out g l issem e nt A et pou r t ou t X dans 

dé~( A ),un opé~ateur H tel qu e 

f(A(X))(R( A(X)(Z)) = H (f(X)(Z)); H est défini sur val(f(X)); 

il est loisible de l'appeler S(A)(X) ,si bien que l'on a 

f( A (X))~R( A )(X) = S( A)(x): f(X) 

? 
0 S est une racin e d e E , dont la fibre en un point X 

est · val(f(X)); la formule (15:25),qui cotncide avec . (l5:21), 

montre que : f est un homomorphisme de R à S • 

Exemples: 

Suppos ons ~ue pour tou t X , f(X) s oi t régulier; la condi­

tion (1~ :24,(1)) e.st véiifiée; alors f(X) est un homomorphis -

me r égu li er et tot a l d'une sous-r a cine R' à une racine s . , 
f est donc un isomor ch isme de R 1 à s : . 
- Consid é r o ris l' espac e Rn , muni d e la structure différentia­

ble ; l a racine r des germes de ch amp s sur 

réelle: Si cp est un tel champ,o n s a it que 

(formul es 14:12 e t 4:7): 

Rn à valeur 

Soit z l e germe e n x d'un c hamp (1) défini et différentia-
1 

ble au poin t X ; il est clair q ue la d é riv é e 
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à Cp ( x ) [ à Q( X)' ô · cp( X) 0 2 ( X) 

J = 
0 x ô x+ à x2 à xn 

ne dépend que du germe de cp en x ' e t que l'on peu t donc 

poser 

f(X)(g ermeX ( cp )) 
à cp (x) 

à x 

Tout glissem e nt A ay an t un inv e rse 
-1 

A différenti a ble,la 

formule de dérivation des fonctions de fonctions mont r e que 

cp' m~me dériv é e x 
. -1 . -1 cp et ont en ' cp . f, e t cp r . A 

auront m~ me dérivée en A(X) ; on a donc 

[f(X)(Z)=f(X)(Z 1 )] => [f( A( X))(r( A )(X)(Z)) 

= f( A(X))(r( A)(X)(Z 1 ))] 

si 

c'est- ~ -d ire " l a con d ition (15~ 24 ,(1)); f est donc un ho momor -

phisme de la racine r à une r a ci ne D'é o n peut v é rifier 

que la fibre de D* en un po i nt X est le dual Rn ( ensem­

ble des li gn&s de n nombres),et q ue l'on a 

D* ( A)(X)(L) = L~ [D( A)(X)] -l 

D "d és i gnant l a r acine de dérivati on (11~ 3 )~ 

On p e ut vérifi e r que f(X) n ' est pas réguli e r; f est un ho-

momorphisme tatal d'une sous -ra cine 

mais ce o' es t pas un isomorphisme~ 

r 1 de r à la racine 

- Considér o ns une racine R quelc o nque , d 1 espace E .; une 

équi v alence rv x 
Supposons que 

[ Z rv 

x 
z 1 J 

d éfinie 

l'V vérifie 
x 

su r chaque fib r e Rx de R . 
l a condition 

en X 

D* 

Si l'on désigne par f ( X) ( Z) la cl as s e de Z suivant la rela­

tion "' , l a condition (1 5 ~ 30) p;end l a forme (15~24(1)); x 

' 
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f(X) est donc un homom or ph ism e (d'a i ll eu r s tot a l) de R ~ 

une r a ci ne S ; d 1 o~ l' énon c é : 

Une équivalence x , défini e sur l a fibre de l a r a cine R 

en un point X q uelconque ,s e ra dite inva r i a nte si elle v é rifie 

la condition (15~30) ; il existe a l ors une racine S , dite 

quotient de R par l' équival ence ~ , déf inie par 
/\. 

S ( f, ) ( X ) ( c 1 a s s e X ( Z ) ) = c 1 a s s e A ( X ) (R ( A ) ( X ) ( z ) ) 

Nou s avons d éf ini l e s homomorphismes co mme l es ch amps d 1 op~ra ­

teurs invariants; or l os ch amps invari a nts sur un univers X 

sont d éf inis par . l eu r valeur en un poin t, qu i e st astreinte 

~ la seule c ond ition d 1 ~tr e invarian te par le groupe structural; 

3 oh en dédu i t l ' énoncé 

Soit R une racine de l' uni v e rs U X un po int de U 

~ un opérat eur déf i n i s ur l a fibre de R e n X 

Les c ond itions ( 1) et (2) sont équivalentes 
,.. 

(K(Z)) 0 (K(Z')) 1 0 = 
( 1 ) [ 0 (z) = 0 (zr~ => 1 

., 
1 

1 1 

1 q ue l q u e soi t K d a ns l e gro up e structu-J 

l ral 
1 

J 

(2) Il existe une rac i ne s e t un homo morph is me t ota l f de 

R à s ,te ls que f(X) = () . 
- De plus,la vari an ce de l a racin e S ne d ép e nd q ue de R 

et . 
§ 16 : Structures invaria ntes ~ 

Consid é r ons une rac i ne R d'un espace E ; no us a ppe ller Gns 

structure inv ari an te une structure (structur e v e ctor i e ll e , 

t opolog igue , structu re d 1 espace,etc) ddfinie sur ch aque fi b r e 

de R , d e sorte que l es opé r a t eu rs R( A)(X) s o ient d e s is o­

mor phismes p ou r t out ~ l is s ement A • 
Il e st cl a ir que si l' on ch ois it un p oi nt x 

0 
de E , les 

élém onts du gr o upe structural en X , qu i sont l 0 s R · ( A).( X ) 
0 0 

--------
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pour tout g liss em 2nt A conservant X
0 

, sont des automorphis -

~ de ln structure de l a fibre ~ 

Il e st clair égalem e nt qu e , si E e~t un univers , la struc -

ture invariante est définie entière ment par la structur e de la 

fibre en xo _, si l' on admet que le fait que l'opérateur 

R( A)(X ) est un i somorphism e d~finit le tra n s port de structu­
o 

re de son ense mble de déf~niti o n à s o n ensemble de v a le urs ~ 

Inv erseme nt,soit R une ra cine de l' univers U ; supposo ns 

que l' on nit défini un e structure s ur l ~ fibre de R nu poin t 

X , tell e que le gr oupe structurel en X 
0 0 

soit composé d'au -

tomorph is mes ~ 

Quel qu e soit l e point x de u 
' 

il existe un glisse ment 

8 t el que B(X ) = x ; on peut transporter l a structure sur 
0 

la fibre en x en sup posa nt qu e l ' opéra teur R(B) ( X ) est un 
0 

isomorphisme; on vérifie immédiateme n t que cette structure ne 

dépend que du point X et de l a s tructure en X , mais pas du 
0 

ch oix de B ~ On vér ifié. égél l em e nt q u e la structure a i nsi défi -

nie ~s t inv a ri ante ~ 

En appliquant cette méthode 
? 
0 on arr iv e à l' én o n c é suivant : 

Soit R une racine de l ' uni vers U ; E l a fibre de R au 

point X ; su ppos ons qu e l' on n i t défini sur E une structure 
0 

d' espace (r e sp ~ d'es pn ce t o pologiqu e ,d'espace vectorie l) t e l que 

les élém e nt s d u gro upe structural soi e nt des a utomorphisme s 

(r esp ~ con t inus , lin éa ires) ; on peut alors ~rolonge r ca noniquement 

cette structure à t outes l e s fibres de R , en postu l a n t que 

les opé r at e urs R( A)(X) sont , pour t out glissement A , d~s 

isomor p h is me s (r esp ~ continus ,l inéaires)~ 

Exem p les : 

Nous a vo n s vu que sur l' e space numéfi qû é Rn muni de la 
' 

struct ure différ e n ti 3 b l e , l a fibre de dériv a tion D es t telle 

que D( A)(X) soit linéaire ; l a structure d ' esp a ce vectorielle 

de la fibre ( qui e st Rn en tout p o int X ) est donc inv a riante ; 

Supposons que 

univers d ' un univers 

mun i du recueil d iff é r e ntiable , 

Rn u V ( on dira alors que V 

soit sous -

es t une 
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vari~t~ différ en tiable de dimension n ); on ~eu t alors prolon­

ger ca noniquement l a raci ne D (th~ 5 ~ 3) 'à Rn u V ; la 

structure d'espac e vectori e l de l a fibre s e pro longe ~gaiemen t, 

d'après le th ~orème préc~dent ; c ' est pourquoi la fibre en X 

s 1 appelle espace vectoriel tangent au p o int X ~ 

Si F e st une coc a rte (gli ssem ~ ~t appliquant une partie de 

Rn dans V ) l' opérateur D(F)(X) es t un opé r ateu r linéaire 

(1 6 ~1), qui applique Rn sur la fibre au po int F(X); on peut 

donc le considérer comm e unebase de l ' espace vectoriel t angent 

en X ( qui a donc la dimension n ); on dit parfois que c ' est 

la base naturelle as s ociée à l a cocarte F ~ 

Consi dé r on s une racine triviale R de l'univers U ; la fi-

bre de R en un point X est un en semble E ind~ pen dant de 

X ; l es opérateurs R( A)(X) sont teus ~g a ux à l E ainsi 

t ou te structure de E es t ' invariante; 
~--~~-~~~~~~~~ 

-C onsidérons un uni v e rs -~~~ G ; le théorème (1 2 ; 5) montre 

que t oute racine R peut,par un isomor ph isme,être sup posée tri ­

vi a le pour le sous -r ecuei~ des tr a nslations à gauche; 

Suppos on s quo l' on définisse,sur les fibres de R , une struc­

ture invari ante; elle sera à fortiori inv a riante pour le sous ­

recueil des translat i ons à ga u che ; c ' est - à - dire que cette 

structure sera i r1dépendante du point X 

étant toutes égales) 

-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-

(les fibres de R 
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ESPAC ES FIBRE S 

(19 Décembre 1960) 

§ 17 Axiomatique d es espaces fibrés~ 

Nous considérerons dans ce paragraphe une équivalence ~ ,défin ie 

sur un ensemble E • 

X étant un point de E , nous appellerons fibre de X , et nous 

noterons X , la classe de X suivant ~ ; nous auro Gs donc: 

[ x ~ y J ~ ex == Y'J 
~ 

E' étant un e partie de E , nous noterons E 1 l 1 e n s. e rn b l e de s 

fibres des éléments de E ; on peut donc considérer la correspon-
rv rv 

danèe x~ X comme une application de E sur 1: ; : E s'appelle 

le quotient de . E par ~ 

T h éor~me ,d é finition 

- Nous dirons que l'opéiateur A est toléré par l'équivalence 

rv si déf(A) et val( A) sont des parties de E , et s'il exis­

te un opérateur A tel que : 

f déf(A) == ~) 

t - [X Edéf( A)] ~ ~ I'J 

[ A(X) =A "' (X) J 

- Pour qs l'opérateur A soit toléré par rv , il f au t et il 

suffit que 

<> [x, Y edéf(A) X "' Y J ~ - [A(X) ~ A(Y) ] 

"' - Si A est tolé±é,l'opérateur A est enti~rement défini par 

~ il vérifie aussi 
~ 

val(À) == val(A) 

Théor~me : 

A et B sont tolérés par ~ , A~ 8 est toléré,et 

"' "' ( A ~ 8 
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D~finition , th~or~me : 

(17 :4 )1 · 
Si 

N ou s d i r o n s qu e A est bi-tol~r~ s'il est régul(er,et si et A 

sont tolérés · ~ 
A est bi-toléré, A est régulier,et 

Il résulte évidemment de (17:3) et (17:4) que 

(17:5)1 Les opérateurs bi-tol é rés par une équivalence forment un prérecueil 

é3 

(17~9) 

l') 

Quelle que soit la partie E 1 de E , lE' est bi-toléré, et l'on a 

Théorème : 

[A toléré , B < A ] => [B toléré , B <A J 

Définition : 

Nous dirons qu'un opérateur A 

s'il est . tol é ré par ~ , et si 

Pour que A soit permis,il faut 

[: 
r y E déf(>\)1 E 

=> 
~ A (X) ~ y J .. 

( c o rn pa re r · a v e c 1 7 : 2 t (/) 

est permis pa r l'éq u ivalence ~ 

dé f (A ) · est une réunion de f i .b res : 

et il suffit que 
"'! 

déf(A) i 
1 

"' 
1 

A(Y) j 

0 Si A est permis 

(17~10) 

( 17 ~ 12 

[ X E dé f (A ) ] ~ [ X E d ~ f (Î( )] ~ 
,.....--..,__.. 

ex c dé f ( A ) J ~ c A ( x ) = A (x) J 

(comparer avec 17:2 * ) 
Théor~me 

~ ~ 

[A et B permis] => [ A ~B permis A:B =A B J 
(comparer avec 17~3) 

Théorème 

Si les A. 
J 

a) sup(A.) 
J 

b) 

c) 

~ 

les A. 
J --------sup(A.) 

J 

forment une famille compatible d 1 opér:ateurs permis,alor s 

est permis 

sont compatibles 

= sup(A . ) 
J 
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Nous dirons qu'un opérateur A 

et si A et A-l sont permis 

et (17~12) que 

est bi-permis s'il est régulier, 

~1 résulte évidemment de (17:11) 

1 

rv étant une 

p er rn i s p 0 u :r· rv 

équivalence de l'ensemble E, les opérateurs bi­

forment un recueil - d'espace E 

Soit E' une partie de E ; pour que lE' soit permis,il faut 

et il suffit que E 7 

(comparer avec 17:6) 

Définition : 

soit une réunion de fibres~ 

Nous dirons que l'équivalence rv e~t une fibration de l'espace 

E si tous les glissements de E sont permis pour rv 

Nous appel_lerons espace fibré tout espace sur lequel nous 

aurons choisi une fibration~ 

Théo:rème : 

Soit E un espace fibré 

rv sa fibration: 

R l e recueil de ses glissements; 

L'ensemble 

l'ensemble 

R des A ( A E R) est un prérecueil d 1 espace 
rv 

E , muni de la struçture d 'e space d'finie par 

s 1 a pp e 11 e ra ba s e d e 1 ' e s pa c e f i br é· E • · 

rv 

E 

R 

En effet,deux éléments quelconque A et B de R vérifient 
. /----< 

(17~11); c f{r 1 =[A- 1 ~ ER' (17:4); enfin 
l'V r...J ,-...__ _ .. 

A~B = A:B ER 

1E = c--çJ ER (17:6) 

Remarqu es 

-Il est clair que l es glissements,dont l'inverse est un glisse-

(17;17) ment,sont bi-permis; ils constituent donc un sous -recueil du re­

cueil des opérateurs permis pour la fibration: 

(17~18) -D ans un espace fibré,t ou t ouv e rt est une ré uÎl ion de fibres 

(th:l7:14): 

- Soit E un espace fibré ; A un gliss e ment de sa base; nous 

(17:19) appellerons relève me nt de A un glisseme nt B de E tel ~e 

B = A : 

Le théorème (17:15) montre que les glissem e n t s de E qui pos~ 
. <1 o-~ 

sèdent un relèv emen t form en t un prérecueil;O~ c ons truirlfll..s ~ 
~ un exemple de glissemen t qui ne possède pas de relèvement . 

(-Ex '§ 18) : 

-Si l'espace fibré E e st un univers,il est clair qB sa base 
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est un univers; la réciproque n'est pas ~raie (voir l 1 exempl'eJ:
1
§1<D 

- E étant un espace fibré,il sera souvent commode de consiqérer 

un isomorphisme F de la base E avec un espace E' ~ L 1 opé~ate ur 

çp (x) = F(xY 
s'appellera un homomorp hi sme de E sur E 1 ; on appeller a homo­

morphisme de E dans E' tout homomorphisme de E sur une 

partie E" de E 1 , munie d'un sous-recueil de celui de E' ~ 

Pour qu'une :application çp d'un espace E d ans un espace E' 

(17;21) soit un homomorphisme,il faut et -il suffit qu e : 

[A est un glissement de EJ ~ [il existe un glisse ment B de E 1 

tel que ~ ~A ·= B~ ~ ] 

En effet,si ~ est l'homomorphisme défin i en (17~20),la condition 

(11:21) est vérifiée en prenant B = F~l~F-l (th~ 11:10); 

inversem e nt,de la condition (11:21), on déduit que la relation ~ 

[X rv Y]~ [ ~(X) = ~ (Y)] est une fibration de E, et que 

l'opérat eur F,défini par F(X) = ~ (X) · est un isomorphisme de 

la base E avec une partie de E' ,munie d 1 un sous-recueil 

C: Q ~ F.: D: 
(17~22) - Par abus de langage,on appellera encore espace fibré de base_ E..:_ 

un espace E muni d'un homomorphisme ~ sur l'es pace E t • . , 
ce qui _rev iend ra à ide nti fier la fibre X d'un point X de E 

avec son image ~ (x): 

· · D é f i n i t i on · ~ · 

Soit E un espace fibré ~ sa fibration~ 

On appellera gliss~ment de jauge de E tout glissement A tel 

que 
"' A< lE 

c'est-à-dire 

[X E déf(A)] ~ [ A(X) appartient à la fibre de X] 

Théorème 

C Soit E un espace fibté; R le recueil de s e s glissements; 

(17~24 
L' ens emble R 1 des glissem e nts d e jauge de E est un sous-re-

cueil de R ; il définit sur E la m-é''me topologie naturelle que 

R ~ 
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Soit E un espace fibr~; ~ une fibre de E • 

~e Decueil R des glissements de E donne ~ la fibre 

structure de sous-espace de E (4~1); .la topologie de ~ 

une 

est la 

topologie induite (th~4~2); comme les ouverts de E sont des 

réunions de fibres (17~1 8) , ~ ne çontient que deux ouverts , 

fLJ et lui-m~me ; par suite les' glissements non impuissants de 

~ forment un groupe ; d 1 o~ l 1 ~nonc~ · : 

Soit ~ une fibre de l'espace fibr~ E ; la restriction~ ÇP 

des gl issements de ·E conserv ant globalement ~ forme u'n gnou pe 

(17~~5 de permutations de~ , qu'on appellera groupe structural de la 

fibre - ~ ; les glissements de ~ (con sid~r~ comme sous-espace 

de E ) sont les éléments de ce groupe,et l'op~rateur impuissant: 

L'ensemble R 1 9es glissements de jauge forme aussi ~n recueil, 
-

définissant la même topologie (t h ~l7~ 24) ; le m~me raisonnement 

montre que : 

La restriction ~ la fibre ~ des glissements de jauge conser-

(17~26) vant global e me nt ~ forme un sous-groupe du groupe structural; 

on l'appe lle groupe de ja uge de la fibre ~ 

Th~orème : 

(l 7 ~ 27 )1 Le groupe de ja uge est un sous-groupe distingu~ du groupe stFuc­

turaL 

En effet,si a appartient au gr ou pe structural , b au groupe 

de jauge 

. . -1 
on a a .b.a = . . -1 . 

A.B.A .l çp 
~ 

. . -1 
or A.B. A = 'A ~ 'B : ['A J- 1 

A ,_B E R 

l'V < A 

donc 
. . -1 

a.b.a appartient au group e de jauge,qui est bien dis-

tingu~~ 

Th~orème : 

Soit X un point de l'espace fibré E . , 
nonique du groupe structural de la fibre 

H 

x 
l'homomorphisme ca­

sur son quotient par 
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le groupe de jauge~ 

Il existe alors . un homomorphisme K du groupe des germes de 

glissemen ts de la base E ( au point X ) , sur le groupe quo­

tient,défini par 

K (germe x (A ) ) = H ( A~lx ) 

Ce~~èy,r ~t s~· 
c~~raxCon~(~;~ 
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Expos6 N° V - ESP ~CES FI ~ R ES ( suite) 

(23 Janvi e r 1S6 1) 

Exewple I : esp 2< ces fi b r é s et raci n es ~ 

Soit E un esp 2 ce , R une r 2cine d e E • 
A ( z \ 

r 

Soit E l'ensemble des coupl e s z appartenant 
1 

(1 8 :1) x 
fibre en x de la r acine R (cL 11:2): 

A é tant un glissem e nt de E 
' 

posons 

a) Â ( (J ) ( 
R ( i\)(X)(Z) 

) = 
A(X) 

((1 8 :2) 
r--..._/ 

b) ( 
z 

)= x 
x 

? 
0 on a 

,. 
"" --""" A B = A:B ( a xiome 1LLb des racines) 
~ ,. 
A-1 =[ A J -1 (théorème 1L2:c) 

(18: 3 ) 

[ A . comp a tibles 
' sup(f~ .) r égu li e r J :::> 

J J 

--------- ( ,. ' [ sup(j, .) = sup A j } J (th éo rème 13 ~3} 
J 

d 1 où l' énoncé : 

(1 8 :4) ! les op 2 rateur s "" A (1 8 : 2) for men t un r ecu eil d 'esp a ce 

D'autre par t,il r é sulte cl a irem e nt de (1 8 :2) que 

= A(X) = 

' l a a 

,. 
E (1 8: 1) 
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donc que A est toléré par l'équivalence "' , et que 

A = A 

(cL 17~2) 

comme déf(i) est la réunion des fibres des points de déf(A) , 

A est permis (définition 17~8) , ~ est une fibration de 
,. . 
E • 

Il est cl a ir que la ~ de cet espace fibré est E (défini-

tion 18~2~b) muni du recueil original (cf~~8~5))~ 
A 

Il est clair que A est un relèvement de A (définition 

17~19); c'est le seul,car si Â = B , la formule (18~5) montre 
,. ,. 

que A = B , donc que A = B • 

En particulier, si Q est un ouvert de E , son relèvement 
,. 

uni~e ne peut ~tre que l'opé rateur identique sur Q ; le groupe 

de jauge de E se réd u it donc à 1 1 unité,en tout point ; d'où le 

th é orème 

(suite de 18~4) : l'espace 
........ 
E es.t fibré par l'équivalence~ 

(18~2~b); en tout point,son groupe de jauge se r éduit à l'unité~ 
.. ,. 

-La base de E est l'esp ac e E muni de son recueil initial~ 
,. 

- Tout glissement A de E admet un relèvement et un seul, A • 

Soit inversement F un esp a ce fibré dont l e groupe de jauge se 

réduit à l'unité en .t out point~ 

B étant un glissement de F 0
? 

' 
~ 

la correspondance ( B __.. E ) 

est biunivoque ; les opérateurs B forment un recueil ( et pas 

seulement un prérecueil) ; on peut donc définir u n opérateur S 

par la formule 
rv rv 

S( B )( Z )( Z ) - B(Z) 



76 

Alors : 

F ~ tant .un , esp e ce fibr6 s a ns gr o ~p~ · ~~ j auge,l 1 op 4 rateur S d~-

fini pa r (1 8 ~7) est une r a cine de l a base F ; s e s fibres , 

deux ~ deux disjointes,co! ncident a vec cell e s de F ; son grou pe 

(l 8 ~ 8 ) 6 structural (13~1) en un point de F cot ncide avec celui de la 

fibre corres p ond a nte de F (17~1)~ 

-Si F est l'espa ce E . d é fini ~ p 8rtir d'une racine R de 

E (d 6 finitions 1 8 ~1,1 8 ~2) , l a r a cine S est isom orphe ~ R ; 

En d' a utre s termes,l e s axiom a ti que s suiv 3ntes sont é quiv a -

lentes : 

Esp a c es fibrés s a ns jauge de base E~ 

-Racines ~ fi bres disjointes de l'espace : E 

et le v ocabul 2ire est cohérent (fibres,groupe structural)~ 

Nous a v ons cepe ndant intro duit de f a çon auton ome l' a xiomati que 

des r a cines,poui pouvo i r le cas é ch ~a nt c o nsi d~ rer des racines ~ 

fibres c on f ondues (n ota ~~ent d a ns l e c as o~ la· base est un groupe, 

th; 12~5),q ui so~~ d'ut i les instruments de c a lc u l; 

- Rem arque : 3 p our que F s o it un univers ,ii f~u~ et il suffit 

que E soit un univers et que l a rac in e R (ou S ) . soit 

irr é ductible~ 

Exemple II espace f ibr o des s pineurs. 
. ·- ·· -

Soit M l'esp a ce de· Minkowski ; d és ignons p a r E l'e nsemble 

des couples ( :) X J tant u n pàint de M e t ~ un spineur 

de M ~ 

On sait (v oi r p a r exemple ~hev~ lley,The algebr a ic theory of 

s p i n or s , I I , 3 ) q u 1 i 1 e x i s te u n gr ou p e r d 1 op é ra t eu r s li n :§ a i r e s cr 

s ur les spineurs ( r ~ "~io ~p ~ de Cli f ford" ) , et une re pié sen-
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t e. t ion ~~ de ce groupe sur le gr 6ti pe ·de Lorentz homog~ne; cette 

repr é sent a t i on n'ét a n t d'ailleurs pas fidèle (r é guli~re)~ 

Soit ~ une f on ction ~ v a leurs r ée lles défin ie sur M ; 0 un 

point ~e M ; V un vecte ur de M • Po s ons 

F 
-;. 

o +~(cr)~ ox +v 

Un calcul é l ~men taire,basé sur le f a it qu e X est une re pr é senta-

tion,montre q ue 

, a v ec ( : ) ~ F (: :: )' 

V V11 j 
a"=a'~a 

~ 11 
( X ) =~( X ) -Hp t ( 0 +X ( a) OX +V ) 

x 
V"= x( a 1 ) V + V 1 

F ( : ) d'o~ l'on c onclut q0e les op 6 r a t e urs T f orm c ~ t un groupe 

v 

de p e rmuta tio ns de E et lui donnent d onc une structure d'espace~ 

Il r ~ sulte de (1 8 ~ 9 ) que 1 1 ~qu iv a J e n ce ~ · 
~ 

(~) = x 

est une fi b r a tio~ de E , ay a nt pour base l'espace M , muni du 

pr ~ recueil des tr a nsformat i ons de Loren t z non homog ~ nes ~ 

~ 

(ls :12f F (: ) ( x) 0 + x( a) ox + v 

La fibre en un poi nt X est l 1.ensemble des c oup les 
0 

~ parc our &n t l' e n semble d es spineurs~Les glissem e nts de j auge 
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se déduisent C. e (18~12); ce sont l e s tr a nsform a tions 

(J appartenant au noy a u 

le grou_pe de j a~g_§_ en un 

( 
y; 

J 
~ 

x 

de l n 

p oint 

( y; e 

\ x \ 

re prés e n t a tion 

x ce son t 

i a: 

) 

x: 
les 

; o n en déduit 

transform a ti ons 

l e grou pe de j a uge est d onc iso mo r phe à T
1 

tif des n omb res com p l e xe s d e module 1)~ 

( group e multiplica -

Ce t e x e m p 1 e j u s t i f i e 1 1 e m p 1 i q u e n o u s f :. i s or, s du mo t " j auge 11 : 

on r etrouve la notion c: ue l e s p hysic ie ns appellent "tr a ns forma­

ti ons de j auge é lectrom ag né ti q ue "~ 

- On voit que l es spin eurs ne d6f i nissenf p as une ra c ine d e 

l' espa ce de Mi nkow ski,e n r ais on justeme nt de l' existence de cette 

j a ug e (Cf~ l ' exe mp le I ci-dessus:) cette circ onstance a lieu 

m~me si o n s e li mite au e n s cp = 0 , pa rc eque le noy au d e la 

repr é sentat i on X ne se r6 àuit p a s à l' un it é , X 
fidèle ~ 

- Nous allons v o ir que l a noti on de "c lasse de ja ug e" p e ~me t 

ce pendan t de c onstr u ire une racine avec l' espa ce fi b r é des s p i ­

n eur s (e x~ lV) ~ . 

Exemple III Sous - fibrations ~ 

Th é orème . . 
Soit E u n espace fibr é ; "' sa fi bra.tioîi ; · · ·...:;;. une fi 0 r a tion de 

, d é finie p ar 
rv 

sa base E La rel a t ion ,__;... 
• rv 

v -
rv 

[ x V ' y J ~ [ x 
"' = y J 

est un e fi br ation de E; o n dira que "' est u n e so u s - fibratio~ 

de 1 a fi br at i or, : 

- On peu t donc défi nir une n ou velle str uctur e fi br6 e sur un 
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e ·s p ac e f i br é E e n f i br a n t s a 'b a s e ~ 

- Pour qu'une f i b r a t io n soit u ne s ous-fibr a t io n d e la fi-
br a t i on oo , il est 6 v i demm~n t n Sc e ss aire que [ 

v 

""' 
c'est-~-dire q ue l e s ~-fibres soi e nt des r é unions de "' -fibr e s~ 

Inv e r s o. me n t, s i "' e t oo so nt deux f i br a ti ons d e l'esp ace 

~[x cO.Y ] 

E , et si: 
~· ·; [ x "' y ] 

d 6finir éq u ival en ce 
''-' on p e ut une l'V sur l a b a se E en posant 

[x "' v] ~ [ x 00 y J 

3· "'"' ':<;"' est une fibr at i on d. e E c omm e on a OCI :::: '-/""' , il 
"' 

est cl :·. ir q ue 

Si et oo sont deux fi b r a ti ons d'un m~me esp a ce E , la 

condïtion (18~15) est n 2cessaire et s u f fis a nte po u r que soit 

une s ous-fibr a ti on d e C>o ~ N ous el ir on s que l a fi b r ~t~ ion 

(1 8 ~16) est l a fi bra tion q u o t ie nt d e <>LJ p a r 

Rem a rq u e : pour que l' équ iv a l en ce "' s oi t un e s ~u s-fi b r a ti o n de 

l' é quiv a l e nce 00 0 il es t d' a illeurs suffi san t que oc:> soit 

une fi br at ion, que les g lissement s d e E 

et q ue l'on ait (1 8 ~15) ~ 

Exempl e IV Cl n s s es de j ~u g e~ 

soient tol é r é s par 

Nou s s a v o ns q ue si J e st un r e cueil de l' e s pa ce E , l a 

r e l n tion r;-

[ X r/.1 Y ] ~[Il e xis te ,\ t el qu e i,eJ, Y ::: A(X)] 

est une é gu i v a 1 ~-n ce ( 1 ~ 9 ) R é t ant e nc ore un r e cu e il de E , 

il peut a rr{Ver qu e l e s é l Jmen ts d e R s oi e nt t o l ~rj~ par l' équi-

valence ( 3 c' e st le c a s notamment s i les 6l~ment s de R 

s on t de s au to m or ') h i s rp e _§_ ~g .S:...§ .. ll..~ d. e J ) , ou p e r mi ~ ; d a n .s .. c e c a s , 

nous dirons que le recu e il J fibre l e recueil R 
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C 1 e s t l a c a s n o t a mme n t s i J e s t l e re c u e i l cl e s g 1 i s s e :n H! .. ~ 

~auge (17~ 24 ) de l' esp a ce E ( mu n i d u r ecu e il R , f i br é 

p a r rv ) en e ff e t, si B E R , i 'l. E J ' on a 
~· 

,..--... ..-- r---" 
"' ·"' · -1 rv . -1 

( pu i sq u e 
rv 

lrv) B • i\ • B = 8 . :\ . B < B. B < 1 " ' A < E E 

donc B ~ A ~B-l E J ; p a r su it e l e s 6 l ~ m en ts de R so n t d es aut o­

mo r phis ms s loc au x du re c ue il J ; l es gli s se men t s d e E s on t 

to l 6 r é s p ::1 r c omme on a ~ v ide mm e nt 

[ x rjJ y J ~ [ y = ,\ (x ) A E J J 
rv rv 

( "' rv 

(17~2) ~ [ y = " ) (\. < 1 J " A 
E 

~ [ y "' x J 

l a c onditi on (1 8 ~1 5 ) est v 2 r i f i ée 

rv on pe u t a ppli ~ uer l e t h 6 orèm e 

pa r l e_s é q u i v a le n ces ~ e t 

(1 8 ~1 7 ) et l a rem a r q u~ qu i 

s ui t t ; d 1 où . l 1 é n on cé : 

So it E un es pa ce fibr 6 , de f ib r atio n "' 

de ses g l isseQe n t s d e j aJg e ~ 

J l e re c ue il 

La rel a t i on "-> d 6 f 2. ni e p s r ( 18 ~ 18 ) es t une .f.i.b_:r at i OJl d. e 

E l e s fibres s elo n ~ s 1 a ppel l erO'n t . c l as_2...Q.§_~-. .i.5=J.U _g.§.. d e E ~ 

"" est un e ..§S>U S-f ib r a_t_i oQ de "' 

D ~ sign on s p a r ~ 1 2 fi b rati on q uoti en t de "' pn r 

i 1 e s t c 1 c:.· i r q u e 

d onc q..e 

La .fibratio n quoti en t de "' 

qq (1 8 ~1 7 ); 

,..-~-_.. 

l' espa ce E des cl ass es d e j a uge un e s tr u ctu r e d ' es pa ce fibr é 
"' s a ns ÇJ r o up e_2~ _ _j_a_IJ __ g_e , de b a se E • 



1 (18~21) -

(18~22) 
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IL en r é sulte immé diate men t (18~8) 
_...,v 

que E peut ~tre cons-

truit k partir d'une r a cine S ~e l a base _E , d~finie ici par 

la formule 

s( A ) ( z ) ( z ) = 

- Ainsi,d a ns le cas de l'exemple II les cl a s ses de j a uge 

(qui corres po ndent aux s pineur s d~finis " ~ une p hase près") défi­

nissent une racine de l'es pace de Minkowski ; on peut décomposer 

celle-ci en sous-racinœ irr6ductibles (th~ 15~11) ; elles sont 

néce s sairement d'ordre 1 ( cf~ p~ 45) ; elles peuvent donc se 

r a mener k des racines tensorielles~ Il e n est de m~me si on limi­

te le groupe de jauge k + 1 (Cf~ i~ M ~ Sour i a u , C~R~ A ~S~, 245 , 

P• 496 (1~57) ; T~ Takabay a si, C~R~ A ~S~, 246,p~ 64 (1958) ); 

Exemple V : Espace fibré prï.ncipal • 

Définition 

Soit E un esp a ce ; G un groupe de permutations de E • 

Nous dirons c; ue G e st un gro up e princip2l si. ses é l émen ts corn­

les glis se o en ts de E ~ mutent avec tous 

Théorème : 

La relation rv 

[ X rv y ] ~ [Il e xis te F tel que Y= F( X) , F EG] 

est une fibration de l' espi ce E (si G ~~t un groupe principal 

de E ) ; 

- E , fibré p a r cette r e l a tion,s 1 a pp ell e ra e spa ce fibr6 princi­

~ ; on notera sa base E / G ~ 

- Il n'est pas nécess a ire que G fasse p a rtie d u recueil des 

glissem e nts de E ; dan s ce cas, G est né cess a irem en t abélien~ 



Consid 4 ro n s l e ·c a s 

~ans G et X da ns 

A(X) = F(X) 
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où E est un univers ; queJ/c;: u.e s .oi t F 

E , il existe un g li sseme r, t " tel que 

Soit X' un p oint que lc onque de l a fibre de X il existe. 

~ dans G tel que X' = ~ (X) 
Si donc B est un glissement de E tel que B(X) = A(X) , 

on a B (X' ) = [ 3 ~ ~ ]( X) = [ ~ ~ B ] ( X) = [ ~ ; A ] (X) ::(A ~ W ](X) =A (X' ) ; 

ai ns i la restr i ction de B à +a fibre de X coï ncide avec celle 

de 1\ donc 

1

1 Si E est . un univers fibr ~ princ i pa l,le gr oup e str u ctur al d'un e 

(l 8 ; 24 ) fibre ,est simple ment tr ansit if sur l a fibre • 

Il est clair d'autre pa rt qu e le g r ou pe princ ipa l est a ussi 

transitif sur l a fib re, e t qu ' il y c ommute avec le gro up e structu­

ral ; il en r ésu lte imm~ diateme nt que : 

' ~- Sur cha que fibre d'un univers fi br é principal,le group e structu­
(18~25) ral et le groupe p rincip 2 l op~rent de f açon C Qn tra gr~ diente: 

(18~261 

En d'autres termes ,on p~ut do ~ ~e r une . s~r uctu re de gr oupe à 

chaque fibre,les deux gr oupe s ( princ ip a l et st r uctural ) op~rant 

c-o mm e l e s t r a n s 1 a t i on s à g a u c h e e t 1 e s t r a n s 1 a t i on s à dr ~ i t e ; en 

particuli &r,l e ~roupe principal est simplem e nt tr a ns i ti f lui aussi; 

ce qui montre que ·: 

1 de 

Si un gr oup e G est principa l sur un u nivers E , ~es ~ l~ments 

G n 1 on t pas de ~oi n t fixe (s au f l 1 6 16ment lE)~ 

(ce q.i peut aussi s e vétifier immédiatement): 

Exe mp le VI Espace fi bré des rep ~ res 

Soit E un espace fibré ; X un ~ o i nt de E · X s a fibre~ 
' 

· s·oit F .. ! .'ensemb le d es op 8 r a teurs S défi r; is pa r 

[ S E F] ~ [ Il existe un glissem e nt A de E ~ - d é fini 

en X, . tel qu e S = .A :li ] 
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B ap ~ a rten a nt a u r~b ue il R des glisse me nts d e E , pos ons 

n(B)(s) = s ;s ( si s;s n'est ~as i mpuiss ant) 

et d' au tr e pa rt 
V' 

S = val(S) 

Alors : 

L'ensemble F (dont les i l ~m ents s'ap pel l en t rep ~ res) est un 

univers fibr~ principal , aya nt val(n) (cf; 18 ;28 ) c on me recueil 

de g l i s se rn en t s , v-- ( cf ~ 1 8 ; 2 9 ) co mm e fi b r ation , et do nt le gr ou­

pe principal est l'ense mbl e des ap plic atio ns 

S ~ S ; K 

K apparten an t a u groupe structural de l a f ib re 
rv 

x • 
La base d e F est la cl as se d e tr a~si tivi té de X dans l e p r é -

"' l'V 

' recueil R d e E 
l'V 

- En partic u lier,si ~ est un univ e rs, F a m~ma base que E 

dans ce c a s les glissem f: nts de jauge de F ST'lt les o pé rateurs 

n(C) , C éta nt un g lissem e n t de jauge de E : le g r ou pe de j au ge 

de F est donc isomorphe à cel u i de E ; 

Exemple VII : esp a ce; p~ojectik_~.!__s.phè_r~ ; 

$oit E l'ens emb le Rn , muni du pr 0recueil P des matr ices 

réguli ères; 

· Le gr oup e G d es ma trices scal a ire s non nu lles e st visi b lement 

principal ;; Il donne do nc à E une struc t ur e d'univers fibr é 

princi pal; sabase s'a ppelle es pa ce .. _..Q.I.QJ.~J2_tjJ_ (de dimensio n n-1)~ 

- On vérifie i mmédiatement que son g r oupe de j auge c o t ncide avec 

l e groupe stru ctura l ( par ceque l es m3t rices sca la ires sont les 

seul es qui admette nt t ous l es vecteurs non nu ls co mm e vecteurs 

propres)~ 

-On d é t er min era d' aut r e s s tructures an ~ logue s s ur E , en modi­

fi a nt P et G ; ainsi,si on r empla c e G pa r l e g r ou pe des 

nombres positifs ,o n d 6 f in it l a sp hère à n-1 dimensi ons ; si on 



(18~31) 

----" 
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remplace P p a r le gr ou pe d e s ma trices orthogonales ,l a base 

devient . l 'e space de Rie ma nn ~ n-1 dimensio n s~ 

Exemple VIII : espaces anallagmati q u es~ 

Dans l' es p a ce e n c l idi en hyperbolique normal ~ n dimensibns, 

muni du prérecu e il des "tr ar, sformations de Lore n tz" le c$n e 

isotrope K de s ommet 1 ' o rigine constitue u n sou s-0nivers 

(cf~ 4~2) ; le gr oup e G d e s ho mo t hé ties de p8le 0 en est un 

grou p e pr .inci'pal 

n -2 d i rn e n s i on s ~ 

l a b a s e K/G est l ' esp a ce - anallag~atique ~ 

Exemple IX Structures fibr é es ._d é fi n ies p a..r u ne _é _q uivalence~ 

Boit E un ensemble q u elc onque ; 

nie sur E 

"' une équivalence d é.fi-

On sait (17~13) q ue l e s o pé r a teur s bi-per mis pour ~ 

for me n~ un recueil p d'e sp a ce E ; pet"" donnent d on c ·~ E 

une structure d 1 es pQ ce f ibr é : 

On peut vé r ~fi e r qu e le g r ou pe s tr u c tu r a l d ' une fibre et son 

groupe de ja uge cotci dent avec le grou pe de t ou tes les pemmuta -

tians ; que la t opo l og ie de la base E e st discrète ; que cette 

base est un univers seule me nt si to u tes les fi bres ont même 

puissance: 

- Su pp o s o n s pa r a i 1 1 e ur s c~ u e ·. 1 1 o n a i t d o ï , n é un re c .u e· i 1 que 1-

conque R sur E • al ors il est cl a ir que R 1 ·= R n p 
s:Ou_i-

est le p lus gr a ~cueil ad mett e nt "' comme fibr a tion 

E é ta r, t un es pa ce , une équ ivâle r, ce définie s ur E , il 

exiite un e str uct ure d 1 e ipace fibré ~ur E , déf in ie par le re-

cu eil R 1 des gliise men ts bi-permis et pa r l' é quiv a lence "' 
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Consid~r o ns un e n sem b le E mu n i simulta n~me nt de deux structu-

res : 

(a) une structu re d 1 espa ce,d ~f i n ie ~ n r un recueil R ; 

(b) une stru cture d 1 ~s_~ __ __f ibr 2 ,d éfinie p a r un recueil R 1 

et une fibrati on de 

No0~ supposero ns qtie ~· 

r· 1 · 
r{ • 

est un sous -recueil de R 

Soit n la projection de 'Ë sur sa b a se E 

de la structure (b) ) 

(d é finie à partir 

n ( x ) = ~ 

nous a ppellerons feui~+ e i de E toute p ~ r tie U de E telle 

que 11:.1
0 

soit un iso..!n..Q.!.phisme l_q_c.9.)_ de E (muni de sa struc­

ture d 1 espace ( a) ) à ~ (muni d e l a structure d ' espa ce base 

déduite de ( b ) 

On dira que E es t un fa: sceau si tout point X de E appar-

tient ~ un feuillet~ 

3 d an s un fa i sce a u E , l e s pro posi t i on s s u ivan te s sont v alables : 
f'J 

Si U est un feuillet, U est a -o u ve rt , ù est ouvert dans 

E ; to u te partie ouv e rte de U est un feu illet~ 

La project io n TI est a -c on tin ue ~ 

- L'image d'u n feui l let p a r u n b-gl isseme nt est un femillet~ 

etc~ 

On con s id ~r e s ou vent des faisceaux o~ cha que fibre est munie 

d'une s tructur e (p a r exemple d ' esp a ce vectorie l, de modul e,etc) 

te l le que l e s b- g lis sement s in duise n t sur c haqu e fibre des 

isomorphism~ s de ce tt e st r ucture,et que le s op é r a tions définis­

s ant l a structur e s o ie n t a - cont i nues ~ 
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Exemple XI 

Th éorèm e 

Soit Ë un espace ; R le recuei l de s e s gl is s e men ts G un 

3 gr oupe de permut a tions de E ~ 
( a ) L ' e ns em b le R 1 des gl issements de E qu i co mmu t ent av e c 

c h a que é l im e nt de G ( o~ l'a ppeller a c ommutant de G dans R ) 

est un re c uei l 

( b ) E p o ss~de u ne stru cture d 1 e sca c ~ fibr ~ pri ncipal , a ya nt 
! ' 

R 1 po0r retueil de g li ~ s eme nt , G pou r g r oup e pr i nc ipa l ; s a 

base s er a not~e E/G , e t a~ pe l ~ e quotient de E par le gr oupe 

G : 

Déf inition 

0 n a pp e ll :; r a q r o 2-1 p e d_ i s c_ re t . d ' un e sp a c e E un groupe G d e 

glissem 2 n ts gl~bau x (cf: § 5), tel que tou t po i nt X possède 

un v ois inage U vér if i ant 

[ Y E U , F E G , F( Y) E U J :::> 

Théorème 

3 3 Si le g r ou pe G est un g r oupe d iscr e t , l'es p 2ce E ( 18 ~ 32 ) est 

(1 8 : 34) 
un faisceau o n d i r a a l o r s q u e E e s t u n I~ v~ te m eJ2..i d e s a b a s e 

E 1 =. E/G 

Il ex is te alors une f am ille ~ d 1 is omcrp h is mes loc au x de E 1 

j 

à E 
' qui vé rifien t 

~ 

[ x E d é f( ~ .) J => [ ~ . (x ) = x J J J 

u déf( ~ .) = E 
j J 

A étant un ~ l ~ men t d u gr ou pe G , si l' on pose 

[ éf?j ( X) = A : éf?k ( X) J 

l es ens e mbles (j, A , k) vérifient 
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(1 8 ~ 3 5) 

p . 8 7 

( j , A, k ) == ou v e r t d e E 1 

(j, A, k ) n (k, B, t) c 

(j, A, k ) - ( k , A- 1 ,j) 

(j, A,j) == ~ s i A f 1 

L·. (j, 1, j) == E 1 

j 

(j, A ~B , .{!) 

u (j, A, k ) == ( j , 1 , j ) n ( k , 1 , k ) 
A 

Ré cip r oqueme nt, 

S o it E ' un espa ce , 

d'i nd ic es 
' 

( j , A, k) 

G 

une 

u n gr ou pe 

p;uti e de 

- bstr a i~ , I un e n semb le 

E ' , d é f in ie p o u r t out 

( j 'k) d ans 1 2 et t out A d él OS G , e ~ v é r if i an t (1 8 ~ 34 ~ )~ 

Il e xi s te a l ors un esp a ce E , s u r le uue l l e g r oupe 

di s cr èteme nt, t e l que 

mo r p h ismes l o c au x de 

E 1 == E/G ; e t u ne fa mil le ç1? . 

E v ~ rifi a nt (1 8 :3 4 ~ i E ' ' n 

(1 8 ~ 34 ~ ): 

G opè re 

d'iso-

et 

Ce t h é orème mont r e c·ue l e: c o r, s t r u c ti on de tous l 2 s re v~temen t9 

d' un es pêl c e E 1 se r am ène à l a r éa lisati on d e s re l a t io ns y; 
on re ma r q u e que ce s r ela ti on s ne f ont i nt e rv e nir que l a to polo­

g ie de E 1 

- 0 - 0 - 0 - 0 - 0 -
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