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. A V E R T I S SE ME NT 

· tes ~éthodes utilisées d'habitude pour quantifier un syst~me 
mécanique soulèvent,on le sait,de graves difficultés logiques: la 

: "quantification" est-elle toujours possible ? est~elle invariante par 
un changement de coordonnées ? est-elle uni~e ? est-elle compatible 
avec l'invariance relativiste ? 

est 
Nous proposons ici une nouvelle méthode de guantification,qui 

à l'abri de ces objections: 

-Elle s'applique aussi bien aux problèmes newtoniens qu'aux 
problèmes relativiste (et même à la relativit é gén é rale); en fait~ 
elle permet de quantifier les ·problèmes variationnels; . 

- Elle est unigue,en ce sens qu'elle ne fait appel .à aucun 
choix particulier,tel que celui de l'écriture de l'opérateur hamilto-

. nien~ 
- Ell~ admet 

coordonnées,ce qui 
est globale, au sens 
le~ 

une formulation _indépendante de tout 
~ ssure son in~ariance; de f~çon plus 
que l'on donne à ce ~ot en ~éométrie 

système de 
pr_écise,elle 
différentiel-

--Ses donditions d 1 applications 
~volutive") sont ~érifiées par un grarid 
que o~ de variations ; on les vérifiera 
traités~ 

(existence d'urie - "jacobienne 
nombre de prob+èmes de mécani
d1ailleurs sur les exemples 

Bien entendu,cette mé thode n'èst pas miraculeuJe: si elle per
met de construire,pour ch a que problème,un espace de Hilbert ~ et des 
opérateurs hermitiens sur ~ associ é s à toutes les variables dyna
miques,on constate su~ : · les exemples que X est plus giand que d'habi
tude et ~ue l~s r ~ s~ltats classiquei se retrouvent en faisant un choix 
assez arbitraire- à sav~ir cel0l . d'un sous-esp a ce X de ~ ; 
( J~ . n' _est d'aill eurs pas t ·oujours un véritable espac~ - de ·Hilbert., 
mais 0 sou~ent un esp a ce de distribtitions,alors que 1 èst un ~space 
foncti~nnel);on devra exclure alors toutes les vériabl~$ dynamiques 

. _ auxquelles ~orrespo ndent des op é rateurs qui ne conserv.ént P?S ;Jt 
0 globalement. 

Notre expos ~ commence p a r une étude globale des espaces de 
phases (§l),qui utilise· le~ m~ thodes de la géom é tri~ différentielle~ 
A partir d'une vari é té diff é rentiable V , nous consti0isons son espa
ce de phases - W ,nous définissbns les crochets de Po~~so·n,la ~ forme de 
Liouville,les transformations canoniques finies ·e;t ïnfiiütésimales·, 
les variétés jacobiennes,la notion de jacobienne évol.utive,etc,sans 
considérer aucun problème dynamique particuli~r; 
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Nous consid~rons ensuite 0n probl~me de variations (§2), et 
nous montrons que 1 'on peut,]L trcU....ê_niveaux dimensionnels_ diff_~..:-r:_e..r:-.!.:..s-~ 
lui appliquer les notions géom~triques précédentes5 le niveau I 
fournit le Joroalisme hami_ltonien .i le niveau II le LC?..!. .@...?~is~...Q..._~~ 
Weierstrass ; quand au niveau I)I~ il perr.1et de trait e r 1 !-"~-~i_9n a 

.. · · ·.· de · la ml?me façon que les aùtrès - ~v' -ariables dynamiques ··· (il existe donc 
: en particulier ·, ' une .. Y.ll-i:ablP.,_<:_9!" Îugu ée d R, J. •actio...s_) ; cè ·. niveau :II 

s 0 ~ermet de : traiter une cat é gorie - de probl~mes ~lus _ large . que d:habitu-
de · (lagrangien d~pendant de l'acti o n)~ · . _ ·' : . · .. 

t •• 

C'est ce niv e au III q u i permet _aussi de construire l'espace 
, . .. d .. e.: Hi H>e;rt .. . - d~ . . ( §.~.L. :L~.-z& .. :. e_ s.t .. ,l_e . c omp'l été . d 7 un espace _ e, 5 ,: o f onc --

tions infiniment différentiahl~s; ·a
5 

e~t composé d:ihté~~ales pre
- mi~~~s du prob1~me III~ - qui sont de la f6rmo ' 

: . 1 ~ ' f ) . .· . . . .. ··~ 1 • • . • i # •• 

_'L... 
i11 

w . étant indépenda :: ~ · e de l'action~ On montre qu'~ toute v~ti~ble dyna
mique u (~u ~iveau _ II) , bn pe~t ~aire correspond~e 6anoniquement 
ü n o p é r a te ur he r rn i t i en sur J& , rt:i1 , q u i v é r i f i è 1 e s :, re i a ti on s de 
c6mmuta~ion~ d~ birac; 

. .. En . redescendant au niveau I ~ on constate q ue c a s op~r~teurs 
v~rifiépt les 64~ations ~~~volution usuelles·; ' · · 

- ~ · Nous ~entrons par aille~rs que 1 ~ s\ ~n espaCe de repré
séntatio~ · · u~itaire · pour t~ut ~r~u ~ e qui lais se le l~ grah~iep inva
rianL 

; ~ 'i'ik § 4 e s ·c con '?'~ -~ré à des ex emp l e~ ·: classique s,ins t ructifs ~ 
des titres div~rs: .. . 

. . - La .. _J?_a~t.t.ttu.Ye J i)2.r.:. .e_J?.,~.1.2_t._i_yJ~ .. sJ:g con dui :t ~ un e rè pr-~ sen tati o :1 

. du groupe de~ Lo:r en·~z ): on_ ·h oif! o g _è ne qui n • est ~pn s ir:réduclil:- le , .et que 
.. nous déco m;? o sons ? . . Ç> h , v o·i t . 0 e c e tt e f a ç on que .i..C2..YP l e r. é t · t s (.~. -!?..l2 .. i _Q. 

entier sont conJen\J~ - '<;l a ps not re s olution,et que: la '''h1psse qu 2. ntique ': 
,poss ~ de uri spe~t~~ con~ihu,~o~t . la masse ~uanti 0 ue _ ~suelle (défin!a 

·, ; p ~ r 1 : é q u ?- t i o n . d e K ,_ e î r. ~'0 b :.:- d on) e s t l a . }J o. rn 8 s u p é "-' i' è ur e ~ · 
· .. · -Le spectrr e d'é ·n ~ rgie :'cie l'g-~..,s.:Jll a t8ur h a·r_m__9_niÇ{,_ue_ se_ compose 

des multiples en'tîers de hv , ~' compris le i: ' mu ltiples n~ :gat.lfs; on 
peut éliminer ce ux- c i pc: :c· une r è gle de c: é lecti on a·pprop:riée;- mais on 
ne retrouve pas la const a nte ad dit iv o . , ,qui résulte d'un choix -2---

. . .. . : ·. . , .· . .. . 
.par .ticulier, de l'operate:ur ha n i _ltorüen. . 

· .. · . . - ~ - L'a·tome d'hydrog~ ,n~ co 'pct_\Jit à. des résulta~·$ ana1c)guês; en 
. recour:a_pt. à la. · rr.~me ~ègle de .sé'le.ctipn·,on· ±etrouve le spectre d'éner
gi _e- .G'Ia ,s-s .iqu.e; cette _ - r~gle de s~nectlon fou :::-' h'it un rapprocheiri(?nt :. r. ~~> 

. te\l;tu~. avec _,f 1 ancienne _théorie des ·q1..1antas (o rb ites 'd·-e B-ohr): ' 
,. ' .. · "- . 
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On peut s'interroger sur la signification à donner à la rela-
ti on 

a 
"Dr" 

qui caractérise l'espace de Hilbert J~ , et qui introduit la cons
tante de Planck dans la théorie~ Peut-~tre serait-il plus satisfai
sant de considérer ~ue la variable ~ parcourt un cercle de rayon ri; 
la théorie précédente se retrouve en décomposant la fonction d'onde 
en série dè Fourier de la variable a , et en ne considérant que 
l'hrmonique 1 ~ Les autres harmoniques pourraient alors ~tre considé
rés comme les états multiparticulaires; l'opérateur attaché à la 
variable conjuguée de l'action setait l'opérateur nombre de particu
~~ Un tel point de vue pourrait,d 1 autre part,~tre rap~ché de la 
théorie "tubulaire" que nous avons proposée par ailleurs (références 
IV,V,VI)~ 

Les résultats du présent travail ont été exposés d'abord au 
Séminaire de Physique Mathématique de la Faculté des Sciences de Mar
seille (avril 196l),puis au 6ème Colloque de . Théories Variationnelles 
(Mont Aigoual,septembre 1961); nous reprenons ici et utilisons des 
résultats publiés antérieurement: 

(I) 

(II) 

(III) 

(IV) 

(v) 

(VI) 

"Géométrie symplectique différentielle-Applications" 
Collogue de Géométrie Différentielle de Strasbourg,C~N~R~S~LII 
53(1953)~ 

"Equations canoniques et géométrie symplecti que" 
Alger-Mathématiques, I , 2 , 239 (1954)~ 

"Univers abstraits et théories physiques - Géométrie" 
Séminaire de Physique Ma thématique de Marseille(l96l);ronéotypé 

"Une axiomatique relativiste pour la microphysique" 
C~R~A~S,2~~,1559 (19~ 8 ) 

"Conséquences physiques d'une th ~ orie unitaire" 
C~R~A~S~,248, 1 ~ 79 (1959) 

"Relativité multidimensionnelle non stationnaire" 
Colloque de Royaumont sur les théories relativistes de la 
Gravitation et de l'Electromagnétisme,C~N~R~S~ (1959) 

Jean-Marie Souriau 



1 

§ I : GEOMETRIE GLOBALE DES ESPACE S DE PH ASES 

(1~1) Va ri é t é s d i ff é r en ti ab l es ~ 

Soi t N u n e nti e r pos itif; n ou s d és i gn ons p a r RN l'e n-

semble des c o l onn e s q = [ :~. d e N n ombres r é els 1 2 q , q , 

N . 
• • • q •· 

Une f onc tio n u ser a d ite s i elle est dé fi n i ~ d a n s un ou-

vert de RN , et si u( q ) a dme t des dé riv é e s p urtie l les continues 

de t ou s ordres p nr ra ppo r t à 1 2 ... N . 
q , q , ••• q • 

Nou s su ppos e r on s c on nu e l a d é fi nit io n d 'une variété (infi

niment) diff é rentiable d e di me nsi on N ; r a ppelons seuleme nt que 

l'on d6 f in it s ur un e te l l e v a r i ~ t é V d e s c a rtes loc a l e s , qui 

s ont de s a pplic a ti on b i un iv oqu es d ' un ouv e rt d e N 
R d an s V , 

dont l es d om a i ne s d e v a l 9urs rec ouvr en t V ; que si F et G 

sont deux c ar tes loc û les, F-l G est de cl ass e c00 ; qu 'une 

fonction ·u défin ie sur un e p~ rti e d e V e st d ite de clas s e C 00 

si, quelle que s o i t la c ar te loc a l e F 

cOO (d é fi n ie d 2ns u n ou ve r t d e R N )~ 

u F es t un e f onc ti on 
0 

-De m~me,une a ppl i c a tio n A d' u ne pcrtie de V d a n s V 

sera d ite eCO si,: que ll es que s o i en t l e s c a r tes loc a les F et 

G F-l A G est eCO 
, 0 0 

n ou s a ppellerons glisseme nts de V .les 

applicat i ons biunivo que s d' un e p2rti e de. V da n s V qui s ont 

c 00 , ai n s i que l e ur i nv e l;'se; il e s t 

des glis s eme nts de la v a ri é t é V, A ~ B· 

cl a ir que si A et B sont 
. 1 

et A- so n t aussi des 

gliss eme nts; on v6rifie a i sémen t que V po s s ~ de une topologie, 
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(L2~2) 

(1~2~3) 

2 

d é finie de la fa çon suiv a nte : une p2rtie H de V est un ou

vert si l'o p~rateur id e nti que sur H ( que nous note rons lH) e s t 

un glisse~ e nt; les c artes et l e s glis semen ts sont des applications 

bicontinues pour cette topologie~ 

Le lecte ur tr ouv era · une étude plus détaillée des glisse

ments da ns Souriau 3 

(1~2) Vect eu Ts et c q v ec teurs~ 

Nou s sup poseron s·également co nnue l a notion d'espace vecto

riel tangent en un point Q à une variété différentiable V ; 

si F est une carte locale de V , u n vect eur tangent ~ V au 

point Q = F(q) est d ~f ini par la colonne 

6 ql 

6 q= 
6 q2 

. de ses co~posan te s ; on le notera OfV ,et on ... 

r éso udra le . probl~me du ch angement de carte pour un tel vecteur 

en traitant le symbo le 6 c omme un symbole de diff ére ntiation~ 

- Les cov e c teurs ta ngen_ll à V sont les éléments du dual 

de l 1 esp3ce vectoriel t angen t ; on appellera co mp os an tes du oovec

teur P dans l a c ar te F les nombres p 1 ,p2 , ••• pN tels que 

p ~ 6 Q 
1 ' 2 

=P l 6~ +p2 oq + ••• 

quel que so it le vecteur 6 Q 

Cette for mule (1~ 2 ~1) p eut encore s'écrire,en notation matri

ciel-le 

si l' on désigne par . p . la · ligne . 



(1~2~4) 

(L3~1) 

(L3~2) 

ou, en notations tensorielles 

p~ ô Q 

•'i· ·· 

=p .• ôqj" 
J 

3 

. ~ . 
ét a nt ' un indice muet qui prend l e s valeurs 1,2,~~~ N~ j 

on d ira que les p. 
J 

sont les compos a ntes du covect e ur P dans 

la carte F • 

(1~3) Espa~e de phas~~ 

V étant un e vari é té d ifférentiable. de dimension N nous 

appellerons phase ( Q
p ) de V tout couple formé p ar un point 

Q .de V et par un cov e ct eur P, t angent h V en Q~ 

Il est cl a ir que l'e ns emble W des phases de V poss ~ de 

une structure de vari été diff é r e ntia b le de dime n sion 2N ; on 

ass~ciera ~ ch aque c arte l o c a l e F de V une carte loc a le de W 

en faisa n t corres pon d re à la colonne 

PN 
q = ql 

2 
q 
• • • 
N 

q 

la phase S dont l e s comp os antes d a ns l a c arte F sont,au sens 

ce 1 2 .. . N 
q t q , ••• q pour Q~ p , po ur 

On en d 6duit immé di a te me nt qu 'il e~iste, sur l'espace de phases 

W , un c ham p de covect e urs R (on d it. aus s i une forme d'ordre 1) 

d é fi n i intrins ~qu e me nt par 

R ~ oS = P ~ 6 Q 

da~s la c arte que nou s ven ons de d é finir,la lig ne r des compo-
- ·· .. . .. . 

~ a .nte s de R est 
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r = [ 0 

pui sque l' on doit av oir r~os= R ~ôS = P~ô Q := p 1o q 1 +p26q2 +~~. ~+pN 6qN 

·Nou s a p~er o ns c et te f o rm e "f orme de Pf a ff" de l'e s pace de phase~ 

- On s a it que l a déri vé e ext é ri eure d' une forme P d'ordre 

1 est a!a forme \l P d 1 ordre 2 d é finie par l a formule 

(1~ 3 ~ 4 ) v p (dO)( 6Q) = dp~ oq- op~dq 

(L3~5) 

(L 3 ~ 6 ) 

(1~3~7) 

ou, en notations tensorielles 

dont on p eut montrer qu'e l le est indépenda~ du choix de la carte~ 

· Eri appli qu ant cet algorit hme ~ 1~ forme R d é fi nie sur W, on 

vo it que l'o n a 

7 R(dS)( 6s) =dr~ 6 s - ôr~ ds 

= dp~ 6 q 6 p ~ dq 

dp.~6qj -ô 
. j 

= p .• dq 
J J 

par c ons éq ue nt,la ma trice des co mp o s antes 

a la val e ur 

1 

0 1 

1 

---L 
1 

! 

1 
1 

1 
"\ 

1 
' 1 

1 

-1 

-1 

' ' 
' -:-1 

0 

( '/ R J 
i\Jl 

Ain s i; l a for me VR e s t une forme antisymétri que de rang 2N 

(lê d é t e rmin a nt de l a ma t r ice (1~ 3 ~7) v aut en effet +l);nous 

l'a pp e llerons for me de Po i ss on en W ; elle dé f i nit s ur l'esp a ce 
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vectori~l tangent à W en S un produit symplecti~ue ~i 

s'obtient · en posarit 

< dS 1 ôS > = 7R(dS)( ôS) 

qui est bilin f~lre et ~~gulier comme le produit scala~~e sur une 

~ari6t~ riemanie n ne,mai~ antisyméttiç4o~ 

L'espace de ph a ses W est donc une variét ~ symplecti que; 

c•~~t une v a riét~ plate,en ce sens qu'il existe au voisinage de 

tout poi ~ t une c arte o~ les composant e s du pro du it symplectique 

sont des c ons tantes ( à s a vo ir les coefficients de la matrice 

(L3~7) )~ 

Des consid é rati on s préc·éde n te:;,il r é sulte que l'on peut 

d é finir s ur to u t esp a ce de ph a ses trois structures distinctèe,au 

moyen des ensembles suiv an ts (ce sont des recueils,au sens de III) 

- L'ense mble (A) des glisseme nts de W (v oir 1~1) ; 

L'ensemble (B) des glissements ti e W qu i co n servent la forme de 

Poisson et que l'on appellera glisseme nts (o u transformations) 

canoni ques; 

- L'ensemb le (C) des glisseme nts de • qui conserve n t la forme 

de Pfaff R~ 

La structure (A) ~st la str ~ cture de var i~ té diff~re n tiable à 

2N dimensions; nous revie ndrons plus .loin sur l a structure (B) 

(cf;1~6); indi quons q ue l a structure (c) est l a structure 

d'espace fibré (voir I i i) de base V 



(L4~1) 

(L4~2) 
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Les fibres de W sont l es ensembles des phases (:}, ·où Q a 

une v a leur fix• , ce sont donc aussi les espaces vectoriels co-

tan g ents À V ; les 8 l ? lïl e n ts d e 1 'ensem :J le (C) sont les relè-

vements des gl~ssements de V ; on l e s obtient en c hoisissant un 

glissement A ~e V et en .faisant correspondre h la phase 

( 

p,l) 
la phase 

Ql 

Le s glisseme nts qui con s erv e nt un e form e conservent .sa. dérivée ex

t é ri eure; par sui te, (c) c (B) ; en d' autrestermes,les glisse

ments d e V se rel~vent par des transformati ons canoniques de W; 

la v~rification directe de ce fait est immé diate~ 

(1~ 4 ) Forme de Liouville~ 

Il est cl a ir que les transform a ti ons c a noni ~t es, qu i conser

vent la forme VR , conserven t ~ussi les puis s ances extérieures 

de cette forme~ 

Considérons en p articulier la puissance ext 6r i eu re N-ème de la 

forme de Poisson; c' e st une forme non nulle (parce que la forme 

de Poisson est régulière) d 'ordre maxim um 2N ; ses composantes 

sont des c onst antes d ans l a c ar te définie ~n (1~2),puisque ce sont 

des fonctions des compos a ntes const ant es d e l a forme. de Poisson; 

par suite,cette forme est é gale, à un fact eu r const an t pr ès ,à la 

forme A définie par 

A 
12~~~[2N] = + 1 

oau encore par 

Nous appellerons forme de Liouville l a forme A n ous voyons 



(1~4~3) 

(1~ .5~1) 

(L5~2) 

. , .. . 

(1~5~3 ) 

7 

q ue la for me de Liouville est ~onserv ~ e p a~ t ou tes les transfor

mations canoni~es, n otamment pa r les rel~vements des glissements 

de V ~ 

La forme de Liouville donne h l ' espace d e phases W une struc tu

re de vari é té o...L,L~ ntée· ;elle permet d'int é grer. sur W tou.te .s les 

fonctions continues u à œupport compact , l ' intégrale étant in

variante par l e s tr a n s form a tions c anoni ques du supp ort ; on peut 

évidemment noter cette intégrale 

f W u(S) dpl dp2;; ;dpN dql dq2 ; ; ;dqN 

(1 ~5 ) Crochets de Poisson~ 

Soit u une fonct i on de cl a s s e c00 
définie dans un ou -

vert de W~ A cha que point 

covec·teur tangent ( à W en · 

àu 
6 s ôu 

os ô 

s 
s) 

de cet ouvert , on peut associer le 
ou oS défini par 

la forme de Poisson é tan t une a ppl i c a tion de l ' esp a ce v e c tori e l 

tangent sur son du a l , il exi s te d onc u n vecte u ~ et un seul ( que 

nous nommerons grad u par a nalogi e ave c le cas riemannien ) tel 

que 

< gr ad u 1os > = ôu que a. que s oit l e vecteur os 

Il résu l te c\ e la f or r.1ule ( 1 ~·3 ~ 6 ) que s i l'on pose 

ur ad u = dS , on a 

r 
ou 

dqj 
ou [ 

dp. = =-
J ()qj 0 pj 

u et v étant deux foncti ons c00 
da r.s un m~m e ouvert, on ap

pellera crochet de Poisson de u e t v , en u n point S , et 

. on note cla s si queme nt [u , v ] le pr od uit sympl e cti qu e des gra -.. . 
dients de u et v en ce point: 



(L5~4) 

(1~5~5) 

(1~5~6) 

(L6~1) 

(L6~2) 

8 

[ u , v J = < gr ad u grad v > 

Dans une carte,l e s formules (1~3~6) et (1~5~3) fournissent l'ex-

press i or, classi que 

ou o v ou ov 
[ u' v J = - --.;-

oqj opj OPj ~j 

Il est clair qu e le crochet de Poi s son [u,v] est une forme bi

linéaire et antisymétrique p 2r rapport aux fonctions u et v ; 

un c a lcul 6 l~~ ~ ntaire permet . d e v é rifier l 1 identit i de Jacobi 

[u, [v,w] ]+[v,[w,u]]+[ w, [u,v] ]= 0 

qui ser a interpr é tée et utilisée plus loin~ 

(1~6) Transformations canonigues infinitésim & les~ 

Considérons d'abord un e var~é CJO , V , et un champ de 

vect eurs 6Q = F(Q) défini d a ns un ouvert de V ~ Nous dirons 

que ce c h amp de vecteur est c00 si ses composnntes 6 qj sont 

des fonctions c 00 des qj; cette déf i nition est évidemment in

dépendante du choix de la c a rte locale utilisée~ 

Le syst ème différ e ntiel 
dqj 

= 6 qj 
ds 

est aussi indépe0d?nt de la carte; il est donc légitime de 1'écri-

re dQ 
= 6Q ( = .F(Q) ) 

ds 

Ln th é or ie classique des 2qu&tions différentielles permet d'éta

blir les r~sultats suivants : 

a) A cha que point Q
0 

~e l'ouvert où est défini le champ,cor

respond une ~olution Q = f(s) de ltéquation différ en tielle 

(1~6~1) ou {1:6:2) , tellè que f(O) = Q ; il existe un inter-a 
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valle ouvert maximal, contenant 0 , où une telle solution existe 

···--·---{ti·intervX':i:le PEh{t · ~~·tre -ïrïf'ï~i-}"; ·c-e"t-fë sël\it1on 'ëst uriiq.s ; nous 

la noterons f(s) =exp (s6 )(Q )~ 
0 

b) pour chaque valeur des, ~xp(s6) est un glissement de la va

riété; on a 

(1~6:3) exp(s o)-1 = exp(-sô) 

(L6~6) 

exp(s 6) ~ exp(s 1 6 )=exp( [s+s'] 6) pour s et s' de m~me 
signe: 

Pour cette raison, on dit parfois quefre champ de vecteurs 6 Q 

d~finit un glissement infinitésimal , les glissements finis cor

respondants étant les exp(sô )~ 

-Considérons ma intenant un ch01mp de vecteurs 6 défini sur un ou

vert d'un espace de phases W ; cherchons à quelle condition les 

glissements exp(s ô) seront des transformations canoniq.t es (nous 

d i r on s a l o r s c; u e ô e s t une t ra n s f or rn a t i on c an on i au e i nf i n i té s i -

~): 

On peut rem arquer qu'il est équivalent de dire que l a forme de 

Poisson est un invari a nt intégral du syst~~e diff ~rentiel,ou en

core que la dérivée de Lie de ia forme de Poisson est nulle ; des 

formules cl e ssi quo d e géométrie différentielle donnent immédia

tement la condition cherchée, qui s'écrit 

ainsi qu e pe rmet "d'ailleurs de la vérifier un calcul direct: 

La condition (1:6:5) peut encore s'éc±ire 

"au vo i sinage de chaque poi~t,il existe une fonction u telle que 

Ou 
< ô s 1 = Il 

à s 

(L6:7) ô S = grad u 

Ainsi, les traasformations canoniques infini t é sima~_so[}.t les 
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.cha mps de vecteurs gui sont localement des gradients: (symplll

ticrues)~ 

Convenons d 'associer à chaq ue f on ction C 00 , u , la tran~ 
formation canoni que infinit~simale 

o S = - gr a d u 
u 

à, définie p ar 
u 

co 
et de pos er,po0r to ute f on ction C v 

0 w u 

Ow 
. . · = ----*--

os .: 
0 s 

u 

Il est clair que l'on aidentiquement 
ow 

0 w = u os 
grad u = .":' <grad w 1 grad u >, soit 

Inve r se me nt,cette égalité (1~6~10), considérée comme identité en 

w, est équivalente h (1~6~8) ; il suffit pour . le voir de rempla-

cer w p a r les et les qj~ Si on considère une troisième p. 
J 

foncti on v , on aura 

0 u 0 v w - 0 v ou w = [ u , [ v , w J J - [ v , [ u , w J J 

~oit, d' a près l'identit é de Jaco~i (1~5~6) 

ou ov w - ov ou w = · [ · [u , v ] , w ] 

puisque w est arbitraire,nous écrirons symboliquement cette 

égalit é sous la forme suggestive: 

0 v ou = à [ u , v J 
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(1~7) Va r i 2 t é s j a co b ien ne s~ 

No us appell eron s v n ri ~ t é jacobie n ne to u te v ari é t é J à 

2N-l di mensi ons, pl ongé e d a ns l' e sp ac e de ph as es W , définie lo

cal eu ent p3 r un e éq ua tio n 

cp = 0 

(o n su ppose qu e cp est une f on cti on de cl as s e c00 , et que 

cp e t 
à cp -
às 

ne s' an nul en t p .J. s si mu lt an éme nt)~ 

En c h a que point S de J , l e s vect eu rs dS t an gents à J sont 

les sol u tions de 
à cp 

dS = 0 ; ce s ont donc l e s vecteurs dont le 
ÔS 

pro duit symplec t i que avec gr ad cp e s t n u l (n ou s di r ons vecteurs 

"orthog onaux" à gr ad cp ) ; ain s i gradcp déf i nit l a direction 

orthogo nale à J; 
Ma is comme gr a d 9 e s t ort hog on a l à l u i-m~me (le pro duit symplec-

ti que ét an t an tis ymé t ri que), gr adcp e s t aussi t nn gent à J ; ce 

qui j usti f ie l a d éf i n ition suivante 

[

Nous appellero n s c a racté risti ques d'u ne v a ri é t é jacobienne J 

(1;7;2) tr ~ j~cto i res ort hogona le s de J ; ce s ont des c ourbes tr acées 

J • 

les 

sur 

(1~7~3) 

En ~tilis a nt un e c arte l o c a le,compte tenu de (1~ 5 ~3) , on vo i t~e: 

Les c a r a ct é ri st i ~ ues d e l a j a co bi enne d' éq u a ti on cp= 0 sont lo

cal e me nt l e s s o lut i ons du s ys t ème di ffé rentiel (dit caract éristi que): 

1 
.. - ~ . . . dpN -dq 

= • ••• • ·1 ~:r r::r 
-... = 

d N 
- q 

[~J 
po ûr les quelles l'i n t égral e pr em i ère cp a la va l eur 0 ~ 

Il est cl a ir que l a d é f 1n i t ion (1;7;2) des c a ract~ r i st i q ues es 

glob a le,et i nv ari a nte p a r l es tra nsf orm a tions canoni q.e s~ 
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Par tout point S de J , on peut f a ire paSser ûne autre jaco

bienne 

telle 

de ce 

K de 

~ = 0 . qui . ne soj .t 

q ue [ ~ ' ~ J ~ 0 en 

point, les équations 

di mension 2N -2, qui 

pa s orthogonale ~ J (c'est-à-dire 

ce point )~ Alors d ans un voisinage 

~ = ~ = 0 définir~nt une vari é té 

sera en correspondance bi-univo que 

avec les arcs de caractérist i~ ue définis dans ce voisin a ge~ Nous 

dirons que l a jacobienne est 6volutive si on peut trouver aut our 

de cha que point S un e telle vari é té de di me nsion 2N-2 qui soit 

c~upée en un seul point pa r l e s caract J risti ques qui la rencon

trent:(il s ' agit é videmment d'une propriété globale de la jaco

bier,ne)~ Dans ces condi t ions il est clair que 1 1 ensembleYdes ca

ract é risti ques possède une structure. de vt!'.riété c00 à 2N-2 

dimensions, que l ' on peut consid é rer comme le quotient de la jaco-

.bienne par la fibration des c aractéristi q ue s~ 

Il f au t noter q u e cette v a ri é té quotient poisède une structure 

symplecti a ue pl a te ; en effet : 

a) on p eut monfrer qu ' au voisinage d ' un po i nt, il existe une trans

form a tion canonique qui appli que l a jacobienne sur un "hyperplan" 

d 1 é quation pN = 0 (c' est l ' inter p r ~ tation géométri qu e du th é orè

me de Jacobi; cf~ Souri au II,p~259); il en résulte évidemment une 

structure symplecti ~ ue p l a te induite sur l a sous -vari été d'équation 

PN = 0 , qN = 0 ~ 

b ) la for me de Poisson e st u n inv ari a n t intégral au sens de Car

tan du s ys tème carac té risti que (l); par suite ,l e produit symplec 

de deux vect e urs tangents à une telle variété e st conservé par 

--- - · - .- ---- -···- --· --------------- --- ----------- -- · ----- --------- -

(1) Nous savons d é j 2 

pu is que 6 S = gr a d ~ 

slmale ; vo i r Cartan ~ 

que c'est un invari ant intégral de Poincaré, 

e s t une tr a nsform ~ t io n c a noniqE infinit é -

*et si ces c a r a ct ~ risti ~ues ne sont pas des co urbes ferm~ es 
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la correspondance avec une autre variété définie par projection 

le 16ng d~s c a ract é ri~ti q ues . ~ 

·------.. 

On peut appliquer à cette v a ri é té h 2N-2 dimensions un certain 

nombre de considérations de l'espace de phn ses,notamment l'exis

tence d'une forme de Liouville (d'ordre 2N-2) et d'une orienta-

.. tion~Nous considérerons d'ailleurs des cas particuliers ob cette 

vari é té peut ~tre mise en correspondance "canonique" avec un es

pace de phases~ 

Notons que l'on peut identifier les int ég rales premières du sys

tème caractéristique avec les fonctions définies sur les ouverts 

de la va ri é té quotient (cette der~ière définition étant d'ailleurs 
co 

globale); on peut donc définir les int~grales premi~res C 

intégrer intrins ~q uement ces int é grales premières ~ l'aide de l a 

"iorme de (louville (voir 1~4); définir le crochet de Poisson de 

deux intégrales premi~res sur une caractéristique; ceci peut 

d'ailleurs se faire élémentairement,en remarquant que les inté

gr a les premières s ont les f onction u telles que 

[cp~:u] =0; 

p a r ·sui t e, si u et v sont des int~grales première~,l'identi

té de Jacobi donne 

[ cp 1 [u,v] ] = [u,[ cp ,v] J -[v, [ cp, u] ] = 0 
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ce qui montr~ que [uiv ] est une int 6grale pre m i ~ re (on recon

nait le th éo r~me de Poisson); l'identité du crochet de Poisson 

défini d a ns l'espace àe phases avec celui défini sur la variété 

quotient se déd~it de . ~a possibilité d 1 écrire,par une transforma

tion canoni~e,l 1 é q u a t io n de la vari é té j a cobienne sous la forme 

PN = 0 ~ 

-Ch erchon s à inter pr é t er la sym 0trie (en u et cp ) de la candi-

ti on ( 1 ~ 7 ~ 4) : 1 a con d i_:t;j._..Q.n . .2 o u.r __ Çt_jd_e _ __ u _ _ $_oJ t 'd..D.~- j n_t é g:;:_aj. e. P.r.e-

m.:Lè..!' e_ du __ sy_s_t_è.l!l.e . ... c.é?.r,iç_!i_é_r j._s_t_i_qu~~- Q.e . . 1.§!-_ j_a_c_o_bj,_e_n.!î.~----P ~ _= _ _9_., __ _g_s_ t .au s §.i 

,g_ejj._e_ p_o~r_'Dd_E)_J.2.. _t_r_2.0 s f o r_m_<?-J:.i.?..D.._9...ê.!f...Q..n i ~ .i-.Jl.D.D.i .!..~.§..il!l§ 1 e __ à u 

E.2.J)...§_e;r,_v_~. c_~_llEL_k.c_g_bJ.§ nn~~ 

On voit app araftre une corrél a t ion entre invaria nce et 

con s ervation,analogue à celle que fournit le théorème de Noether: 

On peut d'aill eu rs retrouver un aspect du théor ème de Noether dans 

1 e cas où. à est le rel'ève rne nt à W d' une tr an sformation infi
u 

nit~simale de la variété V (Cf~ 1:3); il est cl ~ ir ~ ue ce cas 

s 1 obti e nt en considérant les i'r, t é gr a 1 es pre mi ères .!.inA.ill_e,.2._ .~ 

J'.aJ>Jio.r.t~_à_......f u = P: ô Q , où ÔQ est· un c ha mp de vecteurs 

t a ngents à V ~ 

§ 2 - CALCUL CANON IQUE DES VARI ATIONS 

· C o n s i d' é r o n s un p r o b l è rn e c l a s s i q u e d e v ar i a t i o n s 

ô 
dqj 

f(t, qj, ) dt= 0 
dt 

où il faut, comme d 1 habitude,déterminer n-1 fonctions qj de t 

{elles que la vari a t i on de 1 1 l nt~grale donn é e .soit nulle pour t oute 

variation des qj nulles aux extrémités de l'i nte rvalle d'inté

gration do nné , (t
0

, t 1 )~ __ 
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( I ) - Une premi ~ re interpr é t a t ~o n de ce probl ~ me consiste ~ con

sid~rer les qj comme · les coordo nnées loc a les d 'uh point Q sur 

une vari é t~ V0 de dimen s ion N = n- 1; on écrira alors le problème 

sous la forme 

J 
tl dQ 

6 F(t , Q, ) dt 

t- dt 

F étant une fonction définie sur 

t 1 d ' un point Q de vo et d ' un 

les triplets d ' u n nombre réel 

vecteur tangent ~ V0 en Q ; 

ou , si bn le préf~re,sur un point d u produit direct de R par 

l'espace fibré des vecte~~~ tangents ~ ~~ 

L'énoncé (2~1~2) est alors visiblement indépendant du ch oix de 

la carte loc a le ; il gé nér a li s e mftme (2~1~1) : en ce s e ns qu'il 

se présente sous une forme globale~ 

( II ) - On peut aussi 

1 . . . n 
variables q , • •• q 

b
. n 1en po s er q = ' t '-. et considérer l es 

co mme les coordo nn~ es loc a les d'un poi~t 

Q sur u ne vari é té V de di me nsion 

tera ~ c herch e r une courbe tr a c é e sur 

qn- l ~-~--t -en ,foncti on d 1 un param~tre 

N = n ; le probl~me c onsis-
1 2 . . . 

V , c'est-~-d ire q , q , •• • 

s de sorte que l ' on ait 

f. sl dQ 
.{) G(Q, -)ds = 0 

ds 
0 '' . 

avec [ ::jJ 
dQ 

~· 
dt 

G(Q, -·-~) = f qj, 

(7.]) • 
ds i, ds - ·· 

dQ 
le . "lagr angien" G(Q~ ) est a lors déii n i sur un ouvert de l'e s -

ds 

pace fibr é des vecteurs tang en ts ~ V ; il est de plus homogène du 
.·. d ' t ' dQ L . t . d 1 b prell}.l_e_:t;_ J_g_r~ __ J?-~.LJ...:êl?.P..Q.!'. __g, ds es var1a 1ons e a cour e 

ch~rché~ seiont a steeintes ~ conserver fixes · ses extrémités ~ 
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Sous cette forme (2~1~3), on se po se un problème un peu plus 

gé né r a l que le préc é dent,et. ce sens qu 'il ne sera pas nécess a ire 

~e ~Up~ o se r qu~ t peut ~tre pris pour par amètre,c'est ~ dire 

que 
. . : ; . . . . ; ' . ' . 

ne s'annule p a s ; autrement dit ,la prob1eme sera inva-

riant p6ur les c hang ements de carte 

mensions au li eu de n~l~ 

( III ) On pe ut égaleraent introduite 

.1_' ac t_i_9..!}. 

it f( qj , 
dqj 

a = 't ' 
) . 

t · d't 
·o 

. ) 
~\ ' une variété ~ n 

cerame nouvelle vari able 

d 't 

en la c onsidérant c omme fo nction de la limite su~érieure d'inté

gration ; il revient au m@me,bien entendu, de poser 

da 

dt 
= f ( t, 

pour t = t 
0 

On c onsidérera a lors les vari able~ ~1 ,~~~n-~ ~ , a co mm e les 

coordo nn~es d'un point Q sur une vari ét~ V' d e dimension 
... 

i~ = n+l on c he rchera une c ourbe tracée s ur V1 qui, en chaque 

point Q de V', devra ~tre t a nge née au cOn~?_ de 1 1 espace vect o· 

riel tangent défini p a r l'équation 

I);(Q .9Q ) . :::. È~ , ds ds 

On: suppo s era do nné e 

(en effet, l es qj 

dqj 

. f~,qj, 
...._ __ 

) ds .....9.L 0 
....9.:L. ds = 

ds 

l'une des axtrémités de l'arc de c ourbe 

et a sont donnés po ur t=t ); l'autre 
0 

· " '· .':. extrémité Q · . 
1 

de l a courbe . c herchéd se~a astreinte ~ se trouver 

··s ur unè cou r be .do nnée ( r ') : {les qj 

et t a ya nt des valeurs fixées, a 

étant à priori vari able ); on cherchera 
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à déterminer la co urbe pour qu e l e s co urbes infinime nt vo is ines 

vérifi ant les c onditions donn é es a i e nt m~me . · r~tré!TI_ité :. Ql ~ 

Ma l g ré l e r$l e privilégié que ~emble jouer la variable 

"a" d an s cet é nonc é , nous verrons qu'il posiàde en fait 1 1 i~va

riance dans les chantements de c arte h n+l d{~ensions; en effet, 

1a conditio~ ~herch~e s e ra i ndé penda nt e du ch o ix de la c~urbe 

(r ) , pourvu ·que sa ta nger.teau point 0
1 

né so i t pas dans un 

certain hyperplan~~e fait qu e l a. yariable a n'intervienne pas 

dans l'équation (2~1~7) , c'est à dire que le champ de c$nes 

s o i t i n v a r i a n t p a r 1 e s g 1 i s s e men t s a ~ a +C te , né · j ou e a u c un 
,. ;.. . ... .. . 

caract~re esse n tiel d a ns le traitément du probl~me~ 

No u s a llo n s trai t er ces trois probl~mes en introduisant 

l'esp a ce d e ph a ~es d e la va r iété V ; il aura donc, suivant le 

cp.s., la d.imensi.on . 2n -2, 2n ou 2n+2~ Nous comme r. cerons par éta

~lir un le m~ e important~ 

Soit A un vecteur parc oura n t un esp a cé vectoriel E de dimen

sion Il • 

Nous appe l l e r ons :· .9.§rt_g;, 1 1 e r1semble des solutions d 1.uné équation 

l' <!>(A)~ 0 J 
o ù ~ e s t u n e f o n c t i on C 00 en de ho r s d. e 1 ' or i g i n e , h 6 rh o g è ne de 

degré quelconque~ 

Con s id é r ons un &l ~m e n t B du du a l de E ; nous dirons 

que . B est t a ~g e nt au cOne s' i l existe un él é ment A du c$ne 

et un nombre s non nul tels u 

à [~(A)] 
B = s 

à A 

L'ensemble des c ov e ct e urs tang~nts au c$ne s'obtient donc en 

éliminant les vari ables A et s entre ies équation 

' . . 
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et (2~2~2) ;~il . peut a rriver qu'il forme un cBne,d'~quation 

. t 

Da ns ces c~ ndition~ , on dira que (2~2~3) est l'~quation du cBne 

d~al. du premier, ou encore 1.,!~ cr u? ti~ ·n __ t_a~n_g_e_D_:tl..~.Lt§. du cBne: 

Il r~sulte imméd :èat em ent de l 1 h mogénéit~ de 4' que 

à 4;(A)' 

à A 
A = · 0 ; · on a dohc , B .~A : · := · o, -et par suite 

··6 B ~A · :::: ·· .:..a: 6· A= -sô.[~ (A)]:::: 0 

Par su~te les covecteurs 6 B ~ont "orthogonaux" à A ; on a donc, 

d'après en utilisant un multiplicateur de Lagrange 

à B 

' àcp(B) 

1 
Par suite,l'~quation du cBne (2~2:1) s'obtiendra en éliminant 

~ et B entre (2:2~3) et (2:2~4) ; on a ainsi le moyen 

d 1 obt~nir l'~quation du cBne ~partir de 1 1 équa{ion du cBne dual: 

- Co mm e applic aL. on, con sidérons une fonction homogène du_Jer de-

On peut c on ~ idérer que (2:2:5) est l'~quation d'un cBne dans 

l'espace des couples (:} 

on voit que si l'on pose 

en appliquant le rés u ltat précédent, 

( 2 ~ 2 : 6 ) B = -.2..2. 
à A 

l'éliminatio n de A entre (2: 2 ~5) ét (2~2:6) peut c ondui±e ~ 

unè ~~uét :r ori 

Ir---·. <p ,~B ) _.____,__= 0 -"---Tl 



. . , .: • ! 

: · : .. 

(2~3~2) 

(2~3~3) 

(2~3~4~) 

(2~3~ 5 ) 

19 

et que l'on retr ouv e la fonctïon· G en éliminant f.. et B entre 

les relations 

1

. , à. -~ .. . ( B) 1 
~--~~(-B_)_= __ O __ , __ ~a-= __ B_._A _____ A __ = __ À~~-;-_-_s-_-_-_·~ -

Nous verrons pœus loin des exemples de ce fait~ 

( 2 ~3) Hé so 1 u tj_o_!}_j,_~ H ..E.rob l è~_N° II~ 

s1· no us pos ons 

_ _ dQ: 
= Q 

. 
_e = G(Q,Q) 

ds 

on pourra résoudre classi quem e nt le problème · (2:1~3) par l'éq~~~ 

tion d'Euler-Lagrange 

_j]_' ( ' ô~ ) 

ds à Q 

. àt_ = 0 
. àq 

ou mie ux, er, introd L' isan t une nouvelle vari ab le P 

p = 

p = 

ô Q 

ô t 
ô Q 

Nous avons vu que le "lag rangien " .. ;Q, e.st homogène du premier de• 
• 

gr é en Q ; par suite, il vér ifi e l'iden t ité d' Eu l e r : 

Par -dif f éren tiati on , or, ·· obtier.t 

6 Q + 
àQ 

6 Q = 6 p~ Q + p~ 6 Q 
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d'o~, compte ten u d e (2~ 3 ~3) 

ÔQ :=ôP~ Q 

., 

si bi en que l' on peut r e mpl acer l'~ quatio n ( 2 ~3~4) pa r l'~qua-

tion ~quival ente 

r~ o o = or~ o 

Appliquons à l a fonction homogène du 1e r degré t les ré sulta ts 

du N °( 2 ~2); il peut arriv e r ( et c'est ce . que nous supposerons d~-. 
sormais) que l'on puisse é li mi n e r Q dans 1 · t~quation (2~3~j) ~ 

et tr ou ver a in s i une relation 

cp (P,Q) = 0 

On s a it a lors que l' on pourra rempl a cer (2~~~3) par le syst~m~ 

ocp(~,lf' ) 
cp (P,Q) = 0 Q = ]\ 

0 p 

d'o~ l' on tir e l'identité 

. 0 cp ~ Q 6 p . Q + ]\- • u = 0 
àQ 

ce qu i perm e t d ' écrire ( 2 ~3~7) s ous l a for me é qui valente 

• 
p = 

ô cp 
r.--

à Q 

On v oit final eme n t que l' on p eu t é crire les équ a tions de Lagrange 

s ou s l a forme 

cp (P~Q) = 0 

avec 

à cp 
P=- 1\ -

0 Q 
Q = ]\ 

0 cp 

0 p 
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_En comp ara n t _ ~vec (1~7~3) ~ 6n : peut donc ~noncer 

t--""·· .. .............. ............. ... ........ ............ ···- ···· .......... ... .................... ......... .. ····· ···························· ·· .. ····-··· ······· ........... ······ ····· ....... ········· ··-··· 
! Soit à résoudre le pr ob lème 

i J sl dQ 
i (2~L3) 6 . : d(o, ) ci s 0 = 

s ds 
(extrémit~s : fixes) 

0 

dQ 
QÙ le l agrar.gien t = G(Q, ) est homo g ène du premier 

(2~3~3) 

(2~3~ 8) 

ds .. dQ 
degré par rapport à Q= 

as 
• 

Si l'élimi rution de Q dans l' équa tion 

p = 

co nduit à un è ~ ~u~t i o n 

cp ( p ,Q.) = 0 

la phase { P,Q ), le long des courbes cherch é es, décrit 

une c a r a ct ~ risti~ de la variété jacobienne définie pa r 

(2~3~8); pQr c onséquent ,les c ourbes extrémales cher-
I 

ch é es so n t les projec tion s sur la vari é té V de ces ca-

ract é risti que s~ 

Ainsi qu ' on l'a vu en (2:1),1e problème (I) peut se ramener au 

problème (II); util is on s d o nc l es résultats précéder.ts~ 

On a vu (2~1~4) que 

1 

~ = f ( t, qj , - ~j ) t . ... 

en dés ignan t par 
. j 1 
q 

t 

le s d é rivée s. de s p·ar rapport à t , 
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et par L l e l ~ g ra n g i en i ni ti a 1 · f ~ t , q j , q j ' ) , on v o i t :qu e l e s 

équations ( 2 ~ 3~3 ) s ' écrivent 

Ô L 
-~ -= L -

. ; 1 
q" 

On pourra appliquer le formal 1sme précéd e nt si l'on su ppose que 
• 1 · . 

l ' on peut éliminer les qJ entre ces rel a ti ons: 

Le form a li sme ha mi lt oni e n s ' obtient e n f ai saqt une hypoth ~ se sup

plém entaire , ~ savo i r que la rel at ion trouvée est résoluble en 

pn+l ' sous la forme , 

en appliquant les équations (1:7:3 ), on trouve alors les équat i ons 

ch e rchées 

dq 1 dq n- 1 dt - dp -dpn-1 - d p 1 _ ___ ll.: 
= ••• = = = - ------= • • • = = 

ÔH ~ 1 ÔH àH àH 

ô Pn- 1 àq 
1 

àq 
n-1 

àt à pl 

auxquelles il f aut joindre ! .' équation ( 2~4:3) ; celle-ci peut 

d 1 ail1Burs servir à éliminer la variable p 
n 

d 1 Ha :n ilton 

Po u r r ésoud re le problème 

; d ' où l'énoncé 

J 
tl • • 1 . 

L = f ( t,qJ,qJ ) ( extrémités fi xes ) L d t = 0 

t 
0 

s i 1 ' o r. p o s e 

et si l'on peut , e n tirer par élimination des une identité 
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à L • 1 

( t, qj , p . ) - ·.·, .. qJ L - H 
ô c; J J 

alors l'évolution des p. et des : j 
J 

q l e long des courbes cher-

chées est donn é e p ar lés équ a tions d ' Hamilton 

dp. 
-- -~ = = , 

dt à p. 
J 

dt 

èL'i n t erp r éta tion géométrique de ces équati ons est évidente,d a ns 

le cas tout au moire où le la grangien , donc H , ne dé pend pas de 

t : elles s'écrivent en effet 

dS 

dt 
= ô s 

H 

S désign ant la phase (d e coordonnées loc a les 

la transformation c~noni ~ e infinitésimale associée (suivant la 

conv ent ion (1~6~8) ) ~ la fonction H : On sait que l'on en dé

duit cla ssiquement le théorème de Liouville~ 

-On voit commen t ce fait peut s ' interp r éter d a ns l'espace de 

phases à 2n dimen sions : le s courbes cherchées sont les ca-

ractéristique s de l a variété . j~cobienne d'équation (2~ 4~3) ; 
dt ( comme le rap port dS ne s'annulle jam a is cf~ les équations 

(2~ 4~4 ) ) , les s ections t = Cte cou pent en un seul point ces 

caractéristiques · ; p a r suite ,l a jacobienne est é voly~ ( § (1~7))~ 

Les c a r~ctéristi q ues déterminent sur cha que section t F' t 
0 

une 

structure symplecti que (qui n'est autre que cell e de la vari~té 

qu~tient de la jacobienne) i ndépend ant e de t ; p a r suite, l'é-o . 
volution d'une phase . depuis l'instant t = t J·us a u 1 à un autre 0 . 

instant t = t 1 est n ~ cessairEment une transformatiDn canonique 

~ Nous somm~s donc ici d a ns le cas où la vari é té auotientYde la . ""' 
jacobienne peut ~tre identi.fiée avec un espace : de phases-\it savoir 

cel ui de la vari é té à n•l dimensions d é finie d a ns l'énoncé (I)~ 
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. . . 

- Il importe de remarquer qu e ce cas ne présente aucune particula~ 

rité rem arquable par rapport au précéàent,l 1 hpot hèse d e la résolu

bilité en pn de l'équati on jacobienne n'ay ant aucun caractère 

remar quable ou nécessaire ; nous l'avons étudié surtout en raison 

du grand nombre de travaux utilisant le formalisme hamiltonien , 

et aussi parce qu'il Gournit un exemple de j acobienne évolutive~ 

Consid é rons, sur une variété v' de dimension N , un champ de 

cenes définis par uné équation 

. 
y; ( Q, Q ) = 0 

ho mogèn e en Q • 

Su pp osons que l'on puisse écrire l'éq~~tl_~~~~nttelj~ de ces 

cenes so us la forme 

cp ( Q ·, p ) = 0 

cette équation étant bien entendu homogène en P (cf~(2~2))~ 

Cette éq uation (2~5~~) peut ~tre con s idée~~ · nnmme 
. . 1 

l'équation d' une jacobienneJde l'esp a ce de phase,cette jacobienne 

é tant 2~P2_t~ (puisque ses sections Q = Cte sont des cenes en P)~ 

Nous conviendrons d 1 ap pe 1er c ara ç..:1._~..I..Ls...t..LCLY.~J?....Jiu __ c.b_~m.2__~.e. cene s 
. . 

le~ dar~6téristi qu es de cett ~ jacobienn~,ét a nt bien entendu qu 'il 

s'agit de courbes tracées dans l'es pa ce de phases~Il f 2ut noter 

que cette d é finition ne coïncide pas exactement avec l'usage clas-

si qùe,où l'on considère non pas · des phases mais des él~_mp_n_t.ê_...Qs_ 

s:_<?J·t~a.ç:J:.' c'est à dire des COU;Jles d'un point Q et d'un r.axon 

d~ l'es pa ce cotangent~ 

Il e s t facile de vérifier que ces caractéristi qu es fournissent 

l a solution du . problème s u ivant 
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Tro u v~r une 2ourb~ (C) de VJ v~rifi a nt l a c ondi tion (2~5~1), 
et assacier h chaque p~irit de cette courbe 0n covecteur P de 

sorte que P~ 6 Q ait une valeur c o~~ t an te s u r (C) pour to u

tes les va riat~on s 6 Q compatibles avec l a c ondition (2~5~1)~ 

Il est cl a ir alors que si l'on se limite à l'ensemble des cour-

bes p assan t par un point 

(Cf~ (2~1) ),l' e xp ression 

Q . et ren coQtr~nt une co urbe 
0 

P~6 Q sera nulle sur (c) 

( r ) 
' a cause 

de la conditi on en Q , et que le point Q1 d'intersection 
0 . 

a v e c ( r ) s e ra s ta t i o n n a i r e , à rn o i n s qu e 1 a ta n ge n te à ( r ) 
en c e point appartienne justement à l'hyperplan d 1 éq~ation 

p~ 6 Q = 0~ 
Ce n'est pas le c a s si l 1 ~ q uat i on du c$ne est de la forme 

(2~1~7),et si l a c ourbe ( r · ) est ob tenue en faisant vari e r 

la variable a seule,puis que P~ 6 Q 

b la variable conjugu ~ e de l'action 

= b~ 6 a (si on appelle 

a ) et que b est une 

inté gra l e premi è re du système caract ~ risti q ue,p u is ~u e le problè

me èst inv ariant p ar le s translations sel on a. ( Ndus verrons 

·ceai de façon plus d ~ taill~e sur des exemples)~ D'ob l'~no n cé: 

-Pour ren dre stationn a ire l'action 

a ~ f 
. 

G(Q,Q) ds 

. 
Q d~crit un e variét ~ V et o~ le lagran g ien G(Q,Q) est 

ho mogène du premier degré en Q ) , il suffit d e c hercher les 
1 

car a ctér ist iques du champ de c$n e s (de l a véri é t6Y= RX V ) ayant 

pour ~quation 
• 

a = G(Q,Q) 

: . Rem arquon s que l e s calculs sont l e s m~més que .da ns l a m~thode 

(2~3~13) ; en effet, l'~ quation tang e ntielle du c$ne s'obtient 

( ) .::.P.... • en remplaçant d ans l'équation 2~3~8 P p ar , la 
b 
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vari a ble b c on j ug ué e de l'acti on peut ~tre con s idérée (au si -

gne près) comme une variabl e d' homo gé néité des 

§ 3 QUA NTI F ICATI ON ~ 

( 3 ~1) Varj._a bles dyn amig...t es.~ 

p .• 
J 

On a ppelle cl a ssi que me nt ''variables dynamiq ues" d'un pro b lème de 

v a ri a ti on mis sous la forme (2~4~5), et nous ap pellerons varia-

bles dyn am i que s de type I tout e fo ncti on u des variables p. , 
J 

q~; o~ con s i dè r~ de p l u s que l a vari able dynamique évolue en 

f on ction du p a r am ètre t selon les é q uati o n~ dlHa milton,c 1 e s t h 

d ire qu'elle vérifie les équ a tions 

d u 

d t 
= [ u , H J 

I 

où l'i nd ice I in d i que un croc het d e Po iss on pri s avec les va

ri a bl ~s -p. , ~j · où j ne prend qu e le s valeurs 1,2,~~~n~ 1; 
J 

Il r és ul t e claireme nt de l'a nalys e que n ous avons donn é e du for

mali s me ham il ton i e n (fin de (2~4) ) 

qu e ce· so nt _ des int égr a l e s pre mi ères du 

s ystèm e c a r a c té ri s t iq ue po s é d 2ns (2~ 3 ~13) ; nous a ppellerons 

l es fonc t i ons de s p. j 
, q , 

Pn . , t , défini e s s ur la j a cobi e nne 

v é rifi en t l' é qu a tion 

[ cp' u J ri= o 

J 

~ (P , Q )= 0 , et qui 

où 1 1 i Gd ice II d é sig ne le crochet de Pois son s ur l' espa ce de 

ph a seV-Jà 2n dime nsions~ Si la jacobi e nne est évolutive, il re-

vient . a u m ~ me de dé finir les "vari ables dyn ami qu es.de type II" 

.· 
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comme les fonctions (c 00 ) d é f ii"ties sur la variété quotient Y 
de cette jacobienne p a r ses caracté ristiques~ 

On peut aussi cherch e r ~ défi ni r les . vari ab les dyn ami

~es au moyen de l'espàce d e phase à 2n+2 dimensions ; ma is il 

y a ce tt e fois une certaine ambigurté, due à l'homogénéité par 

rapport aux p. ; nous la l~verons avec la convention suivante: 
J 

On appellera variables dynami ques (de t yp e III) d'un champ de 

(3;1~3) c6nes les int4g rales premi~res de ses é quations caractéristiques 

homogènes .<!!f_prem,i e:r:._çle__gré. par rapport à P ~ 

La formule (1~7;3) montr e alors que le c r ochet de Poisson 

de deux variables dynami ques est encore une variable dynamique; 

- D'autre part, de toute variable dynami que du type · II , on dé

duira une variable dynami qu e du type III 

u (p. 'qj) 
J 

-b u ( -pi , qj) 
.b . 

caractérisée p nr le fait de cotncider a vec la précédente pour 

b = -1 ; rappelons que c'est par cette règle que l'on passe de 

l'équation de la jacobienne '(p.,qj) = 0 à l'équation tan-
J 

gentielle du c6ne ; on vérifie aussi aue le crochet de Poisson 

de deux variables dynamiques du type II cotncide avec celui 

des variables du type III obtenues p a r la correspondance 

(3;1;4), si bien qu'on pourra i de ntifi e r toute variable du type 

II avec la variabl e du type III correspondante~ Mais il faut 

noter qu'il existe d'autres variables dyn amiques du type III 

(~ell e s a ui dépendent explicitement de l'acti on a), ~t qu'elles 

vont jouer un rôle essentiel dans l a quantification~ 

La mét hode de quantification propos~e p ar Dir a c consiste essen

tiellement à associer linéaireQent à chaque variable dynamique 
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u de t ype I , un op~rat e ur hermi t ien s ur un esp a ce de Hilbert 

H (que nous noter ons ~ ) de façon à v~rifi e r l e s axiomes 

7 = op ~ra teur i dentique sur H 

Il est cl a ir que l' on peut poser 

que les opé r a t eu rs seront antihermiti€11.§., et qu e l es axiomes 

s 1 ~ cri:tont 

/\ A ""' A 
~ 

u • v v iJ = [u , v] 

A _L 
1 = 

i}'{ 

Le pr e mier des axiome s ( 3 ~2~3) interprétera a lors la correspon-

dance 
/' 

u ~ u comme une re ;~y~~ati ·~- li n~aire de l 'algèbr e d e 

Lie-Poi s son d es v a riables d y namiques ( a l g è br e de Lie q ue l'on 

peut mettre en c orrespond a nc e a vec celle de s transformations ca-

noni ques infinit é simales,en r aison de la formule (1~6~12) ) 

. . 
La s e c onde de s conditions a u ne in t erpr~tation plus 

fine (l a vari ab l e d yn am i que 1 a ppartient a u ce n tr e de l'al gèbre 
A 

de Li e-P oiss on ; son im age l pourrait ~tre un s calaire quelcon-

qu e , p a r exemp le 0 ), que nous allons d onner pl us loin~ 

No u s é tudierons un problème de Dirac 11 de ty p e II" , en cherchant 
A à a ppl i qu e r l a corres pondan ce u ~ u a ux v a ri a bl e s Qynamiques 

d e type II ; 

n ou s v e r r o n s e n s c:. i te c o rn i.l er, t p a s s e r a u c a s 11 d e t ~' p e I 11 
, q u i c or

r esp on d ~ l'~ non c é de Dir a c: 
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~3~3) Soluti o n_<!_u__E.~~lème de Dirac (ty pe · II)~ 

No u s consi dé ro n s une v ariét é c00 , V ; u n point Q décrit 

une courbe sur V en f onction d'un p aramètre s ; on pose 

. 
·. q = _9.9_ ds ; l e l agr a ngi e n G(Q,Q) est homogène du premier degré 

• 
en Q , et on c herche à re nd re stationnaire l'intégrale 

a = f • 
G(Q,Q) ds 

s 
0 

( pr obl ème d e vari a tions s ou s l a _ forme II , c f~ §(2~n.) )~ 

On su p po s e que le covect e ur p défini p ar 
• 

p 
èG(S,O) 

= 
è Q 

est lié ' Q a de sorte que l a ph a se 

s = (P,Q) 

• 
J lors qu e Q et Q varient ; 

en pr enan t une c a rte l oca le pour (V) , Q 

p a ramètr e s qj , P p a r s e s c omposantes 

( J) ad me ttra loc a l emen t un e équati on 

cp ( p. , qj) = 0 
J 

s e r a rep é~é par de s 

p . ( j = 1 , 2 , ~~ ~ n ) , et 
J 

Dire qu e l a jacobie n ne est é vol u tive,c 1 est dire ( § ( 1~7 ) qu ' a u 

voisinag e de c haqu e point de J , il exi s te un e fo ncti on 

u ( p. , qj) telle que l e s c a ract é risti qu es de 
J 

qu'en un seul po i nt l 1 en s ~mble 

u(p ., qj) = 0 
' J 

et qu e [u , cp] -fo 

J ne rencontrent 
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On con si d è re égaleme nt la v ariété 

V' = v x R 

p arco urue p ar le coupl e ·{Qa) 

a désignant l' action,cons i d é rée comme fonction de la limite 

sup ~ ri e ure d'int égration de (3~a;l); alors le vecteur,tangent à 

·v• 

rn 
apparti e nt au c8ne d ' é qu a t i on 

( 3~ 3~7) G(Q,Q) - ; ~ 0 

(3~3;8) 

(3;3;9) 

C o r. f or rn é rn e r, t à ( 2 ~ 5 ~ 4 ) , no u s . f o r rn on s l ' é qua t i o n ta n ge n ti e 1-

le du c$ne (3~3~7) , en écrivnnt ( cf;(2~2~2) ) que le covec-

teur, t a ngent à (v') 

[ II b J 

vérifie 

ô~n • • 
( II b ] = À 6 ( G(Q,Q) - a J 

où d é si g ne un scalaire non nul, et en éliminant À ' Q • 
et a • 

L'équation (3~3~9) se décomp o se en 

• 
à G(Q,Q) 

TI~ À 
àQ b = - À 

Le r é sultat de l'éliminati on est immédi a t 

b /:. 0 ' ( - n ' Q) e 
b 

J 
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Cet t e é l im in a t i on morttre qué l a phase 

S' = ( (II b) ) 

d é crit u ne j a c obi enne JI , d é fi n ie p a r les équ a tions (3~3~11); 

on voit que si l'on po se 

e (s') = (- rr 
b 

' Q ) pour b ~ 0 

l a j a cobienne JI e ~ t dé f in i e pa r 1 1 ~qu a tion 

9 ( S') E J 

qui s ' é c ri t , à l' ai de d' une carte locale de (V) 

n . 
rp ( - -L 

b 

[

Proposi t ion : 

( 3~3~16) Les c 3r ac téri s ti ques de 

c aract ér istiques de J ' • 

J sont les images e des 

Si l'bn forme , è l ' a i d e de (1~7~ 3 ), les c a iact é ri s tiques de 

J' , on trouve le s ys t~m e di f fér e nti e l 

dq n d a - dpl -dp -db n 
= -- = = =···=- = ..... -

_Qp_ ~ ?L g_p_ 0 
.E p. 

ÔPn j J à p. à ql: à q n 
J 

-1t 

(on a po sé p. 
J 

= ~) 
b 

On v oit qu e toute c a r a c té risti que de JI 

écrivant l e s équ a tions qui ind i qu ent que 

s'obtient bien en 

9 (S') décritune 

carafté ri s tique de J , l'équation b = Cte (non nulle) , 
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et qu e a est donn~ par un e quadrature i les car a ct~ristiques 

de J se rel~vent donc globalement en car a ctéristique de 

J' 

- Ce tte propo s ition est d'ailleurs une a utre forme de l~nonc~ 

(2~5~4)~ 

{

Corollaire 
(3:3:18 - -

La jacobi e nne JI est ~volutive: 

(3~3:19) 

En effet,con s idérons un point S' de 

s = e(s•) de 

u ( p. ' J 

J , p a sse une v a riét~ 

J' par le point 

qui coupe l e s c a ract ~ ri s ti q ues de J en un point au plus_ ; _ 

donc l'image r é ciproque par e de ce t te vari é té,dont l'équation 

s'écrit 
-n 

u ( __j_ 
·z 

est une vari é t~ qui coupe en un point a u plus les c a ractéristi-

q ues de J' , car b est constant sur les intégrales premi~res, 

et la v a l e ur d e a sur deux c a ract é risti ques de m~me projection 

ne peut cotncider en un po i nt sans cotncider p a rtout: 

Pui sqqe la vari·été J est évolutive, on sait Gue l'ensem~ 

ble de ses caractéristi ques e st une vari é té symplectique plate 

de dimension 2n-2 , (cf:(l:7) ), que nous d é signerons p a r y • 

De mftme l'ensemble des c a ract é ristiques de J' est une varié-

té sym p lecti " ue plate Y' , de dimen s ion 2n: 
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Nous allons maintenant introduire les espaces fonctionnels , sui

vants: 

e 1= ensemble des fonctions complexes c00 défir.ies sur Y 

-On sait que C 1 peut ~tre aussi c onsid é ré comme !~ensemble des 

intégrales premières c 00 du système caracté ristique de J ~ 

e2= ensemble des fonctions de à support compact dans y 

- e2 est un sous-ensemble de e1 ,qui coïncide avec c 1 si Y 

est copacte~ Les fonctions u appartenant à 8 2 ont une inté

grale selon la forme de Liouville sur Y , que . nous désign~rons 

par 

J u 
y 

La théorie de l'intégration sur une vari é té montre que: 

u > 0 =>f u. " 0 

et que 
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.. . ( 3 ~ 3 ~ 25) u ~ 'o , J u = 0 ~ · u = 0 

y 

e 3 = ensemble des intégrales premières complexes, c 00 
, ho

(3~3~ 26 ) mogènes du premier degré en [ TI ,b J , du système des c ar acté 

~isti q ues de J' 

(3~3~27) 

(3~3~2 8) 

- Il est évide nt que la v ar i é té 

transform a tions 

J' est inv a ri an te par les 

( 

n ~ À rr , b ->À b, Q ~ Q , a ~ a 

1 
À= nombre r é el n on nu l) (nous disons que J est c onoïde ), 

et que cette tr anformation change les c a ractéristiques en carac-

téristiques; p ar sui t e ,l a vari é té quotient Y' est elle aussi 

c o n o :l"d e ; e 
3 

p e u t d o n c ~ t r e c o n s i d é r é e c o m rn e 1 ' en s e rn b l e de s 

fonctions C (') sur Y' homogènes du premier degré en À 

par rapport au x transformatio ns ( 3 :3~27)~ 

Prooosition : 

Si u et v appartiennent à [ u 'v J E e 3 

/ .· 

On sait (t héorème de Poi ss on) que le croch e t de Poisson de deux 

intégr a l e s premières es t une intégrale première; l'expression 

\' 
( 3 ~ 3 ~2 9) . [ u , v J .- \ Ô..J:L_ Ô__L 

L à qj j ànj 

2L à v + ~ .b. ~ ...2.:! 
àn. b qj à a Ôb àb à a 

( 3:3 ~30) 

du crochet de Poisson sur 

hotnogenes du pre mi .er de gré 

il en sera de m~me de [u 

Pro posi tion : 

J 

J I mo ntre 

par rapport 

, v ] • 

c:o:F :o: 

.. ~ 

que si u et v sont 

aux va r i aq les n. , b , 
J 
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Si u E C. 1 , e· t s i 1 ' o·n po s e 

~(S ' ):= -bu(9 (S')) 

.-...J 

alors U E C, 3 

Il r~sulte de la pDvposition (3~3~16) que u( 9 (s• ) ) est 

donst ante sur les caract~ristiques de J' ,donc intégrale pre 

mière ; e l l~ est visiblement hornogèQe de degr~ 0 ; en la mul 

tipli ant par -b , qui est une intégrale première ( 3~3~17 ) 

homogène de degr~ 1 · , on a une fonction de degr~ 1~ 

Proposition : 

Pour qu'une fonction v de c. 
3 se mette sous la forme 

r--/ 
( u c.l ) il f aut et il suffit qu'elle vérifie u , E 

[ b , v J = 0 

En effet, il r~sulte de (3~3~29) que 

ov 
[ b , v]= -

à a 

Dire que v appartient~ t
3 

et vérifie ( 3 ~3~33 ), c ' est dire 

que v est une fonction v(b, TI ,0) , constante sur les c a- . 

~actéristi q ues de J , homogène de degr~ 1 en ( n , bj ; 

si l ' on pose 

u(P,Q) = v(-l,P,Q) 

il est clair que u E ê , et que 
1 

la seule fonction à avoir ces propriétés~ 

C~QS ~ D~ 

est d'ailleurs 

- Les propositions (3 ~ 3~30) et (3~3:32) peuvent se r~sumer 
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Définiti o n 

Nous désignerons par 

-- -------- ----------------------, 

36 

est l'en se mble des soluti ons de 

e4 l'en semb le des f onct ions de c 3 

(3~ 3 ~37) qui vérifient l'identité : 
const an t e de Pl a nck) 

Pro pos ition: 

- ~ 
[b,~J= 

l -P 
b Si y;l' ~ 2 E 1. 

(~ . ) 
2n 

1 ' 

r-J 

~2 E e 
1 (3;3.3~)1 

~-----------------------------------------J 

(3~3~39) 

f . -. ) \3.3.40 

(3~3~41) 

1. ~1. ~ est vi s iblement une 
b 2 En effet , l a fonction 

intégrale première homogène de degré 1 , et l'identité évidente: 

L [u , vw J = [ u, v] w + [ u, w ] v -] 
montre qu e [b,- ~ y;

1 
~ 2 ] = 0; il suffit d 1 a.ppliquer(3~3~32)~ 

Nous appellerons 

v é rif i e nt 

Pr oposi tion: 

l. 
b 

e5 l'ens e mbl e des fonctions de 

5 
es t un espace v e ctorie l de dimension infinie. 

e 
4 

qui 

La yari é t é · J ét a nt é volutive,de dimensi on 2n-l, on peut 

trouver une sou s-v ari é té U , de dimension 2n-2 c ontenue 

d a ns le do maine d'u~e carte locale (p.~ qj), qui rencontre en 
. J 

un point au plus les c a r actéristi qu e s de J, et ~i es t c a rac-

t é ris é e p a r une équation u = 0, avec les condit io ns : u de 
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( 3 ~ 3~43) 
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classe c00 , [u,cpJ ~ 0~ 
Consid ~ r o ns l'ensemble 06 des fonctions complexes sur 

U à support compact; si w E 0 6 , on peut écrire 

w étant coo par rapport aux 2n variables pj , qj; si on 

a po se -n. 
Q (s ' )= - b ( ___.l qj) iff w , e 

b 

la foncti on Q est c co sur la v a riété u· à 2n dimensions , 

im ~ge réciproque de u par e . c omme les caractéristiques , 
.'V. 

(CL(3~3~18) ) , de J ' rencontr e nt u en un po int au plus 

Q ( s 1) est la trace· Sur 
rJ u d ' une fonction constante sur 

les caractéristique s, coo sur un ouvert de J ' , et nulle 

sur un voisinage de l a fr ontière de cet ouvert; en la prolan~ 

geantpar la valeur 0 en dehors de cet ouvert , on a ainsi défi

ni une intégr a le première C 00 , que nous app e llerons "Q 
,-J 

et qui vérifie ( 3~3~43) sur U • 

Co mm e les c a ract é risti ques de J' sont i nvariantes pa r 
/".. 

l es substitutions ( 3~3~27) , on voit que Q est homogène du 
-v 

premier degré en ( TI , b) (puisqu'il l' est sur U , éelon 
~ 

( 3 ~ 3~43) ) ; d ' autre part il est clair que l'on a sur U 

[b , IT]= 
àQ - Q 

;: 

àa i11 

et que cette relation est vr ai e sur toutes les cafa c téristiques 
r-' 

rencontrant U , puis que l a forme de · Poisson est un invariant 
A 

int égral de Cartan du système saractéristique~Ainsi Q e ê. 4 ; 

.rJ 
u 

l/.'o-/". 1t • • 2 
b Q Q = -b 1 w(T , qJ)I ; la fonction x, on a sur 

définie sur (Y) , telle que 
. 2 

c o t n c i à e a v e c 1 w ( p· . , q J ) 1 
J 

r--'- 1 "rlQ""' ( , ' 3 . . ) X = - b ~~ th e or erne • 3 • 3 8 

sur la proj~ction canonique 

( b i un i v o qu e·) d e . . U : sur · Y , avec 0 ailleurs,elle a donc 
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[~; ~] est nulle d a ns tout ouvert où ~ · est nulle,le support 

de est contenu d an s celui de - ! 1 ~1 2 , 

donc compact 

Ce t h~ or~me peut auss i s' é noncer sous la forme suivante : 

Si on pose,pour tout u d a ns e 1 et t out ~ d a ns ê 5 : 

~ ( ~) =[u , ~J 

.A u est , pour ~ou~ u, un opér a t eu r lin éaire appli qu ant e 
5 

dans es~ 

Théorème : 
.......... e 

1
, u 

[ 

Si u est réel l e d an s 

qu ' il v é rifie 

6{ (< ~ ' ~( ~ ) > ) = 0 

est . antihermitien , en ce sens 

Ce r és ul ta t peut ap pa rattre c omme une con séq uence du fait que 

la déf i ~ition ( 3 ~3 ~ 47) de ~ est le r é sultat de la transforma-

tian canoniq.;. e infinit é simale àrv u 
opérant sur ~ , et que les 

t r a nsformations canoniqu e s conserv e nt la forme de Liouville~ 

Donnons-en une démonstration directe : 

Si on calc u l e avec une c a rte l oc û le,il vient immédiatement 

(cf~3~3~29 ): 
àu à ~ àu à~ 1 

l" 
à u j 

[ 'U ~ J = - • -b -- + - p. - ~ , 
àqj àqj à P · à n . ifl J à p . 

J J J 

d' où 
àu à ~~ àu à li'~ 

6t (~x [ 0' ' ~] )= - - - -- (-) - b ( -) 
àp. àqj 2 à qj àn . 2 

J J 

Soit, e n a ppel an t v la f onc t ion d e c; te l le que 
1 

fV 1 ~~ (th~ 3 ~ 3~3 8 ) v = - b 
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Gt( ~x[u,~] )= ;[u,v]= 
1 
2 

div (u <'grad v) 

(avec le gradi ent symplectique (1~5~2) et la divergence suitant 

la forme de Liouvill e );~ 

Par s uite l'ex p ~ession 

61. ( <<V.\;' (<V)>)~ { 61. (;x[';;. <V l ) 

est null e co mm e int ci grale d'une div e rg e nce ~ sup port compact~ 

Th é orème: 

Si u et v e 

/',/'- /'- ./' 
u.v - v.u 

En effet,quel que soit ~ dans 

[ 
./'. . ..A /'-. . /'.] ( .1. ) u.v - v.u 't' 

Thé orème : 

~ ( ~) -

= [~, [~, ~] ] -

= [ [~' v J ' ~ ] 
~ 

=[ [ u , v] , ~ J 
~ 

= [u,v] (~) 

e 5 , 

[~, [~, ~] ] 

(Identité de Jacobi) 

(Formule (3~3~29) ) 

Il suf f it de f a ire u = 1 da n s (3~3~49) 

Par suite,les r é sultats précédents peuvent s'énoncer 
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· ~ . . ~a corresppndance (3~3~47) fait ( correspo~ctre à toute ~onction 

(~ ~3 ~52) 

r~elle u de el un . opérateur lin~aire ~ · sar \ l'espace 

· préhilbertien (de dimension infinie) e5,de façon que: 

<"' 
u • <"" A 

v - v 

A 
1 = 

.. 
est antihermitien 

·;·,. ' . 

. A ~· 
• u = [u , v] 

1 

On a donc · bien résolu le probl~me de Dirac (type II), sous 

la forme indiquée ~n (3~~)~ Il est facile,si besoin est,d'obte~ 

nir p ar compl~tion un espace hilbertien sur lequel op~reront 

.des o~érateurs antihermitiens non bornés~ · 

(3~4~) Solution du problème de Dirac (type !l~ 

Soit v 
0 

une variété à . n-1 

te locale par les coordonnées 

dimensions,repérée dans une car

qj (~ · = 1,2,~~~n~l); on consid~re 
un problème de variations, . défini par . un lagrangien 

j 
L ( t, qj , ~i ) ; on suppose que les conditi~ns (2~4~7) qui 

permettent l'application du formalisme hamiltoni•n sont applica~ 

bles; on suppose de plus que l e s équations d'Hamilton ont une 

solution,définie pour - 00 · < t < + 00 · ; à partir de chaque 

syst~me de conditibns initiales (p. ,qj ,t )~ En revenant à 
Jo o o 

l'interprétation au moyen de la vari6té à ~ . dimensions 

v = v XR . o repérée par les 
1 2 . . . n-1 , 

n variables q ,q , ••• q 

qn( - t), et par son esp ace de phase W , on i6it que cela re-

vient ' dire que les vari é tés a t = Cte coupent en un . point et 
1 

un seul chague caractéristique de la jacobienne J _; par: suite 

il existe pour chaque valeur de t une corréspondance C 00 
··' 

biunivoque entre l'espace de phase W de V e~ l'espace 
0 0 

~i , quoti~nt de J par ses caractéristi ques; il r~sulte 



. ·(3 ~4 ~ 1) 

(3~4~2) 

(3~4~3) 

.(3:4~4~) 
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imm~diateme nt de la d~finition de l a structure symplectique de 

, . Y (Cf~(l~7~3;) ) que cette· corr~spond~nce est banonique 

(c 1 èst à ~ir~ qu'elie ~~nser~e 1~ crochet de P~isson)~ 
Soit a:lor's u une variable dynamiq·ue de type (I),c'est à. 

dire une fonction C 
00 

d ~finie sur 1 ' espace de phase · .. ~~ 
0 

. . ; . 

à cha que "instant" 

c00 définie sur 

t on _peut donc lui associer une fonction 

Y ,c'est ~ dire un~ variable dynamique de 

type (II),que nous désignerons par ut ; dans une carte locale, 

cette corresp ondan ce est c a ract é ifiée par 

= · ut (c a ra c t ~ r i s t i q u e ( p 
1 

; ~ ~ ~ p n _
1 

, p n , q 1 , ~ ~ ~ q n -l , t )) ; 

on rappelle ~ue !~équation de J s'écrit (Cf~(2~4;3): 

La correspond an ce entre u et étant canonic~ pour cha-

q~~ valeur de t, on a évidemment l'identité 

' où les indices I et II ra ppellent qu'il s'agit respective-

ment de crochets de Poisson pris svr W et sur Y (ou 
0 

sur J : ,si les vari a bles dyn amiques s ont consi~érées comme 

. int~gral~s premi~res)~ 

Si _d9nc on assodte ~ chaque variable 

te ur (défini ~ p artir de ut par 

évidemment 

u de type (I) l~opéra

(3;3~47) ), on aura 

............. 
ut est antihermitien sur l'espace pr~hil~ertie~ 

/"---... /"-. . /'- . .[ J 
vt• ut -- . - u , v t 

ce qui résout bien · le problème de Dir a c <Be type · (I) ~ 
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On peut utili s er 1 2 m~thode de démonstration du th ~ or~me (3~3~41) 

p·our construire effectivement l'espace 8 5 ; on vérifie immédia-

tement que les éléments ~ · de e5 sont définis par la formule 
a 

pour t=t 
0 

do.nné, 

~ (p.,qj) étant une 
0 J 

fonction à support compact défini 

W · de 
0 

sur l'~sp a ce .d e phase 

Si nous nous donnons une fonction 
~ 

ti on ut est donnée par 
Q 

,-../ -'!t. 
qj 

ut = -b u ( _]_ ) pour 
0 b 

00 
u ' c 

t = t 
0 

sur W , la fonc
o 

Comme on sait que le crochet de Poisson de deux intégrales pre

mi~res peut se calculer sur n'importe quelle section t = t , 
0 

on voit que 
ia 

~ __....J [àu à~ àu à~ [ à u.~o1 ~ ut ( ~ ) = [ut ' ~ J =-b --. _ _g_ - :- ~ + u-p . --:- e -
0 0 àqJ àp. àp. àqJ J àp,J ih 

. J J 

/'-.... 
ut : a ppliq.e 1 1 espace ce qui montre bi e n que dans lui-rn~-

me. et fournit la formule 

~( 
t 

0 

~ )= [u-p. ~ ]~ 
0 J à 0 . p. 

J 

0 

à u 

à p. 
J 

Il est facile de v~rifi~r dirBctem e nt~à p artir de cette formule, 

les relations de Dirac (3~2~1)~ Il est int6res~ant de noter que 

ç. ( ~ .)= u 
t 0 

0 

àu 

àp. 
J 

si u ne dépend que des 



(3 :4:11) 

Etudions ~nfin comment 1'op~rateur ut dépend de t; 

Il est clair (formule (3;4;1) ) que 

n-1 

à ut ,, [àu dp. àu \ .. 
= L ---- .....:....J. + 

àt ·lJ:_ àqj j =1 à p j Cj 

~] 
dl 

àu àH àu 
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= ~ [- àH J (équations d'H amilton (3; 4~8)) 

J 
àp. 

J 
à p. 

J 

à_ut à H 
(puisque = =0) ; 

Par suite 

~ 
à ./'. ~ut --( ut) = [la 
àt àt 

correspondance A. est lin é aire J 

~ 
= [ut' H ]; 

Si H est une int égrale premi~re,on pourra ap pli~ er (3;3:51); 

on aura donc l' équatio n d'évolution usuelle 

à /"
--· [ u J = 
àt t 

/' ,···"

H - H 

Dans ce c a s o~ H est une inté gr a le premi~re ("liaisons i~d~pendan 

tes du temps" ), remarquons a ussi que l'on a,compte tenu de ( 3 : 4;2 ) 
~ ~ ô ~ 
H ( ~ ) = -p ( ~ ) = - [ 1t , ~ ] = -àt d 1 o ~ n · n 

~H ( ·'· ) -- :~.· .t' §t~ (3:4:12) "' n 

(3:4:13) 

si bi en que si est fonction propre de l'op é rateur 

respond an t à la valeur propre E , on a 

.!. ( j ) '+' = F n. , q , a , b 
J 

E = hy• 

-2iTIVt e avec 

~ H ,. cor-
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(3~5) Interprétation géométrique; 

Revenons au c~s gén é ral (probl~me de Dirac ~ype II); L'espa6e de phase 

W.' .. de : la variété V'= v ·r-. R est muni , comm.e tout espace de phases, 

d 1 un e· s truc ture d ' e s p.a c e , d é f i n i e pa r 1 e re cu e i l C -.J de tou te s -s e·s 

transformations canoniq..es (voir (1~3) ); On sait qu'on peut lui donner 

une structuTe fibr4e de base v:,en se limitant aux transformations 

canoniques qui sont des relèvements de glissements de V'~ Nous allons 

définir sur W' une autre structure fibrée,de base w; 
Considérons en effet le groupe abélien à deux param~tres À et !J., 

d~fini sur W1 par ·les substitutions 

Q ; a -+ a + À : 'lt-+ ·· IJ.'lt, b...,. IJ.b ( \1~ 0) 

· : Si on consid~re le recueil R' des transformations canoniques qui 

commutent avec les transformation du groupe, il donne à W' une 

structure d'espace fibré principal (voir Souriau III,18;22 et 18~23); 

les fibres sont les . classes suivant le groupe (3~5:1), ce sont donc 

l~s images réciproques par 8 (voir 3;9;13) des points de w~ 

Pour trouver les projections des glissements de VP 

~ommode d'utilise~ . lB formuie évidente 

sur W, il est 

( 3 ; 5 ; 2 ) · ( d S ' , 6 S ·1 > = - b < d S , ô S > + db [ 6 a-P ; 6 Q ] - ô b [ da- p; d Q ] 

(on a posé,comme sur la figure , 8(s•) aS ) 

0 n t r ou v e a l or s q q e s i l a t ra n s f or rn a t i o n S 1 --+ S '* . __ e s t ca no n i que , 

et commute avec le groupe (3~5:1), la projection : S...,. S * est aussi 

canonique (on montre d'abord que b *= b ; il suffit .ensuite de consi

dérer des différentielles d . et . 6 telles que db = 6 .b = 0) ~ Inverse

ment,si on se donne une transfo:nmation S ~ s* de W , on voit • , 

q u ' e 11 e s e ra re 1 ev a b 1 e s ou s 1 a c o. nd i t i o n que P"*: d Q * _ P : d Q s o i t une . 
différentielle . totale dg ·(P,.Q) ; il suffira en effet de poser 

a* = a + g(P,Q); or ceci a toujours lieu localement: 

D'où l'énoncé : 
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W' , muni de la structure fibrée définje par le grou-
.. . :. _: . . 

e ··· , ·âdmet comme base (3~5~1) 
' 

et paf la proj~ction 

l'espa'ce · .W ·,muni de sa structure symplectique~ 

- Les glissements de jaug~ de W1 · (v~ir Souriati III, §li,N°23) 

(3~5~3 · sont les : transformati ·ons a --). a + Cte .(dan's un : ouvert)~ 

- Une . t~nsformation· -cano-ni:que S ' --). s* de la base W est: globa

lement relevable so0s · la condi~ion que p*~ctQ*- P~dQ ~bit tine dif

férehtielle totale .dans tou:t le domaine de déinition de la trans

formation~ 

Etudions maintenant les éléments infinitésimaux du recueil R' • , 
localement ils sont définis à l'aide d'une fon~tion v(S 1 ) , par la 

formule ô S 1 = grad v (1~6) -la commutation aVec le groupe . pTinc.i-

pal exige que v soit indépendant de a et homogène du premier 

degré ~n ( n , b) ( cette d~rniè~e ·condition p~r~ettant d'éliminer 

la 1 constante fdditive arbitraire); il existe donc · unè· fonction u 

défini~ sur un ~uvert de . W tell~ que v = ~ (cf; (3~3;31) ; un 

· calcul imm-édia ~t montre que 6 S = grad u , donc que la trans-forma-

ti on canonique de W 1 · as s o è .i é e à ·tl" e s t un re 1 ève ment de 1 a trans -1 

for~atiori canonique de W associé~ à u ; on voit en particulier 

que les transformatiot}S de jauge infinitésimales sont associées aux 

fonctions u = Ctes ; ce qui donne une vérification a posteriori 

de 1 '·identité de Jac-obi pour les fonctions définies sur w ~ - ... 
Introduisons maintenant la jacobienne S'; elle est invariante 

par le groupe (3;5~1) ' (voir· son équation (3~.3~15~; c'est donc une 

réunion de fibres ; le recueil R' induit sur elle une structure 

d e s ou s-e s p ac e : ( v o i r S o ur i a u II I , § 4 ) ; 1 e s gl i s s e me n t s i n f i n i té s i -
. -: ~ 

maux de 5 1 sont associés ·a u~ f6ricti6ni · u , définies sur S et 

qui sont des i.ntégtales pr.emiè~es du ~ys·Ü~e carac-téristique (voir 

(1~~); t~éorème in f~ne), c'est à dire aux variables dynamiques de 

type II ( v o ir ( 3 ~ 1 ) ) ~ 

On ·voit donc que la consttu'ction que nous avons donné des rela

tions de commutation de Dïtac revient à asso.cier à :chaque v.ariable 

dynamiquè · u un élémerit i~fini~ésimal du ~e2ueil R" des glisse

ments de l'espace fibré J' ;· et à en donner l:a représ.entat.ion 
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linéaire canoniqme sur un sous-espace stable de l'esp ace des 

fonctions complexes définies sur J' (à savoir le so~-espace des 

f~nc 't' ions c'6ns'tëintes sur les caract é ~isticp.i es,et solutions de l'é-
,:. ,·. . r:: .· 

qua ti on [b , ~ 1:=. -
i-i{ '· 

) ~ 

Comme application,remarquons que .si l' :on c.onn a:it un grou~è :de . 

glisseme nts de la variété V qui invarie le lagrangien,ce groupe 

~ · ... se rel~vera en groupe de glissemants d~ V 1 c~nsefvant le champ 

de c~nes (et la vari able a ) ; ce groupe se rel~vera ,-:~ :.son tour 

~ . ,-.( . 

(4~1~1) 

en un groupe de glissements de W', conservant a,b et J' ; on aur 

aura ainsi un représentation uni.ta·i -re sur l ·'esP.ace ·-· 
do- ~né sur v~- ,, ' . .. . . . .. ·---· 

e 
5 

du cp?upe 

Dans le cas p a rticul~er d'un grciupe à un param~tre défini par 

son élé-ment infini'tésimai -· dQ = F(.Q)" la foncti ·on u · correspon

dante est P~dQ , qui est donc une intégrale première (on retrou

ve ainsi 'le tliéorèma de . . N:oether); · on a :alors . u( ~) = . -d~ , ce 

qui redonne la formule (3~4~12) dans le cas du groupe des trans-

lations dans le tecips~ 

., :· 
§ 4 EXE MPLES~ 

. ( 4 ~ 1 ) Pa r ti c. u 1 e , 1 i· br e re 1 at i vi s te ~ 

Le lagrangien du probl~rhe est -mc
2 .V1- ~ 2 

c~ne tangent à (v) XR : 

• 2 
a 

2 4 
rn o 

+ 

~2 x ~2 ~2 
+ y + z 

2 c 

· • ,: 

r . .. . . 
d'où l'équation du 

~ ... . . / 

[q _=4] 

l'équation tangentielie associée (équati~n '· de J' ) .. . . 
. c· , .. . ) ·. · 2· A 2 . 2 [ · ..• 2 . , 2 . . . 2 J . . 2 .· 0 . .. · 4:1~2 · " rn c b + c n · + n , + ~ , - n ~ = 

x y z t 

n 
..;;J. ) 0 . , 

b 

et le système caractéristique de ( J 1 ) . . 
dx dy dz dt da -dn -dn -dn -dn -db 
""2 =~ =-y- x y z _____i=-= = .-~- -- = . 

2 
c4 b ' ' c n c n c n nt rn 0 0 0 0 0 x y z 



(4~1~4) 

(4~1~6) 

(4~1~7) 

On peut, en utilisant la transformation de Fourier.,éèrire toute 

intégr~1e premi~re de ce syst~me différentiel sous la forme sui

vante 

* = J F(b,P, Q ) e 

aP 
i( Q ,X · + 24) 

rn c 

d Q 

(on a ~ppelé X et P les vecteurs de composantes respectives 

[t,x,y,z] , 

b 
-c b '\ · · -c b ~z J• et ctéHni · le produit sc a laire < ) 

-c 1t 
X . 

par la formule < dX 

P doit vérifier l'équation _ (4~1~2) , q.i s'écrit 

2 4 < P , P )= rn c , pvecteur d'avenir 

) 

Pour que ~ .appartienne à l'espace C. 
4

, il est nécessaire et 

suffisant que F(b,P, Q ) s'écrive -b 8 (P; Q) , la distribution 

8 étant nulle en dehors des couples (P, Q ) qui vérifient 

(4~1~5) et 

< Q , p 

en effet, \); 

- ~ = ; -b e 

> = 

2 4 
rn c 

t ' 
s 1 éc~it alors 

a 

ii'!: J e (P, Q 

' 

) ei< Q ,x> d Q 
! ; 

Les conditions (4~1~5) et (4~1~6) s 1 interpr~tent immédiatement: 
• 1' • • • 

:- , . . l / 

' 
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.. . ·· 

"'-s ( JJ.) 
:2.. 

··· ... 

. ' : .. 

p d~crit la nappe d'avenir de la sph~re (hyperbolique) s3 de 
2 

rayon mc le point -~ Q est dans l'hyperplan tangent à s3 
en P~ On en d~duit imm~diatement que les valeurs interdites pour 

-1i Q (hachur~es sur la figure) sont les valeurs int~rieures à 

l 1 h~misph~re et au cene de pas.s~~On en d~d ~ it en particulier que 

les valeurs permises pour < Q , Q > forment l'intervalle 

[-
2 4 } ; 

rn c 
00 , v 
Pour une valeur donn~e de Q , P parcout la sph~re à 2 di

mensions s2 ( ~ ), contact du cene de so mmet -~ Q circonscrit à 

s
3

; ·s
2

( Q ) est euclidienne si Q est un vect~ur d'avenir,hyper

bolique si Q est un vecteur d' _ espace~ 

On voit alors comment d é domposer en sous-espace irr~ductiblas 

la repr~sentation du ·groupe de Lorentz non homog~ne sur l'esp ace 

des fonctions 

choisit un nombre 

qui se d ~ duit canoniquement du 

~ d a n s 1 1 in te. r v a lle [ ~ CO 

§(3~5) : on 
m2c4 V], un 

en t i e r j ~ 0 , e t on se 1 i 1!1 i te au x fon c t i o n s 8 ( Q , P ) qu i 

sont nulles en dehors de < Q , Q >= ~ , et qui sont, pour chaque 



(4~1:8) 

(4~2~1) 

(4~2~2) 

'" -
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v a leur de Q . , ~ne foncti-on. sphérique de degré j lorsque P 

parcout la sphère s2 ( Q ); on ~ori~ tate qlo;s que le spin de la 

représentation est égal à j : 

Le cas classique co ~ :3te h p~~nd=e po ur ~ sa borne supérieure 
2 4 m c 

; la sphère s2 ( Q) _ s e réduit a lors au point P = -11 Q 

si bien que les composantes P de l'énergie -impulsion et 
À 

de la quadrifréquence sont reli é es p a r la relation de Bohr 

2n 

PÀ = -h~ ; le fonction ~ vérifie~ en X , l'équation de Klein-

Gordon 

02 ~ 

à t
2 

2 
- c 6 ~ = 0 ~ - + 

quant au spin, i~ prend a priori la valéur 

lui donner n'importe quelle valeur entière 
m2c4 

O,mais on peut aussi 

j : il suffit de faire 

2 par valeurs inférieures, 

~d'ord~~ plus élevé~ 
devenant alors tendre vers 

une distribution 

(4:2) Oscillateur harmonique~ 

rn 2 2 2 
-- [ x ' - · w x J , w étant 1 a' pu l 'sa ti on pro-

2 . 
Le lagrangien est 

pre du système ; d'où l 1 é quation de (J'): 

et 

2 2 2 2b2 n + wx m x - 2mbnt = 0 

le sys~èm~ caractéristique 

d:X dt da 
--- = 2 2 m2

h 
= 

1t -mb -mn + w x 
x t 

-dn 
x 

2 2b2 m w x 

n = 2 

= 
-dn 
_ ._t = 

0 

-db 
l ---·:-

.: 0 

Le complété de ·1•espace e5 est l' e nsemble des fonctions 

~ = n 
(r) -in(Wt+cp) e 
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avec la conditibn ·; .. :. 

+oo 

(4~f~4. ) . I 
n=-00 

00 J 1 ~ n ( r) 1
2 

r dr < ·oo 
0 

(4~2~5) 

(4~2.6) 

(4~2~7) 

:' . 

·· :" 

(on a posé: 
' . 

mwx + ip = reiqJ 
x 

) 
' j~ 

à 
L'opérateur 'rÏ'= i){- (formule (3~4~12)) transf.orme visiblement 

ôt 

en n .wt ~n ; donc;le spectre de l'opérateur hamiltonien se n 
compose des multiples entiers algébricvues de w)'( ; il faut aussi 

noter que chaque espace propre est de dimension infinie (puisque 

c•est l'espace des fonctions ~carré sommable,sur l'intervalle 

[ 0 , 00 ] , avec la mesure r dr ·) ~ . 

On peut réduire ce spectre en se limitant aux solutions de l'é-

qua ti on . . 
'H( ~ ) = H~~ 

soit 

à~ 
2 r 

= ~ 
ôt 2im)'( 

on trouve alors que ~ (r) est une : distribution,nulle en dehors 
n 

de la valeur r =V2'~ rn)( w ; par suite seules les valeurs ~ 0 
0 

sont admises pour N ~ Mais la r~gle dé séleCtion · (4~2~6) fait 

jouer un r$le particulier ~ la variable temps,fait sortir de l'es

pace de Hilber~ (les distributions trouv~es ne v~rifient pas la 
. i 

condition (4~2~4) · , et ·ne permèt la c·onstruction des op2 ratours 

~ que pour les variables dynamiques u qui sont des constantes 

du mouvement (afin que l'espace défini par (4~2~6) · ·~~ oit stable 

par 'U' ) ~ 



. (4~3) Point dans un champ newtonien central~ 

Le lagrangien du probl~me cl~ssi q ue est 

rn 
l'équation du c~ne est donc 

2 

2 

1 1 équation tangentie l le ~]--+ 0~ 
r 

· Ce c~Qe est visiblement invariant par les tr a nsl a tions sur les 

variables q et 1 t 

les substitutions 

les rotations • d'eppace autour de l'origine ; 

a ~ /\a 

x ~ À.2X 

y ~ 
2 

À. y 

z ~ À.2Z 

t _,. /1..3 t 

on en déduit les 6 int é grales premières 

b · H = -pt= 
1tt . M = y p - z Py ; M = z p - x Pz; M =X p - y Px ' ' x z y lt z y b 

: .. 

a = a + 3Ht - 2 [ x p + y p + z p ] x y z 

la détermination dtune c a r act é ri s ti qu e s 1 a ch~ve par la donn é e de la 

direction U du p érih é lie (dans le plan orthogonal au moment ciné 

tique si celui-ci n'est p a s nul) et d e la date t du passaw e au 
.. 0 

périhélie ~ On en d é duit l'expression d ' une foncti on de l'espace e4 

~ = - b F ( U , M , H , t ) 
0 . 

fonction p é riodique en 

H <o , qu'à un multiple pr~ s de la période 

est don c, pour chaque v a leur n é gati v e de H , 

t , de période T~ Elle vérifie une 
0 



(4~3~1) 

(4~3~2) 

(4~3~3) 
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condition suppl émentaire,due à l'indétermination du périhélie 

les trajectoires circulaires~ 
à 

est fonction propre de l'opérateur 7 = i )'(-Si 

-2nint 
0 

àt 
' F 

sur 

est 

de la forme G(U,M,H)e T pour H(O , par conséquent, 

la valeur propre correspondante de ~ est : 

n'h r::;;s 
E = 3H + e2 v --;-

et par suite la fonction G est nulle en dehors des points où H 

est positif, ou solution de l'équation (4~3~1) pour une valeur 

entière algébrique de n. 

On peut en d é duire le spectre de l'opérateur ·~ il est continu 

de - CXJ à + CXJ • 
Ce spectre se réduit en utilisant (comme pour l'oscillateur har

moniqE) la règle de sélection 

rH'(~)= H X~ 

La partie négative du spectre s'obtient alors en faisant E = H 

dans (4~3~1) ; on trouve 

l me 4 

E = -
2 

n étant un entier positif; on retrouve le spectre classique de 

l'atome d'hydrogène ; la fonction ~ devient une distribution 

nulle en dehors des orbites de Bohr~ 




