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EQUATIONS D'ONDE A 5 DIMENSIONS

par Jean-Marie SOURIAU

1. Introductione.

I1 est habituel de classer les forces (ou "interactions") que nous observons
dans la nature en quatre types qui se répartissent en forces 3 longue ou A courte
portée (les interactions faibles ou fortes ne sont gudre ddcelables a plus de
10* om ) s
I. Interactions gravitationnelles 1

longue portée
II. Interactions électro-magnétiques I

{
IIT. Interactions faibles
courte portée

V. Interactions fortes

Y

Le programme d'une Mmhéorie unitaire" est de donner une description geonetrlque
commme & toutes les forces de la nature, de mBme que la relativité générale
"explique" les forces de gravitation au moyen de la courbure de l'espace~tempse

Vers 1920, les forces & courte portéc étaient encore incommues 3 les recherches
unitaires s'efforgaicnt donc d'unifier le champ électromagnétique avec le champ
de gravitation j; d&s 192L, la théorie de KALUZA [2] parvenait 3 des résultats
positifs en ce sens.

fujourd'hui, deux voles semblent ouvertes aux recherches

1° construire une théorie strictement unitaire, capable d'expliquer simltané-

by

nment les forces & longue et & courte portée ;

2% construire une théorie qui explique les forces & longue portée, et qui four-
nisse un cadre géométrique apte & décrire les particules élémentaires et leurs

interactions & courte portée.

Or il n'est pas exclu qu'une relativité 3 5 dimensions permette de réaliser ce

second programme.

L'idée d'ajouter une cinquilme dimension & 1l'espace~temps apparaft souvent, scit
paur simplifier 1'étude des spineurs [ 8], soit pour interrréter 1'action hamil-
tonienne [12], soit encore dans la théorie de KALUZA [2].
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Pour qu'une telle méthode soit autre chose qu'un simple artifice mathématique,
i1 est nécessaire de mettre en évidence une symétrie aussi grande que possible

entre les cing dimensions.

Dans la théorie de Kaluza, on considdre une variété riemenienne de dimension 5,
sur laquelle on derit des équations analogues a celles d'Einstein ; les quinze
équations ainsi obtenues respectent bien cette symétrie, mais elle est rompue
par deux postulats supplénentaires de la théorie ¢ on ajoute un principe de "sta-
tiomnaritd" qui particularise la 5e dimension ; on modifie l'une des quinze équa-

tions de champ.

En dépit de ces défauts épistémologiques, la théorie de Kaluza arrive a des
résultats remarquables : les quatorze {quations qui restent sont les équations
d'Einstein et de Maxwell usuelles ; la théorie donne une origine géonétrique au

principe d'invarisnce de jauge électromagnétique = principe purement phénoménow

logique en relativité ardinaire, et pourtant parfaitement vérifié dens ses appli-
cations 3 tous les domaines de la physique, y compris dans 1'étude des particules

élémentaires.

I1 est donc permis de se demander s'il n'est pas possible de conserver ces
résultats en s'affranchissant des hypothéses qui rompent la symétrie entre les
cing dimensions ; la théorie de JORDAN~THIRY [15] par exemple, utilise symétri-
querent les 15 équations de champ ; mais elle conserve le principe de station-
narité suivant lequel les composantes gq du tenseur rétrique (l) sont indé=

pendantes de la cinquilme coordomnée X°

A

Gréce & ce principe, l'univers U & cing dimensions prend une structure d'es-
pace fibré ; sa base ! est une variétd riemannienne 3 quatre dimensions - que
1%on identifie, bien entendu, avec l'espace~temps ; il existe un algorithme per-
nettant de déerire tous les champs de U au moyen de champs de 8 (voir [14],

§ 41) ;3 1la théorie posséde donc une formmlation quadridinensionnelle, dans laquells
on peut reconnaftre, noterment, le champ de gravitation et le champ électromogné-

'bique .

A priori, il semble que ce principe de stationnarité soit indispensable pour
faire coller la théorie avec l'expérience ; mais il brise la symétrie entre les
cing coordonnées puisque,en fin de compte, la théorie ne posséde plus que 1'ine

variance dans les transformations de jauge

1 ’s .

() Nous désignerons par des lettres latines (j , k , «.e) Lles indices qui
premment les valeurs 1 , 2 , 3 ,4 , 53 par des lettres grecques ({, Vv yese)
ceux qui prennent les valeurs 1 ,2 , 3,4 o
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(1) X % + £(=H) (voir la note (l)) .

Or, en 1R6, 0.KIEIN ([3], [4]) avait proposé, parmi diverses hypothéses, de

remplacer la condition de statiomnarité par la suivante :
(2) les gjk sont des fonctions périodiques de x? .

Cette condition, beaucoup moins forte que la précédente, ne semble pas suffire
4 expliquer pourquoi nous ne percevons que quatre dimensions & 1'univers § c'est
peut=&tre pourquoi, dans un article de 1938 [1], EINSTEIN et BERGMANN ont proposé
de lui ajouter d'autres conditions (qui tendent plutdt & rapprocher la théorie
de celle de Kaluza).

Cependent, en 1958, W. PAULI ([6], note 23) proposant de revenir & 1'idde ori-
ginale de Klein, et d'étudier sur la variété & 5 dimensions considérée, d'autres

champs que le champ de tenseurs gjk (notarment un chanp de spineurs) .

Or la théorie que nous avons proposée indépendemment en 1958, rdéalise ce pro=
grarme de PAULI, en le précisant (2).

I1 n'est pas difficile de voir, en effet, dms la condition (R) de O. KIEIN,
une hypothése topologique sur l'univers. U j elle suggere en effet que la 5e Jdi-
mension est fermde sur elle-mfme, c'est-d-dire que U est homéomorphe & un "tube",
produit direct de 1'espace~temps (supposé simplement connexe) par un cercle, et
que les %3 sont des coordonnées du revétement universel de U « Lorsqu'on ajou~

tera une période & x5 , on sera alors renmendé au méme point de U 5 tous les

champs reprendront donc la méme valeur (et pas seulement le champ gjk Yo

Dans son exposé de la théorie de Jorden-Thiry [5], L. LICHNEROWICZ a d'ailleurs
attribué cette structure circulaire & la 5e dimension ; on peut montrer que ce

cercle est du genre espace (3) 3 nous désignerons par 2n§ sa longueurs

La +théorie de Jordan~Thiry ne permet pas de calculer la valeur de g (4) 3
mais on est libre d'imaginer que & est trés petit, et il est clair que cette

62) Référence [ 9]« Pour un exposé détaillé de la théorie, consulter [14] (cha-
’
pitre VII).

(3) L'hypothdse contrzire, qui a 6té envisagée par divers auteurs, conduit &
des forces Slectrastatiques attractives entre charges de mfme signe.

(4) Nous donnons ci-dessous cette valeurs
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seule condition suffit & expliquer l'apparence quadridimensionnelle de l'univers
(5) ;3 alors 1'hypothése de stationnarité n'a plus de raison d'8tre, et il est
naturel de chercher & s'en affranchir, comme nous l'avons faite. On trouve ainsi
une théorie invariante par toutes les transformations locales de la forme
(3) % 5 fj(xk)
les ) &tant des fonctions arbitraires (6) 3 la structure topologique attribuée
& U n'intervient donc pas dans les équations de champ, mais seulement dans les
transformations globales de U « La théorie des rev&tements (voir [14], énoncés

(10429) et (40.12)) montre que ces transformations se partagent en deux classes ;

1'une, qui est un sous-groupe, contient les transformations de la forme
4) xH L R 2 L% + £ (xd) (f* , £ périodiques en )

qui ont été considérées par O. KLEIN et We PAULI ([6], note 23, formule (29)) 3
nous avons proposé d'interpréter les transformations de la deuxiéme classe (dont
un exemple est la substitution x5 - - x5 ) comme des conjugaisons de charge [9]e

Ceci permet notamment d'interpréter géométriquement le groupe orthogonal complet

3 deux dimensions, proposé par L. MICHEL [6] pour la caractérisation électro-

magnétique des particules dans le cadre de la relativité restreinte.

La théorie proposée est donc strictement pentadimensionnelle (voir la formule
(3)) ; elle admet cependant la théorie de Jordan-Thiry et celle de Kaluza comme
approximations - au meme titre qu'un tube suffisamment fin peut &tre assimilé a
un £il et décrit par une seule dimension, ou qu'un milieu périodique & mailles

fines (cristal) peut &tre considéré comme homogéne.

Ces approximations sont précieuses pour l'interprétation physique de la théorie,
car elles permettent d'en donner une image quadridimensionnelle approchées Mais
le véritable programme de la théorie consiste & donner une description penta-

N

dimensionnelle de la physique 3 le principe de relativité & cing dimensions, sui-

vant lequel toutes les équations de la physique doivent &tre invariantes dans les

transformations (3), impose des conditions tres strictes, qu'il est possible de

(5) On peut imaginer, si 1l'on veut, que chaque point de 1l'espace~temps est en
réalité un cercle microscopique de rayon £ 3 mais cette image, comme celle du
+1be, est plutdt un frein pour 1l'esprit j il est plus sage de ne se fier qu'a la
géonétrie différentielle et & la topologice

(6) Sous les mBmes réserves qu'en relativité générale : la transformation (3)
doit &tre suffisamment différentiable, ainsi que la transformation inverse.
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. 7
confronter avec l'expérience (')

Le probléme fondamental de la théorie est évidemment 1'étude des particules
élémentaires et de leurs interactions, dans le cadre de la mécanique quantique

nous nous bornerons ici & étudier certains aspects des équations d'onde.

Re Particules de spin O (voir [11]).

2 A

Ecrivons sur la variété & cing dimensions 1'équation invariante

(5) O+ ap=0

ol ¢ désigne une fonction d'onde réelle, ¢> le d'Alembertien 2 cing dimensions,

e, une constante réelles

Si nous choisissons la 5e coordonnée x5 de facon & normer & 2n la période
des champs, nous pouvons écrire la décomposition de Fourier

iNx5

-8

6 = 2
(6) ¢ et oy ©

les Py sont des fonctions complexes des <M 39y et ¢ N sont complexes con-

juguées 3 9y est réelle.

Dans l'approximation de KALUZL (pour le détail des calcules, voir [14], § 41
et § 42) on constate que ¢y st solution de 1'équation quadridimensionnelle

. 1.2 N
7) D(pN..ZlNkApéptpN+{NZ[gZ-k gHvApAv]-ldelvA-l-a}(PN:O

avec les notations

(7) Ainsi, le tenseur d'impulsion-énergie quedridimensionnel doit &tre remplacé
par un tenseur pentadimensionnel symétrique, & divergence nulle ; dans l'approxi-
mation de la relativité restreinte, cette condition donne cing lois de conserva-
tion simultandes : celles de l'énergie, des trois composantes de 1'irpulsicn, et
celle de 1'électricité ; les lois concernant l'énergie et 1l'impulsion contiernment
d'ailleurs explicitement les forces électro-magnétiques exercées sur les charges
et les courants (voir [14], formules (41.57) et (37.33)) 3 1lo théorie semble donc
apte & rendre compte du principe ~ dit parfois principe d'interaction minimale
=~ suivant lequel n'existe, comme mode d'interaction entre le champ et les charges,
que celul qui est obtenu ici.
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opérateur de d'fLlembert

vitesse de la lumiere

constante d'attraction universelle de Newton

an
constante de gravitation d'Einstein =-—2?
c

(8) 4

1l

"rgyon! du tube univers (voir ci-dessus)
LT
/%

potentiel vecteur électro-magnétique .

= o o X o o O
B

L
En relativité restreinte, catte équation s'éerit

igh igh 2
53] M v ™ _
(9) g [ap—-;f-:—][év— " ]LPN+%—2-LPN~O
en posant
c =1
h = constante de Planck
(10) {h=

o]
1l
R

n Jﬁ/gN;+a

clest done 1*équation de Klein=Gordon pour une particule de charge ¢ , de masse

m , de spin O , en présence du champ électromagnétiquee

Ainsi, la relativité & cing dimensions géométrise 1'action du champ sur une
8 . . . .
telle particule () ; elle montre de plus que la charge clectrique est nécessai-

rement un mltiple entier d'une charge élémentaire xh , indépendante de la musse

de la particule.
En 1'identifient avec la charge usuelle e (qui est par exemple celle d'un
méson NI pour lequel on admet 1'équation (9)), ceci nous donne la valeur runérique

(8) Pour un physicien orthodoxe, la théorie constitue donc, assez curieusement,
un argument en faveur de la relativité générale : s'il est permis, en mécanique
quantique, de négliger le plus souvent les interactions gravitationnelles, il
nten est plus de méme pour les interactions électromagnétiques 3 or l'origine
géométrigque que nous leur attribuons est indissolublement lide & la gravitation,
sous la forme que lui & donnée EINSTEIN,

En d'autres termes, méme si l'on néglige la constante de gravitation ¥ , on
ne peut pas décrire pentadimensionnellerent le champ Slectromagnétique sans

introduire une courbure de l'universe.
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h /X _zh 32,
(11) f;:-e-\/m =22V6=3,7% 10 cn ;
cette grandeur est trés peiite devant les dimensions usuelles des noyaux (qui sont
de ltordre de 10702 cm ) 3 ceci justifie a posteriori l'hypothése initiale sui=-

vant laquelle & est assez petit pour que la cinquiéme dimension reste cachée.

La théorie apporte donc une raison géemétrique & la quantification de la charge
électrique =~ phénoméne qui se constate sans fexpliquer en relativité & quatre
dimensions.

la circonstance, usuelle en mécanique quantique, suivant laquelle une particule
neutre est décrite par une fonction d'onde réelle et une particule chargée par
une fonction d'onde complexe, apparailt sussi comme naturelle j il est facile de
vérifier que les transformations de jauge et les conjugaisons de charge (voir ci-
dessus) opérent bien suivant le schéma habituel (cf. [14], note (42.18)).

Il est clair que la théorie impose & une particule de spin O une infinité
d'états de charge (repérdés par les valeurs entidres de X ), avec un spectre de
msge donné par la derniére des formules (10) ;3 mais les valeurs mumériques mon-
trent que 1'on ne peut observer qu'un seul des états de charge (au signe prés,
bien entendu), les différences de masse étant de 1l'ordre de -2—1-;64: 5 170 Mev (9)_.

La théorie ne donne donc pas d'explication & l'existence des multiplets de
charge que l'on rencontre parmi les particules soumises aux interactions fortes
(mdsons 11 par exemple) 3 ce n'est d'ailleurs pas ce qie nous en attendions (voir
1tintroduction).

3+ Particules de spin 1/2 (voir [13]).

Ia méme méthode peut s'appliquer aux champs de spineurs j on sait que les spie
neurs de l'espace hyperbolique normal & cing dimensions sont les m8mes que ceux
de 1l'espace de Minkowski (cf. [14], (44.33) et (44.34)) ; si un tel spineur véri-
fie 1'équation invariante
() ngj\luatp:o

(9) On sait pourtant que certains rayons cosmiques primaires se rapprochent
d'une telle énergie.
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avec

v? .Yk + Yk.YJ = Zng (signature + = = = = ) .
J

2. . e » . l 3
(13) 6\3 = dérivation covariante des spineurs ( O) suivant x

a = constante

11 vient, & 1'approximation de la relativité restreinte, 1'équation
Ne . . Ne /21 1/X TRY
l H a o — IN =3 —-——\/--— - ——-\/—-—- ™ . fped :
Y5 désigne, suivant l'usage des physiciens, une matrice qui anticommute avec les
2 .3 4
YO ¥

Y# et dont le carré vaut + 1 (,:i.yl Y avec les notations actuelles) ;

les va sont les composantes du champ électro-magnétiques

Ie dernier terme de 1l'équation (14) est complétement négligeable & 1'échelle de
la mécanique quantique (dans les unités usuelles ou h=c=1 s la constante

-Jé\/%n- est de 1'ordre de 10722 cm )
En le supprimant, et en faisant le changement de variable défini par

’m?\::Ne\/zj:—-ah
(15) <%=Ne Y—-l-%ﬁl

5 5
o~ l - l L d
J=it Y gy + 1}‘—2‘}_4’1\1
11 vient, si N#£ 0 (cas des particules chargées), 1l'équation
M iNe ~  im o
i O = A =— Y =0
(16) vy - B T bl

on reconneft 1l'équation de Dirac, pour une particule de charge Ne , de masse m ,
de spin 1/ , en présence du champ électromagnétique.

la relativité 3 cing dimensions géométrise donc aussi bien les interactions
électromagnétiques des fermions que celles des bosons j on obtient un résultat
supplémentaire : l'indépendance de la charge élémentaire vis-d-vis du spin.

(10) pour la définition de cette opération, on peut consulter [14] (§45) et
[16] 3 1'équation (12) peut s'écrire sans recourir explicitement aux symboles de
Christoffel et aux matrices de Fock-Ivanenko, sous la forme

1 1 ST i1 _E s v s K B
vbjw{z/l—a 3,1l Y1 -5 ¥[3; v R Yy Y H v ap =0
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Le cas des neutrinos s'obtient en faisant N =0, a =0 . Ie changement de
variables (15) devient alors inutile, et on trouve (en négligeant comme précé-

demment le dernier terme de (L4)) 1'équation usuelle

Supposons maintenant que nous ayons & étudier les interactions d'un électron et

d'un neutrino - représentés respectivement par les spineurs Vo1 oY Yoout °

Parmi les grandeurs invariantes que 1'on peut construire & l'aide de ces spi-

neurs, figure évidemment le penta~vecteur V de composantes

-
neut Y 4%1
compte tenu de (15), ses composantes d'espace~temps s'écrivent (ll)

R— 5 5
ot 1+Y A ~
heut*Y * o Z q%l R ll’el.] c

(18) v =

(19) VP =

Comme la constante A\ est trés petite, la partie principale de ce terme est, a

un facteur preés

5 ~
(20) q”neuw‘;'Y ' 2 q’el 2 q}neu’t: ¥ m *
Or des termes de ce genre interviennent dans 1'étude des interactions faibles
(radio-activité B ) 3 ce fait (que 1'on appelle "interaction V-l ") se vérifie

notamment en mesurant la polarisation des électrons émis § il est & llorigine de
la théorie du "neutrino & deux composantes® de IEE et YANG, & 1'occasion de
laquelle ces auteurs ont renoncé au principe de conservation de la parités On
voit en effet (formule (20)) que le neutrino n'intervient que par sa projedtion

1-Y
""2"'—5 . s
Yooyt SUT un espace a4 deux dlmensions complexes ; 1l'¢quation (17) montre

que si wneut est, & un moment, vecteur propre de Y5 (12 valeur propre. corres-
pondante s'appelle chiralité du neutrino), il restera dans cet état.

Mais l'interprétation penta-dimensiommelle donne un résultat supplémentairey
qui n'a été vérifié expérimentalement que récemment : la nécessité de 1l'existence
de deux neutrinos de chiralité différente (indépendamment des antineutrinos cor-

respondants, dont 1l'existence se déduit peut-8tre du fait que la représentation
de spin du groupe de Lorentz complet & cing dimensions nécessite 1'introduction

de deux spineurs de Dirac similtanés).

L+ Y5 L ~‘Y5

et —x sont deux projecteurs supplé-

11 .
("") 11 est bien conmu que
mentaires de ll'espace des snineurse.
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On voit que le principe de relativité & cing dimensions est peut-&tre destind
& jouer un r8le dans la description des particules élémentaires et de leurs in-

teractions ~ méme s'il ne les Mexplique" pas toutes.

Terminons par la remarque sulvante : si on recherche algébriquement le commue
tant réel des yj , on constate que celui-ci est isomorphe au corps Q des qua-
ternions ; ceci permet de donner & 1l'espace des spineurs de Dirac une structure
d'espace Q-vectoriel, telle que les yd soient Q-linéaires (12) e Lo mlti-
plication de Y par un quaternion fixe arbitraire conserve visiblement 1'équa—
tion (12) : en d'autres termes, 1'espace vectoriel de ses solutions est aussi
quaternioniques

Cette propriété disparait dans 1'équation quadridimensionnelle (16) de 1'élec~
tron, & cause du rdle particulier joué par le quaternion i (voir la note (12));
mais elle subsiste dans 1'équation (17) du neutrino : on reconnaft la transfor-
mation de jauge de PAULI-GURSEY.
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