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INTRODUCTI0N. 

-L'un des postulats qui ont guid~- les fondateurs de la Mécanique Quantique 

est le principe de correspondance, selon lequel, à un certain degré 

d'approximation, la théorie doit fournir l es résultats de la Mécanique 

Classique. 

En même temps, le principe de correspondance contient -pour certains

l'idée qu'il est réciproquement possible de passer de la description 

classique d'un phénomène à sa description quantique au moyen d'un certain 

algorithme - la quantification - qui doit mettre en jeu la constante de 

Planck. 

Selon Dirac; on peut fonder la Mécanique Quantique sur l'analogie qui 

existe entre la notion classique de crochet de Poisson et la notion 

quantique de commutateur ; c'est cette analogie que nous nous proposons 

d'approfondir • 

-L'algorithme crée par Poisson, et qui porte son nom, était à l'origine 

une méthode pour construire des intégrales premières des problème~ ~namiques. 

Il est maintenant naturel d'étudier cette notion dans le cadre de la 

~éométrie Différentielle : nous appellerons ici variété canonique (§2) une 

variété différentiable V sur laquelle est défini en tout point un tenseur 

antisymétrique et régulier ~ ; on suppose que V est plate, c 1est à dire 

qu 1il existe localement des coordonnées dans lesquelles les composantes ~jk 

de ~ sont constantes • 

La notion de variété canonique a donc un certain parallélisme avec celle 

d'espace euclidien(définie par un tenseur gjk ayant les mêmes propriétés, 
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à l'échange près de la s~étr~e avec 1 1 antisymétrie) ; la différence 

essentielle concerne l'ensemble des ~o~hismes de la structure ; dans 

l'espace euclidien, ils forment un groupe de. Lie (déplacements euclidiens, 

groupe de Lorentz-Poincaré par exemple); dans le cas canoniqu~, on obtient 

au contraire un groupe de di~ension infinie , dont les éléments s'appellent 

transformations canoniques (1
) ; la géométrie de ce groupe est la géomét!ie 

canonique , que nous étudions au chapitre I • 

Ainsi, le tenseur covariant o- fournit la défini tien des "crochets de 

Lagrange" ; c'est le tenseur contravariant -1 
<Y qui donne naissance aux 

crochets de Poisson. Parmi les autres objets géométriques engendré par o-

figure notamment la foriT~~e Liouville ; de nombreuses formules relient ces 

objets entre eux • 

Divers procédés fournissent des variétés canoniques : on peut par exemple 

associer à toute variété différentiable une variété canonique de dL~ension 

double: ( son "espace de phases") ; nous étudions par ailleurs, sous le nom 

d'espace quantifiant (§4), une variété munie d'un covecteur vérifiant 

certains axiomes ; on montre qu:une telle variété possède une structure 

d'espace fibré, et qu& sa base est une variété canonique. 

Les espaces fibrés quantifiants permettent, par relèvement, d'interpréter 

l'algèbre: de Lie définie par les crochets de Poisson, algèbre qui reste assez 

mystérieuse sur les variétés canoniques elles-mêmes. 

Comment ces notions abstraites se ratta chent-elles aux problèmes dynamiques~ 

Eru fait, il serait maladroit de se linliter aux seulo problèmes . . 

(
1 )Dàns le cas des problèmes dynamiques, on retrouve bien la notion connue 

sous ce nom. 
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de la mécanique classique ; ca sont tous les problèmes variationnels 

réguliers (§5) qui sont concernés . 

Le chapitre II est donc consacré à 1' étud.e "canonique"· du calcul des 

variations; après rappel des notions de base, nous montrons comment on peut, 

par paramétrisation, transformer 1.es problèmes réguliers en problèmes cl 1un 

type plus général (type II) que nous résolvons3 si une certaine condition est 

réalisée (cas "évolutif") l :ensemble des solutions du problèJle (c'est à dir-3 

l'espace abstrait des co·_,rbes extrêmales) possède une structure: de varié:!;_~ 

canonique , qui constitue la clef de toute la présente étude • 

Nous pouvonf", ainsi placer dans un cadre géo:nétrique, les principales 

notions de la Mécanique Analytique :équations canoniques d'Hamilton; 

covariance du lagrangien; théorèma de Noether; etc ••• (1 ). 

Nous considérons d'autre part une troisième. forme des problèmes varia~ 

tionnels, qui consiste à introduire 1 1 actj,,9_!! comme nouvelle variable:, e t 

à la traiter sur le même plan que. l es autre s (§7); cette méthod&.est ut:tlP 

notamment dans le cas de lagrangiens multiformes • 
mathématiques 

Ces outil~ermettent d'aborder l e problème de la quantification d 1un 

problème dynamique (chapitre III) ; ayant examiné co~ent on passe des 

axiomes proposés par He isenberg (§9) à ceux de Dirac (§10), nous montrons 

qu'il existe une méthode intrinsèque ("quantification canonique", §11) pOU!' 

construirA,à partir d'un problème dynamique, des opérateurs hermitiens 

(
1

) Nous n'étudions pas ici les équations aux dérivées partielles du premie~ 

ordre ; mais la géométri~ canonique permet de les interpr~ter très 

simplement (voir SOURIAU 1 .954 ) • 
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associés à toutes les variables dynamiques, ayant les relations de commutatiQI1 

voulues : il suffit de considéra:- la variété V des extrêmales du problème 

classique , et d~ construire un espace fibré 1T de base V, vérifiant les 

axiomes du § 4 (axiomes qui mettent en jeu explicitement la constante de 

Planck ) ; nous avons établi , au ~des conditions suffisantes pour qu'un 

tel espace fibré existe, et pour qu'il soit unique (à un isomorphieme près )~ 

ces conditions mettent en jeu la topologie globale de V ; la construction 

est toujours possible locaJ ement • 

L'ensemble des états est alors un espace fonctionnel sur lt ; les 

observables sont les opérateurs qui représentent des automorphismes 

infinitésimaux de la structure de 1~ ; bien entendu, on peut aussi construire 

les opérateurs finis correspondants, ce qui conduit à des théorèmes 

d'extension de groupes • 

-Gette méthode correspond-elle réellement à la Mécanique Quantique ? 
' 

Pour permettre de répondre à cette question, quelques exemples sont traités 

au chapitre rv. 

Nous montrons d'abord comment la "quantifination canonique" peut 

s'appliquer aux problèmes dynamiques de type jacobien(en particulier à tous 

ceux qui ont une forQulation hamiltonienne) , grâce à l'introduction de la 

variable "action" ; la méthode est utilisée pour quantifier une particule 

libre, dans le cadre de la Relativité Restreinte (§ 13). 

D'après des théorèmes généraux,l'espace E des états de la particule quantif~éa 

est un espace de représentation du groupe de Lorentz non homogène(ou, plus 

exa~ement, de son produit direc~ par le tore) ; en décomposant E en sous

espacesirréductibles pov.r cette représ entation (1 ), on trouve un spectre 

1 
( )Nous n 2 effectuons cette décompo.si tion que fo:rmellement • 
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continu de masse, limité sup_é;--ieur ement par l a 11mas se guantigue 11 habituelle 

un spectre: de spin, compr enant toutes l es valeurs entières(le spin dO'ni-

impair est exclus à priori); chaque espace irréductible est isomorphe à un 

espaca de fonctions d'ondes4 vérifiant des équations explicitement formulées 

pour toutes les valeurs du spin j ; pour j = 0 et 1, par exempls, on retrouve 

le~s équations de Klein-Gordon et de Proca. 

On sait aussi former car.oniquement l e s observables correspondant à 

l'énergie, à l'impulsion et aux six moments i là aussi, on retrouve le s 

opérateurs habituels. 

La méthode fournit évidemment tous l es autres observables, tels que l es 

opérateurs de position ; mais ces derniers, par exemple, mélangent mas se 8t ~pin 

Une autre méthode pour construire l es espaces fibrés quantifiants(ùans 

le cas des problème s 11 potentiels 11 ) est appliquée au cas des problèmes 

linéaires (§15); on montre que divers "schémas quantiques" sont possibles _, 

mais unitairement équivalents par un déphasage ; l'espace fonctionnel con stru~-t 

{ici avec l e s chéma de Schrodinger) es t un espace de représentation pour 

l.e groupe des transformations canonique s de l' espace vectoriel des extrêmales ; 

notamment pour l e sous-groupe de ses translations (ou, plus exactement, par 

une certaine extension de ce groupe par l e tore ; cette extension est 

non abélienne, donc non triviale) ; là aussi on peut décomposer l'espace en 

sous-espaces irréductibles pour cette r eprésenta tion (1 ); les P. et les Qj 
J - ' 

qui sont les générateurs infinitésimaux du groupe , opèrent sur chaque 

sous-espace suiv.ant l es formule s habituelles de Schrodinger. 

(1 )Nous n'effectuons cette décomposition que formellement • 

J 
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Nous traitons aussi l'oscillateur harmonique (15.12) et l'atome d'hydrogène 

(12.18) ; une règle de sélection intrinsèque (proposée au § 16 ) pe~et 

de :t:etrouver les valeurs usuelles du spectre d'énergie de ces deux problèmes. 
-o .-o -o- .o .-

Il est naturel de se demander si cette méthode peut s'appliquer au cas a.e 1a 

dimens i on infinie, c' est ~:. dirG po-..u- _gy.antifier les champs. 

Une adaptation est nécessaire, bien entendu; crais on peut remarquer que. 

la quantification des chanps de bosons libres est une extension naturelle 

du cas linéaire étudié au r§ 15 (voir à ce sujet D.KASTLER19:64:); peut- ~tre 

est-il permis d'espérer, par une généralisation convenable de la notion 

d'espace fibré quantifiant, trouver une méthode systématique pour quantifier 

les champs en interaction. 

-o-o-o-o-o-o-o-o-

-Toutes les notions de Géométrie Différentielle utilisées sont extraites de r:.otr0 

livre "Géométrie et Relativité", (SOURIAU 1964)dont les références sont 

indiquées dans le texte par :es initiales G.R. ;la théorie des invariants 

intégraux au sens de Cartan est ~~~cppelée dans un paragraphe d'introduction 

(§o). Sauff· mention du contraire, toutes les fonctions, applications etc ••• 

considérées seront supposées infiniment différentiables les variétés seront 

donc C~ [G.R.(19.16)]. 

-Le chapitre II utilise l a notion de variable.s liées; chaque, système de 

variables implique. un certain nombre d' applica tians (celles qui font pas se!' 

aux variables non indépendantes) ; ces applications forment nécessairem~nt un 

diagr~~e commutatif2 'es diagre~mes constituent les figures 1 à 7 • Dans ces 

diagrammes,les flèches simples (~1 7 (Cî 
\. ... ./ '-/ 

représentent des 

sur,jections;le s flèche s doubles C_0· ; 8 désignent des inje_ç_:~i.Q!lS 

canoQiaue.§. d'un sous- ensembl.e dans un ensemble • 
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Le lecteur amateur d'algèbre reconnaîtra dans ces diagrammes des 

catégories (dont toutes les flèches, en particulier les flèches neutres,ne 

sont pas dessinées) ; nous étudions d'ailleurs certains de leurs foncteurs; 

mais la théorie des catégories n'est pas indispensable à l'intelligibilité 

du texte. 

-o-o-o-o-o-o-

Certains nes résultats de cet exposé de synthèse, ont été puoliés 

ailleurs: [SOURIAU 1953,1954] ;en ce qui concerne la géométrie canoni~ue; 

la méthode de quantification canonique,exposée d'abord au séminaire de 

Physique Mathématique de la Faculté des Sciences de Iviarseille en 1960-1961, 

puis au colloque de théories variationnelles du Mont Aigoual(1961), a fait 

l'objet (sous une forme un peu différente) d'une publication ronéotypée 

(SOURIAU 1962). 
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§ 0 - DIRECTIONS ET LIGNES DE FORCE • 

(0.1) -Soit E un espace vectoriel réel de dimension n (n ~ 2). 

Si y € E, y 1 0 1 nous appellerons direction de y l'espace vectoriel 

(de dimension 1) 

dir(y) 

engendré par y. 

(0.2) - L'ensemble· des directions s'appelle espace. projectif associé à E • 

(0.3) -Le transmuté du groupe linéaire de E par l'opérateur dir [Voir G.R. 

(0.4) 

(6.11)] s'appelle groupe projectif (ou encore groupe homographique). 

- L'espace projectif possèùe, une structure de variété analytique de 

dimension n-1 1 que l'on peut définir par l'atlas des cartes F 

F(X) = dir (y + s.x) [S = base d'ordre n-1 , yi val (s) ] 

cet atlas est visiblement invariant par le groupe projectif;donc aussi 

la structure de variété de l'espace projectif • 

(0.5) -Considéré comme variété, l'espace projectif est compact:; il n'est pas 

orientable si n est impair • 

- Soit maintenant V une variété différentiable de dimension n. 

(0.6) La racine D des vecteurs tangents à V [G.R.(20.1)] admet évidemment la 

sous racine des vecteurs non nuls;on constate que l'opérateur dir 



(o.7) -

(0.8) 

( 0.9) 
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ci-dessus (0.1) est un homomorphisme de cette r a cine [G.R.(13.1)]; 

cet homomorphisoe définit do nc une nouvelle racine , que nous appelleror:~ 

.!ê:.2_ine des directions tangentes à V , que nous noterons 9:! ;elle est 

définie par 
1 

9:!(A) (x) (dir(y)) = dir (D (A) (x) (y ) --~-.J 

La fibre 9) en chaque point x de V e3t l'espace projectif des dire ctions x 

des vecteurs tangents à V en x; le groupe structural est un sous-groupe èE 

groupe projectif, ce qui montre que la structure de variété de cet espace 

(définie. en (0.4))est invariante [G.R.(12.15)]; on constate que la 

racine 9:! est infinimerr~ différentiable si V est C00 [G.R.(20.30)]: 

1 1 espace fibré V9) des directions tangentes à V possède donc une stru:::.':;u::·e 

de variété de classe C
00

, de dimension 2n-1 • 

De même, à partir de la r a cine. D* des covecteurs tangents [G.R.(2L~ . 39)J ~ 

on définira la racine ~'11 des directio_ns de covect~, appelés aussi 

éléments de contact (d'hypersurfaces). 

Soit <p un 9:!-champ de V(=cha.mp de directions), que nous supposerons 

infiniment différentiable • 

Nous appellerons }ig~e de force du champ toute courbe C (
1

) , connexe1 

(1 ) Courbe, = variété de dime nsion 1, de classe C00 
• 
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l 
plongée (

2
) dans V , t elle qu' en tout point x de C l a dire ction 

tangente à C (3) soit ~(x ). 

(0.10) 

Cette notion coïnciè 9 bien avec l a notion cla ssique de ligne de force ; 

il faut s impl ement pr endre garde au fait que l e s variétés ne sont pas 

nécessairement dénombrables à l'infini [G.R(19.21)], e t que dans ces 

conditions l e s ligne s de force s peuvent éventuellement avoir une 

structure de droite t r ansfinie . hiais ceci ne cause pas de_ difficultés 

particulières. 

Si l'on applique l a théorie génér al e des é qua tions différentiel le s sur 

une variété [G.R.(§22)], on peut notamr1ent é t ablir l e s théorème s suivant s 

[ (o. 10 ) ' (0.11) , (0.12) , (0.14) , (0.17) , (0.22) J : 

Soit ~un ~champ infiniment différ entiable sur une variété séparée V 

de dil!!ension n • 

Une ligne de force r du chau1p <p ser a di t e na.ximale si toute ligne de 

force qui rencontre r est plongée dans r • 

Par tout point de V , il passe une ligne de force oaxi~ale, et une seule 

Le s ligne s de force maxL~ale s fOrment donc une partition de V • 

(2)Pour l a notion de variété plongée, voir [G.R.(20.13)]; on rappelle 

que tous les plongeme nts considérés ici sont infiniment différentiable s o 

(3) C'est à dire l' e spa ce vectoriel t ange nt à C , qui est de dlllension 

1 [G.R.(20.14)] . 
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Définition, théorème: 

Soit [x~a J un champ scalaire infiniment diff ér &ntiable sur l a variété 

V( notations (0.10) ) • 

On dit que a est une intégrale première du chaop si a est constant 

sur toutes l es lignes de force : 

v 

(0.11 1 

R 

.... 

[x= ligne de force maximale qui passe par x; voir l' explication du 

diagramme dans l'int roduction]. 

-Pour que a soit une intégrale première , il fe.ut et il suffit que , 

pour tout x E V 

~(x) c noyau (V a) 

\! a désigm"1t l a dérivée extérieure de a [G.R.(27.1·l)]. 

l_ 
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\ 
! ... • ' h '1 ' r • 1'," >~P<" ,,..,, ,_ ~ 18" 8 ~ 0 ' 16 , . .,u- '-"ü v .-.- uu ~.J ..._-, ,_\ (0 .1 0) ) . 

! 

E')i:; [:x -> cd un ch.am ·, , inf iniment différentiable de p-formes de V 

1 rp 1:·:'_ 

(Cl, ·j 2; 1 = (1 r3 ·. 
\ 1 

1 

pour tout -.-harüp de ve cteurs x -+ 5 x tel gue 

1 

dj_r( 8 x) . . qJ(x) 

P;J'J.r qu 1 une p- :'ome c, soit un invaria nt intégral , il f aut et il s..u':;<'i 'L 

/ ·) , ·.· que 1 1 on ait ~ pour tout x 

1 CJ l_ 
( <p( x ) c !1oyau ( c:) 
) 

l tp(x) (v a.) -:: noyau 
l 

·j 
( )1_)a ::•cr" qv.e J. :intégrale 

I~ ,.. 
\.J 

ne -..rarie pas qua nd on déplace l a p chaîne C sur une ligne de force .: v0i:-:· 

l.a for:nl e [G .R.(31 .2+-5) ] . 

(2) [ ( )] Le s invariants int égr aux nu s ens de Poincnré G.R. 31 .4-5 cor>~e:·ne :: :; 

l os c~1amp s de ·v·ectet::-A , et non l e s choops de directions. 

e) 5.,.a désigne l a dérivée de Lie de a pour l e champ de vecteurs 
lJ . .... - ... - ..... ~----""--·~- . 

[x-+ o :x:] [G. R. § 23 ] , 
,J..;. ) . , Appl :::..quer :.a "f ormule magique " 

ôTa= [ '7 a] (ôx) + V[o( (ex)] 
..J 

[G ,R.(27o13)]. 



(0.14) 

(0.16) 

Exercice·: montrer que ce théorème s 1 ét end au cas 

l a pr emi èr e des formules Q sous l a forme 

p = 0 

13 

si l'on écr i t 

[dir(ox) = <p(x) ] => [Int(ox)(a) = 0] 

[voir G.R.(26.20) ], e t que l es invariants intégr aux de degrû 0 sont 

l e s intégrales pr emières. 

Définition, théorème : 

-Nous dirons qu'un champ sca l aire infinllnent diff ér entiable [x~ t], 

défini dans un ouvert de V(hypothè s ~ s (0.10) ) es t paramétrisant pour 

le champ <p si sa r estriction à toute ligne do force r est une co-carte de 

r [ G .R. ( 19 .8 ) ) • 

-Pour que [x~ t] soit par amétrisant, il f aut Et il suf'f'it que 

) <p(x) i noyau (vt) pour tout x où est défini t ; 

'{ l [x ~ t ] est régulier sur chaque ligne+ de i'brg& [ G.R. ( 1.3)] 

-Si un champ [x --. t] est défini sur V tonte eni.;ière, :t'o·n· qu'il soit 

pararr..trisnnt, il suffit que 

<p(x) i noynu (vt) pour tout x dans V • 

Définition: 

Nous dirons qu'une varié t é séparée V , sur l a quelle est défir:ie un champ 

de directions, est évolutive si on peut définir un cLamp paramétrisant 

da ns un voisinage de tout point de V. 

-Le théorème (0.14) montre que toute variét é s éparée V peut être 

recouverte par de s ouverts dont cha cun est évolutif(pour le champ 

induit de directions);la condition d 1 évolutivité ,toujours vérifiée 

local eme nt , est donc pureGlent globa l e .Ell e expri..rne que les 

lignes dé f':orce. ne peuvent pas r ep.J.sser une irJ'ini té de f'ois au 

voisinage d'un même point . 
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~héorème : 

Soit V une varié t é de d~1ension n évolùtive pour un champ de dire ctions 

(déf.(0.15 ) ). Si t es t un s cal aire paran~trisant, si F est une car t e 

(0.17 d'une des variét és (C
00

, de d~uension n-1 ) t = Cte , désignons par 

F(X) l a ligna de f orce maxioa l e qui passe. par F(X) [XE Rn-1]. 

Alors l' ensemble des ligne s de f orce maximal e s possède une structure 

de variét é , de clas se C
00

, de dimension n-1, défini e par l' atlas de s F . 

( 0.18) Ce théorème r evi e n·c à dire que si on se donne deux champs par amétrisants 

(0.19) 

[x 4 t], [x 4 t'] l e correspondance (entre un point x de l a variét é 

t = t e t un point x ' de l a var iét é t' = t' ) : 
0 0 

"il existe une car a ctéristique maxi :nal e passant par x e t x'" est biuni -

-voque: et infini raent diff ér entiablao dans l es deux s ens: 

t=t 
0 

t' =t' 
0 

On consta t e immédia t eme nt , s i V es t évolut ive , que : 

(0.20) La variét é V de s ligne s de force maxim~le s est s éparée j 
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(0.21) -L' application 

x-+ x 
... 

[x= ligne de force ~aximale qui passe par x ] est infini~ent différentiable . 

Théorème: 

(0.22) 

(0.23) 

(0.2~) 

r- Soit V une variété évolutive pour un champ de directions ~ • 

Soit [x -+ a] un champ infiniment différentiable de p-formes défini sur 

v. 
Alors les candi tians J:r et 'V sont équivalentes: 

</ a est un invariant intégral de Cartan du champ ~ (déf.(0.12) ); 

Jil existe. un champ infiniment différentiable de p-formes , [~a], 

\7 défini aar l a variété V(0.20) , dont l e champ [~a] est l'~uage 

lréciprogue [G.R.(25.~7)] par l'application [x-+~] (0.21) • 

[

Exercice: montrer que l'intégrale de a sur une p-chatne C [G.R.(31.38)] 
A A 

_est égale à l'intégrale de a sur l'image de C par l'application (x-+x). 

-Ce théorème s'étend i mmédiatement au ca s p = 0 : pour qu'un champ scalaire 
"' ... 

[x+a], défini sur V , soit l'image réciproque d'un champ [x-+a] de V, 

il faut et il suffit que a soit une intégr ale premièra le champ 
... 

[x+a] est alors infiniment différentiable • 

-o-o-o-o-o-o-o-o~o-o-
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CHAPITRE I 

GEŒvŒTRIE CANONI QUE 

· - § 1 : GROUPE CANONI QUE • 

Nous utiliserons l e s notations matricielles [G. R. ( § 17 ) ] • 

Définition,théorème : 

Soit E un espace vectoriel de dimension finie . 

-Nous dirons que E est un espa ce sygplectigue si l'on a choisi surE une 

2-fonne a- (1 ) qui est r égulière 1 c 1 est à dire. t e lle que 

[ o-(X) (Y) = 0 pour tout Y ] ~ [ X = 0 ] 

(1.1) -Deux vecteurs X et Y de E seront dits orthogonaux si 

o-(x) (Y) = o 

-Un sous-espace vectoriel E1 de E sera dit isotrope si tous les ve cteurs 

deE1 sont orthogonaux; isotrope maximal s'il n'est pas contenu dans un 

sous-espace isotrope plus grand • 

Théorème 

a)La dimension d'un e space sywplectique E est paire. 

b)Tout sous-espace isotrope est contenu dans un sous-espace isotrope 

maximal. 

(1.2) c)Tous les sous-espaces isotropes maximaux ont l a m~me dimension n, qui 

est la moitié de la dime nsion de E • 

foroent une base d 1un sous-espace 

(1) C'est à dire ·un opérateur bi-linéaire antisymétrique à valeurs 

réelles [voir G.R.(26.1)] • Nous le noterons o-E s'il y a lieu 

de préciser de quel espa ce symplectique E il s'agit • 
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isotrope Qaximal, on peut l es compléter par des ve cteurs T
1

,T
2

, ••••• Tn 

de façon que : 

pour j = k 
pour j 1 k 

[j,k = 1,2, ••• n] 

L Une base 8 vérifiant ces relations s'appellera base canonigue • 

Il est clair que tout sous-espace: de dimension 1 est isotrope 

(puisque rr es t antisymétrique) ; (b) est évident , puisque la dimension de 

E est finie. 

Soit donc E1 un sous-espace isotrope maxioal, [81 8
2 

••• 8 ] une base de 
n 

Il est clair que E
1 

ne contient pas de vecteur non nul orthogonal à E2 

(sinon, il sera it orthogonal à E1 et E2 , donc à E, donc nul) ; 

que E
2 

ne contient pa s de vecteur non nul orthogonal à E1 (sinon ce 

ve cteur sous-tendrai~ avec E1 un es pace isotrope plus grand que E1,E1 

ne ser ait pas maximal) . 

Il en résulte que l a matrice ~ ~ dont les él éments sont 

j M = rr(8j)(T"k) 
k 

est r égulière , ainsi que l a matrice transposée; donc M est une matrice 

carrée:, p = n ; ce qui démontre (a) et ( c). 

Posons 

[T.j •••• T~1 = [T1" •••••• T"] . n • 

les Tj forment une nouvelle base de E~ e t l'on a par construction 

- - - - --- -----



( 1 .3) 

( 1.4) 

( 1.5) 

Si on pose maintenant 

T. = T' + 1/2 
J j 

s i j = k 
si j f. k 
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on constat e ~Jmédiatement que l es Sj e t les Tj f orQent une base de E, 

et. que l es r el ations '\7 sont vérifiées • 

C . Q .F .D. 

Définition , théorème : 

Soit n un entier positif. 
2n 

-Si x et y sont des éléme nts de R , nous poserons 

n 
cr( x) (y) = E 

. ) j=1 

[j j+n 
x. y 

j+n 
x • 

-Cette règle f ait de 
2n R un e space synplectique • 

-Si E est un espace sympl ectique , e t si S désigne une base canonique 

d'un espa ce sympl ectique de dimension 2n 

o-E (s .x) (s .y) = a- 2 . (x) (y) 
Rn 

La vérification est immédiat e . 

(1,2,d) , on a 

[ V x, y E R2n ] 

On voit donc qu'une base canonique: d 1un espa ce synpl e ctique E est un 

isomorphisme de 
2n R avec E ; il existe donc une seule structure 

symplectique de dimension 2n. 

-Si E est un espace syrapl ectique , nous note rons Sp(E.) l e groupe des 

automorphisme s de l a structure sympl e ctique de E : 

[A E Sp(E) ] 
rA= application linéaire de E sur E ] 
lo-(.A .x)(A.y) = cr(x)(y) V x,y € E 



( 1 .6) 

(1.7) 

( 1 .8) 

( 1 .9) 

(1.10) 

(1.11) 

Sp(E) s' appelle groupe symple ctigue de E. 

-On voit que la forme général e d'un élé~ent de Sp(E) est 

A = s • .s-1 

s et s• étant deux base s canoniques. 
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Comme tout; vecteur non nul peut être pris COElille premier vecteur d'une 

base d'un sous-espace isotrope maximal, il en résulte que 

Le groupe symplectique opère transitivement sur l es ve cteurs non nuls • 

-La formt·le ( 1.3 J:r ) peut s 1 écrire, E: !l utilisant les clefs 

matricielles jj [G.R. (17.2) (26 .41) ] 

on en déduit immédiatement les diverses puissances extérieures de ~ 1 

notamment la puissance n-ième 

G;_~:_ :~:: ~~ _ _:__~~-1~~(-2~: ï_~ :;;~= 1 A 
2 

1 .-.: • An ~J 
-Il est clair que l e groupe symple ctique r espe cte l es diverses puissances 

extérieures de ~ 1 notamme nt l a dernière, qui n' est pas nulle; par 

suite [voir G.R.(26.13)] : 

[A € Sp(E)] ~ [de t(A) = 1] 

-on peut aussi utiliser l a transposition pour étudier la structure 

symplectique; si l'on considèr e l a ma trice d'ordre 2n 

I = 
' 
' ~ 1 

-1-1 

1 
' ' ... 

' \ 
'1 
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on constate que la définition (1.3 ~)de ~ peut s'écrire 

(1.12) ~~x)(y) =x • l: • y l [V x, y E R2n J 

x désignant la ligne transposée de x [G.R.(29.3),(29.17)] ; on en 

déduit. immédiatement : 

(1.13)[Soit A une matrice carrée d'ordre 2n. Alors 

[ A E Sp(R2n) ] <=> [ A • l:. A = Z ] 

(1.14) -Par dérivation, on en déduit l'algèbre de Lie du groupe symplectique 

2n 
de R ; c'est l'ensemble des matrices B telles que l:.B soit 

symétrique ; la dimension de Sp(R2n) est donc n(2n+1) ; notons que 

la dimension du groupe orthogonal du Tiême espa ce est seulement n(2n-1). 

(1.15)rExercices. Soit~ un espace vectoriel de dimension n; ~· son dual. 

1 On pose pour Q,Q' E 8' , P, P' E ~* : 

= P.Q' - P'Q 

Montrer que E = ~ x 8'* est un espace s~nplectique ; que 

et foJ x 8'* sont des sous-espa ces isotropes maximaux • 

-Montrer que Sp(R2) est l e groupe des illatrices déterminant 1 (d'ordre 2.) 

§ 2 : VARIETES CANONI QUES. 

(2.1) Désignons comr.:1e en [G.R.(18.19)] par C'lO(R2n) l'ensemble des difféomor~ 
2n 2n 2n 

-phismes de ~---·\_<t'un ouvert de R sur un ouvert de R , régulières, 
(applications 

infiniment différentiables ainsi que l eur inverse) ; on sait que 

C00(R2n) est un recueil [G.R.(1.19)]. 

2n Associons à chaque point x de R la 2-forme ~ définie ci-dessus 

( 1 .3) • 



(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 
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Nous appellerons transforga tions canoniques l es éléments de 

Coo(R2n) . . qu1 1nvarient l e champ [G. R.(15.12)] • 

Il résulte de [G.R.(15.12)] que l' ensemble des transformations 

canoniques de R2n , que nous noterons Can(R2n) , est un recueil ; 

en se référ ant à [G.R.(25.36)], on peut l e définir par : 

[ A E Can(R2n) ] ~ [ A E C00 (R2n) , [x E def(A)] ::) [D(A) (x) E Sp(R2n)] ] 

D(A)(x) désignant la matrice dérivée de A au point x • 

(2.5) En particulier, l e s translations, l es éléments du groupe symplectique 

(2.6) 

(2.7) 

sont des tr~nsformations canoniques • 

·-Exercice ; On dire que A est anticanonigue si l'image de~ par A est 

- ~ • Montrer qu'on obtient toutes l es transforQations anticanoniques en 

multipliant à gauche{resp. à droite) une transformation ca nonique pa~ 

la matrice 

montrer que cette matrice est un automorphisme du r ecueil canonique 

[Voir G.R.(3.2)], a insi que l es ma trices scalaires; en déduire que 

le r ecueil Can(R2n) n' est pas parfait [déf • G. R.(4.7)]. 

Définition: 

r N~us ~ppellerons 
l separee de classe 

variét é canonigue de d~~e nsion 2n toute variété 

[Définition G.R.(19.6)] 



(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 
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On peut donc définir toute variété canonique V au moyen d'un atlas 1 

c'est à dire d'une famille d'applications r égulières F., qui appliquent 
J 

des ouverts de R2n dans V1telles que 

-1 
Fj • Fk 

val(F.) 
J 

v j,k 

= v 

[voir G.R.(19.12)]; cette structure de variét é permet de définir les 

cartes 1 cocarte s e t glissements de V ( que nous qualifierons de 

canoniques s'il faut pr éciser).Le s F. 1 par exemple, sont des cartes 
J 

canoniques; l es élément s de Can(R2n) sont les changeurs de cartes de V. 

Puisque l e chaôp [x~J] est un champ invariant sur R2n[G.R.(15.14)] 

il est prolongeable d'une seule façon par un champ invariant sur R2nu V; 

nous appellerons forme de Lagr ange l a forme ainsi définie, et nous 

la noterons encore J • 

Ainsi, sur toute la variét é canonique V est défini un champ de 

2-formes régulièr es; on di t que V est une variété symplectigue 

(i.e;:l'espace vectoriel t angent à V en tout point est symplectique ); 

de plus il existe des système s de coordonnéen (les cartes ca noniques) 

dans l esquelles l es composante s de cette forme sont constantes:on dit 

que V est une variété~~ pla t e . 

Notons que l es glissements de V U R2n sont l es difféomorphisme s qui 

invarient [x~]. La structure de va riété ca nonigua de V est· donc 

entièreme nt car actérisée par sa forôe de Lagr ange • 



(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

x (2.16) 
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Les différent es puissances extérieures de l a forne de Lagrange sont 

encore des chac1ps invariants .En particulier, nous appellerons forme 

de Liouville , et nous noterons "vol" l n for:<i1e de degré maximum 2n 

n(n-1) 
2 [ 

.............. ............. _______________ 1 
ol = [ -1 ] cr- A cr- • o ••••• o Acr-

-· .. ·- ________ _::_~ -- --- ----- - ---- -------- ·- - -·------ - --·-· · -- · --·-- ·-·· · ·· · ·--·· · ····--·----:J 
-Le champ [x ~vol] est invariant sur V U R2n ; si x E R2n , l a 

formule (1.9) montre que 

= 

' t ' d · 1 ~ · · d 1 · l' d. • R2n c es a ~re que vo ro~~ a avec a Jauge eue ~ ~enne sur 

[voir G.R.(29. 25)]. 

La forme de Liouville définit une densité invariant&, ce qui 

permet de définir de f açon intrins èque l'intégr al e d'un champ scalaire 

(à support compact) sur V , e t une orienta tion invariante également: 

les variétés canonique s sont orientée s, donc orientabmes [voir 

G.R.(24.33),(24.29),(2431),(24.32)]. 

Puisque l e s composantes 2n 
cr-jk du tenseur cr- dans R sont 

constantes, il est évident que. sa dérivée ext érieure 'i/cr- est nulle J 

il existe donc un cahmp de 1-formes , [x+p]) tel que cr- = 'i/p 

[réciproque du th. de Poincar é, G.R.(27.27)] ; on vérifie que l'on 

peut prendre 

p 
1 
2 

cr-( x) 
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En appliquan~ l a théorème de commutation de l a dérivation extérieure avec 

l'image par l e s applications [G.R.(27.17) on en déduit : 

- Soit V une variété canonique • 

-La forme de Lagrange a une dérivée extérieure identiquement nulle 

(2.17) 'V (} :: 0 

-Au voisinage de tout point de V, on peut définir un champ de cove cteurs 

x 4 p , tel que 

( 2 .18) ft? us dirons que p est un potentiel covecteur. 

~:: dirons que V est une variété potentielle si l'on peut définir un 

potentiel covecteur [x 4 p] sur V toute entière. 

(2.19) En particulier, une variété canonique V est potentielle si le deuxième 
/') 

(2.20) 

1 groupe de cohomologie de V est nul (c' est le cas par exemple pour R2n) 

-Soit x un point de V • D (resp. D~~ ) désigne. l'espa ce vectoriel tangent 
' x x 

(resp.cotangent) à V en x [G.R.(20.1) (resp.(24.39))] 

La fonne de Lagrange <J est une application régulière de D sur D* • x- x' 
-1 

<J est donc une application de D* sur D ; on peut donc définir un x x 

t enseur contravariant du second ordre ~ en posant 

~(c)(c' ) :: [C,C' E D* 
x J 

On constate que ~ est antisymétrique ; ~ est donc une 2-fonne contra -

variante ; on l'appellera fonne de Poisson ; le champ [x~ ~J est lui aussi 



(2.21) 

(2~22) 

(2 .23) 

"(2 .24) 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 
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invariant sur R2n lN. 

-Nous dirons qu'un champ de vecteurs [x+ôx] est potentiel si le 

covecteur p = ~ (ôx) est potentiel 

En appliquant la formule magique [G.R.(27.13)] 

[~w](ôx) + ~[w (ôx)] = ÔL w 

on voit que: 

[Les champs de potentiels-vecteurs sont les champs [x~ôx] tels que 

ô ~ = ~ L . 

ÔL désignant l a dérivée de Lie associée à l a dérivation ô • 

On en tire immédiatement [G.R.(23.27)] 

[~~~cr~~ __ = _ cr"1 1 

et, en introduisant l a fome de Poisson "": ------- , 
L"" = -'" (ôx = potentiel-vecteur) 
·-----

Les potentiels vecteurs 'forment une famille invariante [G.R.(15.9)], 

ce qui implique que l'linege d'un potentiel vecteur par un glissement 

canonique est un potentiel vecteur • 
canonique 

Par définition, un glissement/infinitéslinal de V est un champ de 

vecteurs(que nous supposerons infinL~ent différentiable) [x+f(x)] tel 

que la transformation etf [G.R.(22.9)] soit un glissement(canonique) 

pour tout t ; en appliquant le théorème [G.R.(23.15)] 1 on voit qu 1il 

est pour cela nécessaire et suffisant que 



(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 

(2.31) 

(2.32) 

(2.33) 
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en désignant par ô la dérivation [ôx = f(x)] ; en utilisant (2.17) et 

(2.22), cette condition s'écrit aussi 

[~(~ô~~-: ..... ~ 
-Nous appellerons variable dynamigue tout champ scalaire [x+a] de V; 

par analogie avec le cas riemannien [G.R.(30.34)], 

[ 

nous appellerons gradient d'une varjnble dynamique, a le champ de 

vecteurs x ~ grad a défini par 

[~_-Ôa·u -~----- ~-ôx)~gr~~- -ad pour toute dérivation Ô 

Cette formule (2.30) s'écrit aussi 

L~g~-~d~= - ~ ~ 
ou encore 

f v "'-'1. é -....) ~ & 0( "'- r;- c ~ ()..o~, ) (cfac.J 

fit.q-:: 

Le: théorème de Poincaré et sa réciproque [G.R.(27 .24) .(27 .25)] 

appliqués à (2~28) montrent que les gradients sont des glissements 

infinitésimaux ; réciproquement, que tout glissement infinitésimal est, 

localement, le gradient d'une variable dynamique a, définie: à une 

constante additive près; l'existence de a est assurée globalement si 

le glissement infinitésimal est défini sur un ouvert simple 

[voir G.R,.(27.31)], en particulier simplement connexe [G.R.(10.21)]• 

La comparaison de (2.21) et de (2.28) montre que. la différence de 
canonique 

deux potentiels vecteurs est un glissement/infinitésimal • 

(2..34) rsoient u et v deux variables dynamiques • 

J Nous appellerons .crochet de Poisson de u et v la variable dynamique 



-' : .. 
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(2.34) 

(2.35) 

(2.37) 

(2.38) 

(2.39) 

(2.40) 

(2.41) 
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[u.v]P = ~(vu)(vv) 
~ étant la forme de Poisson (2.20). 

-:. vv . ~-'('1~) 

~-vv. craa.tv 

On vérifie iL~édiatement l es formules 

[u,v]P = .. [Vu](grad v)= [Vv.](grad. u) = cr(grad u) (grad v) 

et 

1 
' f----~-''''''''' ' '''''''''' ''' ' '''' ' '' ' -----·-· ••·•-• ' '' ' ''''' '''' ' '' ''' ' ' ' '' ••••••-·-· ··-• •· -·-··-•••P-4 
; 

1 

E 
................................... .. ... ........................................... ........... ~! 

P = [u,v]P x w + [u,w]P x v 

-·-----······················································· ··· ··········· ···· ·················"····· 

[u,f(v)]P = f 1 (v) [u,v]P 

t--·--· ~- ................... .. ......... .. ......................... ................. .. .... ........... 11 
~te => [u,v]P = 0 

- -------···· ··········· ···· ···· ············· ····· · .. ..... ·· ····-······· ··········-

Pour dériver un crochet de Poisson, il suffit de prendre l a dérivée 

de Lie de l a définition (2.34); en utilisant [G.R.(23.24) et (27.23)] 

il vient 

!;:~,: .. : ....... ................................ ...... .. ............................... ...... ... ........... . ] 
~Jp = [ôu,v]P + [u,ôv]P + [ô1"~;] (Y'u){Vv) 

En p~;ti·~;:;:i1,'~; ·· ~ -- '(2· ~-27')"~~~t~~-- q~~-- ~- ................ ............. . 

, on a 

En appliquant cette form~e au glissement infinitésimal ôx = grad w 

(th.(2.33)), d 'où ôa = [w,a)p pour toute variable ~amique a, 

on trouve l'identité de Jacobi 



(2.43) 

(2 .44) 

(2.45) 

(2.46) 

(2.47) 
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[ 
.. -........................... ............. ______ ·········---·---·-········--·--······· ................... . 

···-··-··-······-····· ·~------------- --~------·------------·------·----··· .... J [ [u,v], w] + [ [vt w],u]-1- [[w,u],v] e 0 

nous avons sous-entendu l'indice P dans ces deux fo rmules. 

-De même , l a comparaison de (2.25) et (2.41) montre que ~ 

Si éx est un potentiel-vecteur , on a 

1'--------=-- ~~~·::~:~ ~~~~:Tp~-~~~~~~!~ 
-Le crochet de Lie de deux glis sements infinitésimaux grad u(eôx) 

et grad v se ca lcule aiséme nt grâce aux formules [G.R(23.8),(23 .21), 

(23.27),(23.23),(27. 23),(2~11),(27.11)]; il vient 

[grad u, grad v]L = éL[ gr ad v] =- o1 [~-1 (vv)] =- ~1 (o1Vv) 
=- ~1 (vov) =- ~1 (v[vv.grad u] ) 

d'où 
............... .. ........................................................ 1 
, grad v]L = grad [u,v]p ... ~ .. ···-·--·· ................................................... 1 

Il résulte des f ormules ci-dessus que l es variables dynamiques définies 

sur un ouvert O,munies du crochet de Poisson, forment une algèbre de 

Lie , de dime nsion infinie , que nous inter pr ét erons plus loin (4.26 ); 

les glissements infinités imaux aur 0 forment aussi une algèbre de Lie 

(pour l e crochet de Lie ); si 0 est simpl ement connexe, elle est 

isomorphe à l' algèbre ad jointe de l a pr écedente . 
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(2.50) 

(2.51) 

(2.52) 

(2.53) 

(2.54) 
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Exercices.Etablir l es r ésultats suivants: 

-Si V est un potentie l-vecteur, et ôx = graQ u un glisseme nt infini-

tés imal 1 on a 

ô1v = gr ad [u - ~u.V] 

si l'on pose alors 1 ~désignant une constante 

on a 

{1,vl = v 

{u,[v,wl l - [v,[u,wll = ~[[u,v]p ,wl 

-soit V un vecteur quelconque .• Alors 

l a puissanca extérieure p-ième d'une forme w; 

utiliser [G.R.(26.42)]); 
n(n-1) 

[ -1] 2 [n-1] ! vol(V) 
[ n-1 J 

= cr- A A cr-(V) 

-Soient u et v deux variables ~namique s; alors 

~[vol(u grad v)] = [v,u]p vol 

(cette dernièr e fom ule penne t d'interprét er l e crochet da \'oisson 

[v,u]p comme l a d~vergence du vecteur u x grad v pour la forme de 

Liouville "vol" [voir G.R. (30 .35)] • 



(3 .1) 

(3.2) 
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§ 3 CONSTRUCTION DE VARIETES CANONIQUES. 

Théorème: 

Soit F un chanp de vecteurs infiniment dif'f ér entiable. de Rn ~ t el que 

f F(O) = 0 

<;; ~ D(F)(O) = 1 
\ Rn 

(=matrice unité d'ordre n) 

Alors il existe un difféomorphisme A (A E C
00(Rn))tel que A(O) = 0 

et que 1 1 image par A du chaop F coïncide avec le champI~ X dans un 

voi&inage de O. 

Nous allons montrer que l'on peut prendre 

1 A(x) --:~-_:t- [.;::tFWJl 
où la notation exponentielle esF [s € R] désigne l'opérateur résolvant 

l'équation dif'férentielle dX 
ds = F(X) [G.R.(22.9)]. 

Pour montrer que l a limite (3.2) existe 1 posons 

r 1 2 
H(u1 Y) = Jo [1-~)D (F) (~uY)(Y)(Y) [voir G.R.(18.11)]; 

H(u,Y) est une fonction infin~ne nt différentiable au voisinage de 

l ' · · d Rn+1 1 A (x) 1 1 d 1 1 t· Y or~g~ne e ; appe ons a va eur e a so u ~on 
u 

de l'équation dif'férentielle 

_gr = H(u Y) 
du 1 

avec la condition initiale 

Y = X pour u = 1 

Si l'on pose 

~ (u) ( 1 ) 
Y = H(u,Y) 
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la définition de A (X) peut s'écrire 
u 
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comne ~ est infinL~ent différentiable en (~), il en est de mê~e de 

A (x) 
u 

[G.R.(22.25)] ; d' aut re part la bi-linéarité de D2(F)(X) montre 

qu'il existe un voisinage de l'origine où H vérifie une inégalité 

(a > 0) ; 

on en déduit l'existence d 1un voisinage de l'origine où A
0
(x) 

existe et vérifie une i négalité 

lx- A0 (x)l < b jxj 2 
(b > c:' ) 

A
0 

est infinimen~ di fférentiable ; (3. 7) montre que 

D(A
0

)(o) = 1 , 
Rn 

donc que A
0 

est régulier dans un voisinage de l'origine ; donc 

AO E Coo(Rn) • 

-D'autre part, si l'on intègre deux fois par parties la fo~ule(3.6), 

compte t enu è.es r e la tians (3 .1 )> ) , on trouve la formule 

F(uY) =-= u~.:- + u2 H(u,Y) 

qui est d'ailleurs u~ cas particulier de la forGule de Taylor • 

En portant dans l'équation différentielle qui définit A (x), on en 
u 

tira 

u A (x) = e1og(u) F(X) 
u 

d'où en posant u = -t 
e 

A (x) 
0 

=lm 
u+O 

A (x) = .lim 
U t+oo 

ce qui .::nontre J' existcnce de l a. limite (3.2), avec A=Ao. 
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Enfin la dérivation de (3.10) donne [voir G.R.(22.31)]: 

u D(A ) (X) (F(X)) = F(u A (X) ) 
u u 

soit grâce à (3.9) : 

D(A )(X)(F(X)) = A (X) + u H(u1A (X)) u u u 

le premier membre est continu pour u = 0 ; il vient donc 

D(A
0

) (X) (F(X)) = A
0 

(X) 

ce qui exprime: bien que 1 1 image du D-chanp [X-+F(X)] par A est l e 

champ [X -+ X] [ G.R. ('15 .2)] • 

C .Q .F .D. 

Nous allons utiliser ce théorème: conc1e le::une pour établir le résultat 

suivant: 

r-I Soit V une variété séparée,C
00 

1 sur laquelle est défini un champ 

infinioent différentiable de 2-formes [X -+ ~ ] tel que,en tout poi~t: 

(3 •12 ) 1 \ 0" est régulière 

}f ~ VO" = 0 

Alors V possède, une structure de v&riété canonique, telle que ~ soit 

sa forme de Lagrange • 

Le théorème (1.2) montre que la dimension de V est paire; appelons-là 

2n. 

Soit X un point de V; il exista une carte ~ de V telle que 
0 

~(0) =X [G.R.(19.6 a)]; soit x-+ & l'image r éciproque, de [X~] 
0 

par ~ ;ce chaop est défini dans un voisinage de l'origine de R2n; il 

vérifie identiquemen~ [ (th.G.R.(27.17)] 
... 

'il o- = 0 
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1" 

La réciproque du théorème de Poincar é montre qu'il existe un cha~p de 

covecteurs [x~] t el que , dans un voisinage de l'origine 

c'est à dire [ G.R.(27.10) ]: 

0/ a lk - al! j e <Yjk 

En changeant 

en les xj) 

p. en p . + a.cx 
J J J 

( a é tant un polynôme du second degré 7 
on peut obtenir 

sans modifier \1 

p. = 0 
J 

au point 0, l es r el a tions 

0 

Il en ré sul t e que l e chat'lp F[x -+ 2cr\p)] vérifie les conditi6n4J :; ·. 

du théorèma (3.1); il existe donc un difféomorphisme A conservant l!origine 

tel que 1 1 ~Jage de F par A soit le champ [~x]; en désignant par 
... 

l es iQages de p et <J par A , on a : 

Il p = <J, d 1 où 
) F)!o) 

- e...,.., :=.' ~ ,, l 
~ 

1 

et 
?c c-- . ( " r ) .,. ~ ~··., ' , , 

~ 
• 

et ~ de ... 
' ' il résulte: 

--11"') 2 <J \ P 

~ 'V [~ (i)] = ,(5 

soit en développant 

"'fl 
x a <Y.k = o m J 

= x 

rJ IV 
G'( ~ ) :: :> '? 

Q leT(~ )~~ < -q p N 

- rr 

ce qui montre que l es ~jk son~ cons t~nts sur I es demi-dro1tes iss~~~ 

de l'origine ; ils gar de nt donc(dans ~voisinage ouvert convexe 0 de 0) 

leurs va leurs au point O.Il existe donc une base canonique. S1 constante 1 
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(ici,S est une nat r ica ) t elle que l'on nit da ns n 

;: ( ch') (o~) = (j (s-1• ch') (s-1. 8~) 

J désignant l n 2-fome .::anonique ( 1 .3. q ) . 
Il en r ésulte que FX

0 

-1 = ~ . A • 1
0 

.s est un difféomorphisne 

d'un ouvert de R
2

::1. d v · ·f· .... F ( ) x t l'· d ans , verJ. J.an;, X o = , e que IDa ge u 
0 0 

champ constant de R2
L [x+J] par FXo est l e champ donné [X-+J] de V .? 

Il en r ésulte que l' e~s embla des FX 
0 

un atlas canonique de V (2.8) 

, lorsque X parcourt V, fo~e 
0 

C.Q.F.D. 

-Ce théorème. est une ré ciproque de l a proposition (2.10); il mo ntre que 

la condition VJ = 0 est nécessaire e t suffisante pour qu'une variét é 

sympl e ctique soit pl a t e (cette condition joue donc l e même rôle que 

la nullité du t enseur de Riemann-Christoffel pour une variété 

rienannienne ) • 

Exercice . Soient v
1 

e t v
2 

deux variétés canoniques; on désigne par 

[X ~ J] et [X 4 J ] leurs formes de Lagr ange respectives, par 
1 2 ?. 

)...
1 

et ).
2 

deux constant es r.on n~üle s • 

Montrer que l e produit dire ct V = v1 x V2 possède une structure de 

variété canonique , car actérisée par l a f oroe de Lagrange J : 

(

/ dX \ 

(j 1 ) 
dX2 

)...1 

-on suppose maintenant que v
2 

= v
1

, que )...
1 

= 1 , )...2 = -1 ;soit A un 

glissement canoniq_1J'3 de v
1 

• 
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Montrer que l e gr aphe de A est une variét é pl ongée dans V,dont 

l' espace vectoriel t angent est en tout point isotrope maximal.Peut-on 

formuler une r éciproque intér e ssante ? 

Espaces de phas es. 

v 
• x 
1 

u C---:· Q -~ 

Soit U une variét é Ccx>. , de dir:~e nsion n. 

On appelle phase de U tout couple 

x = ( ~) 
d'un point. Q de U et d'un covecteur P t angent à U en Q. 

1 'ensemble V des phase s de U("l' espa ce de pha ses"de U )possède diverses 

structures intéressantes 

V est un espa ce fibré de ba se U , noté rf•:• [voir G.R.(12.7) et (24.39)]. 

(3 .17) -V peut être nuni d'une structure de variét é de cla sse C
00 

de di,.;1ension 

2n [G.R.(20.30) ]; l a projection [x -+Q] est infiniiJ.ent différentiable. 

[G.R.(20 • .32)]. 
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Nous allons définir une troisième structure: sur V(3 .27) .On r enarquG 

en effet qu'on peut faire correspondre à toute phase x = ( ~) 1' image 

réciproque par l a projection [x ~QJ du covecteur P, que nous noterons 

p [G.R.(25.33)] ; on définit ainsi un champ 

(3.18) x~ p 

(3 .19) 

(3 .20) 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

de covecteurs de V , par l a r e l a tion 

p .dx = P.dQ pour toute dérivation d 

-Choisissons une carte de U 

1 q 
2 

q ... )Q n 
q 

Si l'on désigne par 

la ligne qui r éprésente un covecteur P dans l a carte (3.20), ce qui 

signifie que n 

p • dx = p. dQ = I 
j = 1 

la correspondance 

·--~x 

p. 
J 

sera une carte de l' espa ce de phases [G.R.(20.31)],quffi nous appe llerc __ _ 

carte associée à la carte (3.20) de u. 
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La formule (3.22) nous montre qua l e chawp [x~ p] est infiniment 

différ entiable} e t que si l*on pos e 

~~J 
on aura [cf. G.R.(27.6)] : 

Théorèo e : ~-(-ô~-)-_-__ -:·------~-. __ --dp_J_ .• --ô-q- J-. - _- 0 p~~ 

-L' espa ce de pha se d'une variét éYpossède une s t ructure de variét é 

canonigue , dont la forme de Lagrange ~ est donnée par (3.19) et (3.25). 

-Si on se donne um atla s F. de U, l' ensemble de s cartes associées aux 
J 

Fj(3.23) est un atla s canonique de v. 

En effet, (3.26) montre que l a forne ~ (3.25) est l'image par l a carte 

(3.23) de l a f orme cr(1.3 ) de R2n ; il est clair d' autre part que l es 

cartes associée s à un atla s de U fornent bien un atlas de V. 

C . Q .F .D. 

Tout espa ce de phases est potentiel ; en effe t 1 (3.25) montre que p est 

un potentiel-covecteur (2.18), qui est défini sur V toute entière • 

Le potentiel-vecteur a ssocié, ôx = ~-1 (p) (voir (2.21) ) se calcule 

au noyen de (3.22) et (3.26) ; on trouve ôp. =p. 1 ôqj = 0 
J J 

d'où , globale~e nt 

ôP = P 1 ô Q = 0 

C' est un ve cteur vertical [G.R.(20.33)] 

; 

-En appliquant l es définitions (2.31) et (2.35) , on trouve immédiateme nt 

les for:!lules 

E
-················ ······-·-- ----------·-· ;·· ·---------i j 
gr ad u] ~ [dqJ = ..JL , 

ap . 
J 

d =-.21LJ p. . 
J aqJ 
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àu av - au 

èipJ aqj aqj 
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cette dernière fomule est la définition classique. du crochet de Poisson 

-Soit A un difféonorphisne de U, c' est à dire un glisseôent de U 

pourvue de sa structure de variété de classe C00 [G.R.(19.17)]. 

On sait que A se "relève" dans 1 1 espace fibré V par une application 

régulière A , définie par 

= ( 
A(Q) ) 
P .D(A) ( Q)-1 

[voir G.R.(12.7) et (24.39)]. 

Si l'on pose 

on constate que P~~.dQ* = P.aQ, ce qui peut s'interpréter en disant que 

A invarie le champ [x~p] (3.18) ; il invarie donc aussi le champ 

[x~ Vp];d 1 où l e théorème 

(3.33) par (3.32) est un glissement canonique de l'espace de phase , qui 
[ 

Si A est un difféonorphisrne d'une variété U, son relèvement A défini 

invarie le champ [x ~p] • 

r Théorème : 

j Soit F un ch~p de vecteurs infiniment différentiable d'une variété U. 

(1)0n choisit souvent un signe opposé, dans cette formule ainsi que dans 

celle des "croc4ets de Lagrange" (3.26) .Le choix qui est fait ici 

évite un signe -dans l a fornule: (3.25) 
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Il existe un champ de vecteurs [ x ~ ôx] de l' espace de phase V de U 

car actérisé par l es r el a tions 

= 0 
pour tout x = ~ ~ ) tel que Q E def (F) 

= F( Q) 

-ôx est. un glisseJent canonique infinités:inal de v, que nous appellerons 

r elèvement du chaop de vecteurs F. 

-Si~ désigne l a variable dynamique P.F( Q) , on a 

ôx e grad ~ 

En effet, l a foroule magique (2.22) montre que les conditions ZJ 
entr~înent 

~p(ôx ) = - V[ p(ôx)] = - V[P.ôQ], d'où 

~(6x ) = - v~, ou encore ôx = grad ~ (défini t ion 

Il en résulte que ôx est un glisseoe nt infinités:inal 

(proposition (2.33) ) .Réciproquement l e vecteur ôx = grad ~vérifie 

bien 1:) • 
C . Q .F .D. 

(2. _3 1)) . 

[ 

Exercice : Si 

(3.35) pour tout t, 

~ désigne l e champ x~ ôx défini en (3.34), montrer que 
~ 

t~ tF tF 
e est l e r elèveme nt e de e (notation (3.32) )4 
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Variétés symple ctigue s de dliJension ~paire • 

Soit V une variét é (séparée, de classe C00
) sur l aquelle est défini un 

champ infinL~ent différentiable de 2- foroes , [ x ~ ~] , t e l que , en 

tout point : 

Jd~ (noy (~) ) = 1 

1 'V ~ = 0 

Sur un sous-espa ce ve ctoriel suppléwentaire du noyau de ~ , ~ est 

régulière ; l e théorème (1 .2) nous ùontre donc que l a dimension de V 

est impaire. ; notons là 2n+1 • 

Désignons , en cha que point x de V , par ~(x) le noyau de ~ ; 

nous appellerons car a ctéristiques de V l es lignes de force s du ch_auip ~ · 

Théorème : 

Supposons réalisé~les conditions (3 .36) e t supposons que la variété V 

soit évolutive pour l e chaop ~(3 . 37) • 

Alors ~ est un invariant intégral de ce chaop ; si l ' on désigne par x 

la car a ctérist i que maximal e. qui passe par un poi nt, x de V , 1 ' ensemble 

V des car a ctéristiques possède· une structure de variété canonique de 

dimension 2n , définie par : 

- ( . l a pr oj e ction [x ~ x] est infini~ent différ entiable ~ A 

oA 1 image réciproque par cette projection de l a f orme de Lagrange- ~ de v 
l 

~st l a forTie ~ • 
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En effe t , l e s conditions ~(x ) = noyau(~), V~ = 0 oontrent bien que 

~ est un invariant intégral (theorèoe (0 . 12) , formule \/ ) ; 
... 

l es théor èwe s ( 0 . 17),(0~1) et (0 .22) oontrent que 1 1ense;nble V des 

car a ctéristiques est une variété de classe C00 
, de dli1ension 2n , e t 

... ... 

que ~est 1 • ~age r écipr oqua d 1 una 2- forme ~ de V par la projection 
... 

[x~ x] ; l a co~Jutati on de l a dérivation extérieure e t de 1 1 ioage r écj 

proque [ G.R.(27.17)] oontre v~= 0 ; 
... ... ... 

on voit f acilement que [ôx € noyau(~)] ~ [ôx € noyau (~)]~ [ôx=O] , 

donc que ~ est r égulière ; l e théorèoe (3 . 12) t:wntre que V est une variété 

canonique , adoettant ~ comme forme de Lagrange • 

C.Q.F.D. 

Exercice : 

r~ontrer que 

! V, famé de 

l es conditions (3 .36) entraînent l ' existence d'un a tles de 

cartes dans l esquelles l es composantes de l a forme ~ sont 

: 
\ 

J1 
si k = j+n j ~ n 

si k = j - n k ~ r: n 

dans l es autres cas 

~jk = 

i donc que V est plate 
1 L_ 
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§ (1) 4 : ESPACES FIBRES QUANTIFIANTS 

Espa ce s guantifiants. 

Théorème,définition: 

Soit l .T une varié t é sépar ée , cOO, sur l a quelle est défini un char..1p 

infininent différentiable [ç: ~ ·w] de. 1-for:1es, t e l que , en tout point: 

dio (noyau (vro) ) = 1 

wn 1es t pas nul sur noyau (vm); 

l e s car actéristique s( 2) oaxioal es du chaQp [Ç, ~ noyau( Vw)]] 

sont des courbes f ermées ( 3 ). 

Si l'on désigne par~ l a car actéristique f eroée qui passe par~ e t par h 

l'.intégr a l e ·· If, -wJ , h ost constant lorsque' ~ parcourt une composante 

connexe de t!" • ~ 

Nous dirons que V est un es pace guantifiant , si pour tout ~, h est égal 

à l a constante de Planck • La f orne ID s' appellera forme fondame ntal e de 

,;. 

En effe t, si l' on applique la f or mule 

= 1 a( 6~ ) + Jc va] (6~) 
cV c c 

[G.R.(31.48) ] qui donne l a dérivée de l'intégr al e sur une cha îne C 

( 1 )Nous utilisons ici l e .r.10t" quantification" pour désigner un cer ·i:;e, i n 

formalisme pure'1ent r:wth é.r-Jatique ; c' est au chapitre III ci-dessous que 

nous indiquer ons con::1ent ce tte notion peut s 'utiliser pour "qua ntifier" 

l e s systèmes dyna:-:liques • 

(2 )ou ligne s de forces ; voir (3 .37). 

(3)C 1 est à dire hoaéomor phes à un cercle • 
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(de bord C~) d 'une fo~e a , l ors qu'on f a i t varier l n cha îne seule , 

on trouve ôh = 0, puis que l e bord de l n cha îne a s sociée à l a courbe 
"' 
ç; (par une orienta tion arbitraire) e s t nul , et que. l a 1-fome 

[VW] (ôç; ) est nulle sur ce tte cha îne ; donc ~h = 0 ; h est bien 

constant sur cha que composant e connexe de\/ [ G.R.(27.29 )] 

C . Q .F .D. 

La définition ci-des sus des espaces quantif iants pos e un problène 

d' a nalyse di~e nsione lle : l a val eur de l a constante de Pl anck est 

-27 2 ~ h , ave c h = 1,0544 10 
2 -1 

cm ® se c on doit donc suppos~r 

que w e ~t une fon~e à va l eurs dans l' espace ve ctoriel de d~~e nsion 1 de s 

actions (= gr andeurs ~e surable s de dli1e nsion M 12 T-1 ) ; 

on peut aussi adopte r de s unité s de mesure t elles que. h = 1 (c'est l e 

>cas des unités quantique s habituelle s , dans l esquelles la vitesse de 

la lumière est auss i égal e à 1 ) e t adopte r l a valeur 2~ pour l a 

circuletion de -o:r sur l e s car a ctéristiques • 

Pra tiquement, da ns l n suite de ce par agr aphe ,il suffira de 

considérer h coo~e une constant e donnée ; nous continuerons à poser 

n = h/2~ • 

Théorème 

·-Soit V un e space quantifiant ; soit w 18. fo~e fondamental e 1 

a)Il existe un champ de ve cteurs f,infiniment diff ér entiable sur 

défini par 



(4.3) 

) f(!;) E noyau(VW) 

9 
( w.f'( ~;) = 1 

pour t out 1; 

b)L'application 

t -+ e tf (!;) 

est,pour tout !;,une fonction périodique de périoùe h,dont l' enseoble 
... 

de va l eurs es t l a ca r actéristique 1; passant par 1; . 

c)11 est une variété évolutive pour l e ch&Jp [!;-+noyau (VW)] • 

Les hypothèses (4.1 ~) oontrent que l e s conclitions (4.3\)) définissent 

bien un champ de vecteurs f ; puisque ur, e t per conséquent VW 

sont infiniment différentiables, il en e st de :oême du chaop f(on peut 

l e vérifier par exe:ople en étudiant l es cowposante s de f da ns une carte ) 

puisque, f(!;) E noyau (VŒ), l' application 
tf 

t -+ e ( !;) prend ses val eurs 

da ns la caractéristique 1; ; con:oe celle -ci est hooéomorphe à un cercle 

et que l e chanp f ne s'y annule pas , on voit que , pour chaque 1;, 

l'application t-+ etf(!;) est une applica tion périodique de R sur ~; 

soit w sa période ; en calculant l'intégra le 

] ... W à l' aide du p~raoètre t , il vient 

1; 

h = j ... w 
1; 

= 1 w w· 

0 

~ dt 
dt = 1 w w • f( !;) dt 

0 

par suite w est bien consta nte et égale à h • 

dt 

0 

- ---- ---------------------------------
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-Si l'on choisit une hypersurface .•· 
.• ""1 r ' non t angante 

à f(~) , e t si l'on définit un champ~ ~ t par [ e-tf(~)E r ,jtj < h/2] 

on consta te que t est un champ paramétrisant (0.14) i il en résulte 

immédiatement que '\.{est évolutive (0.15). 

C . Q . F .D. 

tf 
-Il ré sul te de ce théorème. que 1' ensemble G des e est un groupe 

de permutai-ions de u, e t que l'on a 

[atf = et 'f] ~ [et/ifo = et'/ in] 

donc que ce groupa est isomorphe au groupe multipli catif T des noübres 

complexes de module 1 • 

Nous désignerens par z l'élément de G correspondant au nombre complexe 

z (de module 1) par ce t isomorphisme j on aura donc 
t î [eih 

,.. 
e tf] = z] ~ [z = ['v' t E R] 

~ ( = 
./'-A) 

['v'z,z 1ET] z.z z.z 

Théorème : 

Soit U un espace quantifiant . 

Soit R l'ensemble des difféomorphisne s A de U tels que 

• rA invarie la forme f onda.r.1e ntale [x -+ nt] 

( def (A) es t une réunion de caractéristiques • 

-R es t un r ecueil , dont les éléments coffiflutent avec les éléments du 

groupe G des z • 

- - -- --- - - - - - - -



U possède donc una structure d' espa ce fibré vrincipal [G. R.(9.1)] 

de recueil ~ , de groupe principal G, dont l es fibre s sont les 

caractéristiques ~ , 
... 

-La~ de ce t e space fibré est l a variét é canonique U _des caractéris-

tiques (th.(3.38) ), munie du r e cueil de ses glis seme nts canoniques. 

Soit A un éléme nt de ~, ~ un point de def(A) .Puisque def(A) est une 

réunion de car actéristiques, on a pour tout t réel 

Puisque A invarie le champ [~ ~ m] , A invarie aussi l e champ 

llf 
[~ ~ ~w], et par conséquent l e ch~np f qui est défini à l'aide de W et 

VG5 (4.3 rv ) j si donc on pose ~· = A(etfü;: )) , on aura pour tout t 
0 

(grâce à cd ) dt:* etf(~·~) e tf (A(~o) ) i dt = f(~*) , d'où ~* = = 0 

d'où A.e 
tfo tf 

él éme nts de ~ commutent avec ceux de G • = e .A ; l es 

Réciproquement, on vérifie iQmédia t eme nt que l es difféomorphisme s qui 

invarient l e champ [~ ~ lli] et qui commutent ave c l es éléments de G 

appartiennent à ~ ; ~ est donc l e c~w~utant de G dans l e r ecueil 

[G.R.(15.12)] de s difféomorphisme s oui invarient l e champ [~ ~ m] 

~est donc un r e cueil [G.R.(9.3)], qui f ait de U un espace fibré 
. 1 

principal, dont l es fibres sont l es orbite~ àe G, c' est à dire l es 

caractéristiques. 

Désignons par P la projection r; ~ ~ ; pour tout A E ~, l e transmuté 

A de A par la projection P est défini par 
/"-,__ 

A(F;) = A(F;) (~ F; E def(A)) 
... .. 

... 
et vérifie P.A = A.P [G.R.(6.11),(6.1o)] 

( 1) Orbi te = cla s se de transi t ivi té 



47 

Si l'on pose d' autre part , ~W e J , on sait que V est une variét é 

évolutive pour l e champ [~~noyau (J) ] (th.(4.3 c ) ) 1 donc que. 

l'ensemble V des caractéristiques possède une structure de variété 

canonique ,tel l equa l a projection P soit infiniment différentiable e t 

que l e champ [~ ~ J] soit l' image réciproque par P du champ de Lagr ange 
A A A • 

[~~ J] de V (th.(3.38) ); la formule. ci-des sus P .A = A.P montre donc 

que l'image r éciproque par A de J est une r estri ction de J 

A A 

[G.R.(25.48)], donc que A invarie l a forme de Lagrange , donc que A 

est un glissement canonique de V (ci-des sus (2.11 ) ) • 

Réciproquement, soit B un glissement canonique de V, ~0 un point de V 
A A A 

tel que ~0 E def(B), ~0 un point de V t el que ~0 = B(~ 

Choisissons un champ par amétrisant [~ ~ e] au voisinage de ~ ; l a variét é 
0 

e = Cte. qui passe par ~ est une section r de l' espace fibré V , ce qui 
0 

signifie qua r ne rencontre aucune car a ctéristique: en plus d'un point 

e t que l a r estriction P. 1r de P à r est difféomorphisme de r sur un 



... 
ouvert de V conte nant ~0 (cf.(0. 17 ) ) .On construit de mêne une se ction 

r' passant par ~ • 
0 

Posons 

A = 
0 

A
0 

est un difféomorphisme d 'un ouvert de r / /.(. .IJ.I/ :/· / 

ouvert de r', qui vérifie 

sur un 

< B.P 

D11 f ait que l e s applica tions 
tf 

t ~ e ( ~) ont toutes l a période h , on 

déduit l' exi stence d'un prolongement unique A
1 

de A
0 

qui co~nute avec 

tous l e s 
tf 

e ; on cons t at e que A1 est un difféomorphisme de V , que 

A1(t;j = ~ 0 , et que P .A
1 

< B.P , d 1 oü l'on déduit que A
1 

invarie l e 
""- A 

champ ~-+ (J (puisque B invarie ç; ~ (J) . D' autre part, du f ait que A
1 

tf 
commuta ave c l es e , on dédui t que A

1 
invarie l e champ f [ on peut 

utiliser à ce t eff et G. R.(22 . 15)] • 

puisque A_. invarie (J , on voit 
1 

que 'ïJ w1 = 'ïJ W , donc qu 1 il e}ds te un champ scal aire [ ~ -+ u], défini 

au voisinage de ~ , t e l que w1 
- tif = Vu (réciproque du théorème de 

0 

Poincaré) ; du f ait que A
1 

in varie f , on tire oi1 . f(~) = 1 (voir 

(4 .3 Q ) ) , d ' où 'Vu . f(~) = 0 ; u es t donc une intégr al e pr emière, 

(i . s . u est constante sur l e s car a ctéristiqUes ) ; ce qui pe~ne t de 

prolonger u sur toutes l es car a ctéristiques qu' elle a tte int en 

conservant l es propriét és ci-dessus • 



(4-.6) 

4-9 

si on pose ~ (~) = u f(~) on peut vérifier [ par exemple à l' ai de de 

G.R.(i5.3),(24.39),(12.2 ) ] que l'iMage du chaop [~ ~ ~1 ] par e~ 

est [~~ur], et que e ~ co:Thnute ave c l es etf ; 

si l'on pose 

on constate donc que A invarie l e champ [1; ~ Wj [G.R.(15j2) ], qu6 

P.A < B.P et que A colllL1ute ave c les él éments de G;en utilisant l a 

constante additive dont on disposa dans le choix de u , on peut même 

avoir A(~ ) = T) 
0 0 

Il en résulte immédiate::1ent que l e transmuté A de A par P coïncide 

avec B dans un voisinage de ~ , et que A appartient au r ecueil ~ 
0 

ainsi B est borne supérieura d 'opérateurs qui peuvent se r el ever par 

des opéra teurs du recueil ~ ; B est donc un glissement de l a base 

[G.R.( 7.6 )] • 

C. Q.F.D. 

-La démonstration ci-dessus montre que V est un univers fibré 

principal(c'est à dir e que l e r e cueil ~y opère transitiv œ1ent) 

on en déduit [G.R.(9.4)] que le groupe structural de chaque fibre 

co1ncide avec l a restriction à ce tte fibre du groupe principal , e t qu'il 

est isomorphe(comme G) au groupe T (puisque G est abélien). 

Exercice. 

(notations (4-.3),(4-.5)). 

Soit V un espace · quantifiant de d~~ension 2n+1 • 
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(4.8) 

(4.9) 

( 4.10) 

On définit une forme w par 

n(n-1 ) 

(1) = [ -1 ] 2 

n! 
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ID A~ ID A •••• A~~ 
t ... ... _ ····-··-· -··-· ·- ____ __j 

n t erme s 

a )Montrer que l e champ [ç; ~ w] est infiniment différ entiable e t invariant 

par l e recueil ~. 

b )Montrer que l e pr oduit intérieur w(f(i; ) ) est l' image réciproque , par 
"' 

la projection, de l a f orme de Liouville (2 . 12 ) de l a base V • 

c)Montr~r que w ne s' annulle pas • 

d)Montrer que tout champ de [2n+1]-formes de V invariant par~ est 

proportionnel à w. 

le )Montrer que l a proprié t é (b ) ca r a ctérise w • 

Quantification d'une variét é ca noni gue . 

Définition: 

[

Nous dirons qu'une variét é canonique V est quantifiable , s 'il existe un 

espace f ibré quantifiant (déf.(4.1) ) de base V (th.(4.5)). 

Nous allons ét ablir, pour ce problème de l a quantification d 'une variété 

canonique , un t héorème d 1 exi stenca e t un théorème d'unicité : 

Théorème : 

LToute variét é canonique pot entielle (définition (2.18)) est quantifiable . 

Soit V une variét é canoni que potentielle ; désignons par T le groupe 

multiplicatif de s nombres compl exes de module 1 ("tore:") ; 

soit V l e pr oduit direct V x T ; soit 

une variable qui parcourt V (xE V, z ET). 
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Par hypothèse, il existe. un potenti el-covect eur p de V (2.18) ; 

posons 

d 1::' d ·- dz w 'o = p • x + J_fl, -z 
[2~ = constante de Planck] 

Puisque-, sur V, on a 'Vp = <Y , on trouve : 

~,dE;) (d' E;) = <Y(dx) (d 'x ) 

On voit que, [ d E; E noyau ('~cii)] <:::=::> [ dx = 0], que 

[d E; E noyeu('Vw)n noyau(w)] <:::=::> [d E; = 0] , donc que l e s conditions lJ 
de l a définition (4-.1) sont vérifiées; il est clair que les car a ctéris

tiques sont l es produits A'~ IPi~ d'un poi~ parT; 

La circule tion de w sur une de ces car o.ctéristiques est 

in = 211: n = h ' 

V est bien un espa ce quantifiant de fo~e fondamenta le w (4-.1). 

Enfin il est clair que si l'on pose P(E;) = x , P est une applica tion 

de V sur V 1 dont les fibres sont les car a ctéristiques, et que l' image 

réciproque par l a projection P de la forme de Lagr ange <Y de V est l a 

forme 'ifW (fomule (4-.11)) ; U est donc un espace fibré quantifiant de 

base; V (th.(4-.5) ) • 

C .Q .F .D. 

*Exercice (hypothèses et nota tions (4-.9 )) : 

Soit A un élément du r e cueil ~ de V x T (A invarie w , def (~) est une 

réunion de car a ctéristiques ); soit A son transmuté par l a projection P. 
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Montrer qu'il existe une application infiniment différentiable 

[x ~ ~] de def(A) dans T telle que 

(4,13) 10 ) A (:) ~ ( ::)) 

1 ~ p* a p - il\ 1>; 
1 l ~ 
[x~ p*] désignant 1 1 inage. réciproque. du chanp [x-+ p] par A. 

-Réciproquement, A étant un glisseoent canoniq~· de V, nontrer que l a 

condition suivantff. est néces saire et suffisa nte pour que A soit r e l evable 

à l'espace fibré construit. en (4-.13) 

(sur chaque compos ante connexe de def(A), les périodes [G. R.(27.32 )] () i de la ~orme p* - p sont toutes des ôultiples entiers de la constante 

~ de Planck. 

-En déduire que les glissements définis sur un ouvert si.!nple .:lent connexe 

sont relevables • 

-Nous donnerons plus loin ( 12. 17 ) un autre exemple de varié t é quantifiable , 

Notons que : 

(4-.14-) [Toute partie ouverte U d'une variété ca nonique quantifiable V est une 

variété canonique quantifiable • 

En effet, si lt'désigne un espace fibré quantifiant de ba se V, 

1 1 iElage réciproque de U par la projection de~ sur V est un espace fibré 

quantifiant de base U • 

C. Q.F.D. 
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Théorème: 

Soit V une variété canonique quantifiable e t siL.<ple.[G.R.(10.10 ) ], 

en particulier simpleoent connexe • 

Si '\Y et lf * sont deux es paces fibrés quantifiants de b ase V , il 

existe un difféo,norphisme F de 'lf'' sur 13"*, qui est un iso:ilorphisne 

d'espace fibré de base V [G.R.(7.10)] ; l 1 L~age réciproque par F de l a 

forme fondamentale de 'ùo-- * est la forne fondame ntale de 'UV. 

Soit x un point de V. 
0 

Dans un voisinage de x , on peut dêfinir un potentiel-covecteur 
0 

[x~ p] de V (2.18) ; soit p son L~age réciproque par la proje ction de 

'\r sur V , e t m la fonJe fondamenta le de ·v . 

Comme pet~ ont oême dérivée extérieure ( à savoir l'image réciproque 

de la fo~e de Lagrange de V) , si ~ es t un point de ~ qui se 
0 

projette en x , il existe dans un voisinage de ~ un champ scalaire 
0 0 

[~ ~ a] t e l que. '1lr- p = 'Va. • 

Va. n'est pas nul, puisque p f(~) = 0 (nota tion(4.3) ) , donc que 

Va..f(~ ) = -m-. f(~ ) = 1 

L'équation a. = a. ( = valeur de a en ~ ) définit donc une variété U 
0 0 

plongée dans 1/'", de dioension égale à celle de V , sur laquelle ur et 

et p coïncident [voir G.R.(25.49)]; l a condition Va.. f(~) = 1 

montre que l'on peut , en d~Jinuant au be soin l'ensemble de définition 

de a., obtenir que cette variété U ne r encontra l e s caractéristiques 

de ~qu'en un seul point, c' est à dire qu ' elle soit une section 

de 'l.f' . 
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Alors, pour cha que Ç, de \}'qui s e projett e dans un certa in voisinage a.e 

x, on peut définir un cha~p à valeurs dans l e tore T,[Ç, ~ z] 1 
0 

par la formule 

(nota tion (4.4-)) 

en dérivant, on peut en déduire l a fon~ule 

w. d Ç, 
dz = p .dx + in z 

(comparez ave c (4-.11 ) ) • 

Si nous recomne nçons ave c l e second. e space fibré quantifiant v ~·, 

nous aurons a ssocié à chaque. point Ç,':' de 1f ~· un couple; ( ~ ) t el que 

= dx + in dz p z ; en faisa nt corre spondre: au po i nt Ç, de v--· 
l e point. ç;·~ de v-* a s socié au ï:Jêne coupl e (~) 1 nous obtenons une 

applica tian ré gulièr e: F , qui applique l a partie de (}" qui est au 
0 

dessus d'un certain voisinage U de x sur l a partie correspondant e 
0 0 

1)/* 
de , qui donne du champ [ç; ~ m] l' image [Ç,* ~w~' L e t qui est un 

isomorphisme d' e spa ce fibré de base U [G.R.(7.10 ) ] . 
0 

En r e comme nçant pour suffis&uoent de points x. de V (tous par 
J 

exemple ) , on voit que l'on peut cons truire de s F . ayant l es nême s 
J 

propriétés au dessus d'ouverts U . qui r ecouvr e nt. V. 
J 

On vérifie iBmédia t ement que, pour tout couple d 1 indices(j,k), 

F;
1 • Fk est un éléme nt du r ecu eil tR. de 1}- (4-.5 ;,. ) , et 

plus précisément un glissement de ,j auge[ G.R.(8. 7)], défini au de ssus 

de l'ouvert 

[ç; 4z], tel 

u. n 
J 

Uk ; il existe un chaElp( à va l eurs dans T) 

-1 "' 
que .. F j • Fk(ç;) = z (ç;) 

A 

; en écriva nt que [ç; 4 z(ç;)] 
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az 
invarie la ~orne fonde~entnle [ ~ ~ m], on constate que a~ = 0 , 

par consèquent l ' ensemble [j,z , k] dé~ini par 

[ - 1 "' [x E [ j, z, k] l ~ F. • Fk( ~) = z (~) si ~ se proje tte sur V 
J 

en x est un ouvert ; en ~aisant varier j , z et k, on véri~ie aiséme nt 

les relations \D du théorème [G .R.(10 .16)] ; l ' applica t ion du théorèr:1e 

[G .R. (1 0.17)] et la définition des espaces s~:1ple s [G .R. (10 .20)] 

montr ent qu ' il existe des z. dans T t els que 
J i ~ 

[ xE uj n uk ] ~ [F~ • Fk (~) = zj/ zk (~) ] 

il en résulte que l e s opér ateurs F.~ sont compatibles ; leur borne 
J J 

supérieure F [G .E.(1 .14)] a bien les propriétés annoncées • 

Problème de relèveme nt . C.Q .F .D. 

-Donnons nous una variété canonique quantifiable V ; soit ~un espace 

~ibré quanti~iant de base V. 

Si 0 est une partie ouverte de V, l'opérateur identique sur 0, 

10 , est un glisseoent ca nonique ë!.e V ; les relèvements de tels 

glissements s' appellent glis seoents de jauge de ~ [G.R.(8.7)] • 

Théor ème(notations précédent es) 

On ob tient tous l e s r elèveme nts J du glissement 10 en associant un 

nombre compl exe zj ' · d.e module 1 1 à chay_ue comp osante connexe Oj de o, 

et en posant 

./'\. = z. (~) 
J 

si se proj ette dans O. 
J 

" 
[z. voir (4.4)] . 

J 



(4.18) 

(4.19) 

J, par hypothèse , do i t appartenir au r ecueil fi. de V" , donc comauter 

tf 
ave c l e s e ; on en déduit l' exi s t ence , pour chaque E; qui se pr ojett e 

" 
dans 0, d 'un él énent z du tore T t el que J(E;) = z(E;) , et on vérif i e 

.... tf 
que z ne dépend que, de l a pr oj e ct i on x de t;. En posant z = e , et en 

écriva nt que J invarie l a fo~1e fond&lental e on voit i mmédi a t eme nt 

at 
que ôx = 0; d' où l e r ésultat énoncé (la r éciproque est immédia ·ce) . 

C . Q . F .D. 
-On voit que l e gr oupe de .iauge [G.R.(8.9 )] e st identique au gr oupe 

structural, c 1 est à dire isomorphe au tor e. T ; ce qui explique que cer tains 

glis sements puissent n' être pas r el evables, e t que l eurs relèveme nts 

soient multipl e s [G.R.( 8.1 1) ] • 

Théorème : 

Soit "Q-1 un es pace fibré quantifia nt de ba se V. 

L' ensemble s des él éoents uu r ecueil fi. de v·· qui appliquent v ·· sur v -
est un groupe • 

L' ensemble 9 de s transmutés de s él éne nt s de S par l a proje ct i on es t 

l e groupe de glis seoents canonique s gl obaux de V qui pos s èdent un 

r e l èvement. 

-Si r désigne un gr oupe de glis se· tent s ca noni que s globaux de l a ba se V, 

l' ensenble r des él éments de r qui pos sèdent un r e l èveme nt est l e 
0 

sous-groupe r n 9 • 

-L'ens emble r de s r el ève;;:1ents de s él éments de r est un sous-groupe 
0 0 

de S. 

-Si V est simpl e , r est un sous-groupe di stingué de r; si V est 
0 

r\J 

connexe ,r est une extension de r par l e tore T 
0 0 
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Seule , la dernière prop:..~iété n 1 es t pas i.r:u:lédiate . Pour 1 1 établir, 

considérons un glisseE1ent canonique globa l quelconque A de V ; 

P désignant la pro j e ct ion de 'If' sur V, posons ~ = A .P • 

On constate im.11édiateme n"t· que 1 1 on donne à tl une seconde structure 

d 1 espace fibré quantifiant de base V en r empl a çant l a pro je ct ion P 

par~ ; si V est simple , l e théor ène (4 .15 ) :nontre qu'il existe un 

isomorphisme F d 1 espace. fibré transformant la s e conde structure e n l a 

première ; Fest un isomorphisme d' e spa ce [G .R. (7.1 0)] , il transmute 

donc en lui- mêoe le r e cueil ~ (sans né ce ssairement appartenir à ~ ) 

[G.R.(3.2)] • 

v-·· [ t;r<~ J l ' F \ , .., ..., __ ---........ \ 
( 

' 
1 

1 ( 

p ~ ~ ifj ~ p 

\ 
\. 

1 
' 1 A 

' 1 

~ v ,..,--
x ---

A(x) 

Le transmuté P'~(F) de F ptlr P est égal à A • 

Par sui te , si B E r , B possède un relèveme nt B tel que p>:•(B) = B , 
0 

"' -1 
F.B .F est un élénent àu r e cueil ~, donc de 9, on a [grâce à G.R. (6,17) , 

(6.18)] P*(F .B.F-
1) = p•:•(F) .P':'(B) .PZF) - 1 = A.B .A- 1 , ce qui montre 

ABA- 1 'd 1 l' t"'BF-1 que • • posse e· e r e eveme n L' • • dans l e recueil ~, donc que 

le transmuté de to~t élé~ent B de r par un é lément de r appartient 
0 

à r : r est bien distingué • 
0 0 
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"V 

Il est clair d'autre ra rt que p~c est un homomorphisme du groupe r 
0 

sur le groupe r ; son noyau est 1 1ensenble de s r el èvenents de l' opér a t eur 
0 

identique 1V , ensemble que nous avons déteroiné en (4.17), et qui se 

réduit à G si V est connexe , le noyau de cet homomorphisme est al ors 
f\.., 

isomorphe à T ; r
0 

est donc une ex t ension de r
0 

par T( par définition du 

mot. "extension" ) . 

C.Q.F.D. 

Théorème: 

Soit V une variété canonique , V'' un espa ce quantifiant de base V, de 

fonne fondamentale ur • 

1°) Si F [~ ~ d~] est un élément infinitésima l du r ecueil ~ (4.5 ) 

(ce qui signifie que , pour tout t, etF E ~), il existe. une variable 

dynamique u, définie sur un ouvert de V, t elle ·que 

) dx = grad u 

t w. d~ = u 

[x = proje ction de ~] 

0) , 2 Reciproquerns"'lt, si u est une variable dynamique définie sur un 

ouvert de V, il existe un élénent infinitésimal F du recueil ~, e t un seul 

t e l que () • 

Démonstration: 

1°)Si atF appartient à~ pour tout t , son ensemble de définition es t 

une réunion de car a ctéristiques (4.5) ; la réunion de ces ensembles, 

à savoir def(F),est donc une réunion de caractéristiques • 

D'autre part l a dérivée de Lie ~"tli est nulle [G.R.(23.15)]; 



(4-.21) 

(4-.22) 

(4-.23) 

59 

si l'on pose W.dl:; = u, l a fo rmule nagique [G.R.(27.13,)] donne 

[Vw](d ç;) +Vu= 0 

d'où, puisque l e vecteur ôl:; = f(l:;) appartient au noyau de V~ (4-.3), 

0 = Vm(ô l:;)(d l:;) = - V~ (d ç;)( ô l:; ) = Vu (ô l:;) = 6 u 

u est donc une intégr al e pr emi ère des car a r.:téristiques , c'est à dire un0 

fonction de x : c'est une variable dynaoi çue de l a base (2.29) • 

La formule (4-.21) donne alors, pour tout vecteur d 1 l:;: 

d'u = -[Vm](d ç;)(dt ç;) 

soit,d 1après (3.38 (;+) : 

d1u = -G(dx)(d 1x) 

G désignant l a forme de Lagrange de V ; ou encore , vu l' ar bitraire de 

d' : 

V U = - G(dx) 

c' es t à dire' (cf.(2.31 )) dx = gr ad u; () est vérifiée • 

2°)Soit u une vari~b le dynami que de V. 

Si l'on pr end un point l; dont l a projection x appartient à l'ensemble 

de définition de u, l e systèï:le. d 1 équations linéaires 

~ Vm( d ç; ) = -Vu 

1 w( d ç;) = u 

définit un ve cteur d l; t angent à~ en l; ; ceci résulte ais éwent des 

conditions (4-.1 </ ). On définit ainsi un champ infiiment différentiable 

F[l:; ~ d l:;] ; def(F) est une réunion de caractéristiques ; on vérifie 

imnédia tement que 

d1ur = 0 
tf 

c'est à: dire que l es e invarient l e chanp [ç; 4 w] [G.R.(23.15)]. 
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D' autre part; en pr e nant l a dérivée de Lie o1 des foroules (4.22 )~ 

on trouve 

[ Vw]( 6
1 

dl;) = 0 

ur ( o
1 

dl;) = 0 

d'où gr âce à (4.1) 

&
1 

dl; = 0 

Ainsi le champ de vecteurs Fest invariant par les etf [G.R.(23 ~ 1 5):i; 
• 1 t t t t tf t d'.<>. . , . d il en r est: ._ e que pouè.' ou , e es eJ. lnl sur une reunlon e 

t , t· ' t tF t· t "1 ~ F t carac eris l ques ; par consequen e appar l en au recue1 ~, es 

bien un élément infinitésimal de 6t l il es t imnédiat de déduire 

(4.20 \;} ) de (4.22) • 

C. Q.F.D. 

-Si [x ~ox] est une transforoation canonique infinités~nale de V~ ce 

théorème nous montre que o sera r el evable à ~C· ·" si (e t seulene nt si) 

il existe une variable dynaoique u telle que ox = grad u ; on sait 

que cette condition es t touj ours vérifiée loca l eme nt (2.33). 

Notation, théorème : 

Désignons par [l; ~ 8 l;] le glissenent infinitésmal[de l' espace fibré 
u 

quantifiant r~t. · ] as socié par l' al gorithme (4.20 ) , à une variab l e 

dynamique u de V • 

Alors: 

(notation(4.3) ) 
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La vérificati on du 1°) est iwrnédi ate. ; pour établir l e 2° ), reoar quons 

que [6 , 6]L x = [ gr ad u , gr ad v]1 = gr ad [ [u, Y]p ] 
u v 

grâce à (2 .46) , e t que ~ [ 6 ) 6]L l; 
u v 

= 6 [ur. 6 E;] 
u v 

= 6 v 
u 

= Vv.6x = Vv. grad u = [u,v]p • 
u 

= "'Cû ô f6 E; J '{ G. R.(23.31)] 
u L ,. 

(puisque 6 T = 0 ) 
u L 

(4.20) 

(2.35) 

Ainsi, si l'on pose w = [u,v]P' on a 

) [6 
u 

gr ad w 

l_ ~ [6 ) 6]L ~ = w 
u v 

ceci montre que [6 , 6] L E; = 6 l; (apr ès que l'on ait vérifié que ces 
u v w 

deux cha.op s de ve cteurs ont m~rne ensenble de définition). 

C .Q .F .D. 

Ce théorème f ournit donc l'inter pr étation du f ait, re~arqué en (2.47) 

que l es variable s dynar:lique s défi ni es sur une variét é canonique V, 

fo rment une al gèbre de Lie pour l e cro che t de Poisson : c'est l' al gèbre 

de Lie du groupe des glisseme nts globaux d'un e space fibré quantifiant de 

base V. 
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Quantification d'un espace ve ctoriel sygplectigue • 

Traitons comoe exemple, le cas où V est un espace vectoriel symplectique 
~~cp. 

de dimension 2n, de forne de FefwM1(constante) cr. 

V est potentielle(2.16), donc quantifiable(4.9) ; la quantific.~·,tion 

est unique, à un isomorphisme près(4.15), puisque V est simplement 

connexe [G.R.(10.30),(10.25)]. 

Nous pouvons donc choisir co~je espace fibré quantifian~ celui qui 

a été construit en (4.10) 1 à savoir le produit direct~= V x T 

1 
en choisissant le potentiel-covecteur p = 2 cr(x) (2.16), 

la forne fondanentale w de 'If" est donnée par l n fonnule (df .(4.11)) 

ur. é { : ) = ~ cr( x) ( éx) + i~ ~ ~ 

Parmi les glissements canoniques de V, il est intéressant de considèrer 

le groupe r des translations T 
y 

T (x) e y + x 
y 

On vérifie immédiatement que les translations sont relevables, et 

que les divers relèvements de T sont les applications 
y 

(

x+y 

~ e 
[ ~ € T) io-(y) (x) ) 

2~ z 

Conformément à (4.19) 1 ~a transformations (4.30) forment un groupe 

r , qui est une extension du groupe des translations par le tore T ; 

ceci peut se vérifier on notant F(~) la substitution (4.30) et en 

reoarquant que 



(4-.32) 

(4-.33 

(4-•34-

(4-.35) 

...... 
-cette formule nontre que le groupe. r n'est pas abélien ; il constitue 

donc une extension non triviale de r par T • 

Exercice (notations de (4-.25)). 

1°) Soit u une variable ~amique de V; montrer qu'il existe un 

champ de vecteurs de V : [ ~ -+ d ~] 1 défini par 
u 

à x = grad u 

-
Ce champ de vecteurs est-il un élément infinitésimal du recueil R ? 

Est-il invariant par 6< ? 

2 °) Montrer que 

3 °) Montrer que 

{ [ u, v] 
p 

d 
[u,v] 

p 

= 0 l => 

-o-o-o-o-o-o-o-

f [ d , d ]
1 

= 0 } 
u v 
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CHAPITRE II 

CALCUL DES VARIATIONS 

§ 5-PROBLEMES VARIATIONNELS REGULIERS. 

Soit U une variété,différentiable,séparée, eco, de di:.nension n :(figure 1) (
1

) 

Nous appellerons lagrangien une fonction 

où t désigne une variable réelle , Q un point de u, Q' ùn vecteur tangent 

à U en Q • 

t peut donc être considérée comme une fonction définie sur une partie de 

la variété de classe eco R x uD, où uP désigne l'espace fibré des vecteurs 

tangents à U [G.R.(12.7),(20.1),(21.3)] ; nous supposerons t définie sur un 

ouvert. n de cette variété, e t infiniment différentiable • 

Par abus de notation, désignons aussi par t l a variable t ( â ,J • 

Si l'on se donne tet Q, [Q' ~ t] est une application différentiable 

de DQ [espace vectoriel t angent à U en Q] dans R · ; on peut calculer 

sa dérivée [G.R.(18.2),(21.10)] 

di 
p = dQ' 

(1) Les diagrammes sont expl i qués dans l' i nt roduction. 



t 
------tt----R 

O=def (t ) 

Rxlf* 

u 

Figure 1 
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P est un covecteur t angent à U en Q, fonction de t,Q 1 Q1 définie sur n. 

Soit maintenant [t ~ Q] une application infiniment différentiable 

d 1un intervalle réel sur U1 définissant une courbe tracée sur U 

(nous ne supposons pas ici, comme en 

une structure de variété; la dérivée 

(0.9), que cette courbe possède 

~ peut s 1 annuller ) • 
dt 

Q' 

Si le triplet ( ~ ) appartient à n, on peut, en f aisant 
dQ/dt 

= * calculer e n fonction de t les variables t = t ( ~ J et P. 

Théorèoe: 

Il existe un covecteur rr, appelée dérivée varia tionnelle du lagrangien 

t sur la courbe t ~ Q , catactérisée par l a formule 

d 
ôe - dt [ P .ôQ] = rr. ôQ 

dans toute variation (
1

) ô de l' application [t ~ Q] ( ôt e 0) o 

Choisissons en effet une carte [q ~ Q] de U (q € Rn) ; le calcul montre 

immédiatement que P est représenté dans la base naturelle 

de la carte par la ligne 

ae 
P = oq' 

q1 étant l'élément de Rn qui représente Q' dans cette base ; 

c'est à dire en développant 

~ 
dq 

(
1

)on suppose que Q dépend de tet d'une variable auxiliaire e, et que 

1 1 application (: J ~ Q 

a 
on a [ô,~ ]1 = 0 

0 est infiniment différentiable. On pose o = ae ; 

[ G.R.(21.33)] • 



(5.8) 

(5 .9) 

(5.10) 

(5 .11) 
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p = [ p1 P2 • • • •Pn] 

avec 
ae ( 1) p. = J ôq'J 

On trouve alors 

ot = * . aq + ~~, • o [ ~ J = ~~ • oq + P • d~ [ oq] 

= d~ [ p.ôq] + [ ~~ - ~] Ôq 

c'est à dire (5.6), si l'on désigne par Il le covecteur représenté par 

la ligne 

[ .2!- ~ j ôq dt 

Si on préfère 1 on peut définir Il par ses composantes 

[ Il. àt i [~ = --J ôqj dt àq'J 

C.Q.F.D. 

-Il importe de remarquer que les cove cteurs représentés par les lignes 

ôt iE 
ôq et dt dépendent en général du choix üe la carte ; alors que 

leur différence Il n'en dépend pas • 

-si l'on choisit deux valeurs t
0 

et t 1 de t 1 et si on calcula 

l'intégral~ (appelée action) 

a = 

( 1) Chaque p. 
J 

variable 

1 t1 

s' appelle traditionnell ement variable con,juguée de la 

q. correspondant e . 
J 



(5 .14-) 

(5 .15) 

(5 . 16) 

(5.17) 

(5 . 18) 

(5 .19 ) 

on peut calculer toute variation 6a par dérivati on sous l e si gne j 
la formule (5 . 6) donne a lors sti 

6a = [ P.OQ] :: + Il . 6 Q dt 

t 
0 

Si le covecteur Il n'est pas ident iqueme nt nul, il est facile de 

construire pour toute courbe [t ~ Q] une variation. telle que 

6Q soit nul au voisinage de t
0 

e t t
1

, que TI. 6 Q soit ~ 0~ 

et non identiquement nul ; on a a lors 6a > 0 (lemme fondamental du 

calcul des variations) ; d'où l' énoncé : 

On appelle extrêmales d ' un l agrangi en l es courbe s telles que l a 

dérivée variationnelle TI soit identiquement nulle • 

- Pour que l'act ion a (formule (5.13) ) vérifie ôa = 0 dans toute 

variation ô nulle aux extrémités t
0 

e t t
1 

de l'intervalle d'intégr ation 

il f aut et il suff i t que l a courbe soit une extrêmal e • 

~si l a courbe est une extrêmale , on a pour toute variation ô 

0 a = [P.O Q r 
0 

Les extr êmal es sont l es solutions des équations Il e 0 , c ' est à 

dir e (en choisissant une carte ) de s éguations d 'Euler -Lagrange : 

ou 

.È;E = 
dt 0 

[j = 1 ,2,~ ••. n] 



(5.20) 

(5.21) 

(5.22) 

(5 .23) 

Définition: 

Nous dirons que le lagrangien est de type: I (ou encore que le problème 

variationnel (5•16) est régulier) si 11opérateur linéaire 

est régulier dans tout l' ensemble de définition 0 de t • 

-On peut remarquer que 
ap 
aQ' est une application linéaire de DQ( espace 

vectoriel t angent à U en Q) sur son dual DQ , ou encore un opérateur 

bi-linéaire sur DQ ; cet opérateur est d'ailleurs symétrique , parce 

que c'est une dérivée se conde [G.R.(18.11)]. 

Théorème: 

Si le lagrangien est de type I, des "conditions initiales" 

qui sont un point de o, déterminent une extrêmale, qui possède un 

prolongeme nt maximal unique,_ e t qui est une application infiniment 

différentiable d'un intervalle dans U • 

En effet, moyennant l a condition (5.20), l'équation de Lagrange(5.18) 

peut s'écrire 

t /:. d 
ds q = 

q' ~ • -1 [ .21 - .2E 
[ s=t + Cte] 

2.E ' .2E 
aq'J aq at - aq • 
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ce qui fournit un champ de vecteurs infiniment diff érentiable f sur 0 

tel que l'équation des extrêmales s'écrive 

~ = f(X) · ds ' 

Il suffit d'appliquer l es théorèmes généraux sur les équations différen-

tielles [G.R.(22.25)] 
C. Q.F.D. 

-On sait de plus que, pour toute valeur t
1 

de t, la valeur de X(donc de 

Q) est fonction infiniment différentiable des conditions initiales 

t01 Q0 ,Q~ (même référence) • Il en résulte que : 

r L'ensemble V des extrêmales (prolongées maximalement) est une varié·Gé 

(5 .24) L c"" de dimension 2n. 

(5.25) 

On peut en effet choisir une valeur t de t, une 
0 

de U et considérer l'application F qui fait passer de 

carte [ q ~QJ 

1' élément ( q~ ) 
, qo 

de R2n à 1' extrêmaleL,ayant ces conditions initiales pour t = t ; 
0 

les théorèmes précédents montrent que F est régulier, et que si F
1 

t F t t 't d tt f F
2
- 1 • F

1 
E C""< '.(R2n) e 2 son cons rul s e ce e açon , 

[G.R.(18.19)]; les F constituent un atlas de V. 

C . Q .F .D. 

Théorème: 

-Désignons par x un point de la variété V, c'est à dire une extrêmale 

du lagrangien donné .Soit Ft(x) la valeur pour t(si elle existe) de la 

phase ( ~) sur l' extrêmale x • 
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- Si le lagrangien t est de type I 1 V possède une structure de variété 

canonigue de dimension 2n. 

- On obtient une carte canonique F de V en choisissant une carte cano-

nique G de l'espace de phase (par exemple (3 .23) ) , une valeur t E R 1 

et en posant 

F = [ G -1 • Ft ] -1 si est régulier. 

- Les cartes ainsi construites forment un atlas. 

-La forme de Lagrange de V prolonge l'image réciproque par tous les Ft 
• 

de la forme de Lagrange de l'espace de phases uP ; en d'autres termes , 

on a 

o{ax)(ôx) = dp .ôq - ôp .dq 
0 0 0 0 

si et désignent les valeurs de 

une valeur arbitraire t de t. 
0 

p 1 q (notations (5.7) ) pour 

Le lecteur pourra démontrer directement ce résultat ; nous l'établirons 

de façon indirecte au § suivant (6.28) • 

Nous pouvons donc appliquer à V tous l es ~ésultats du chapitre I 

définition de la forme de Liouville 1 existence locale (ou globale) de 

potenti<:! ls-vecteurs ; crochet de Poisson de deux variables dynamiques ; 

éventualité d'une quantification ; etc ••• 
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§ 6 - PROBLEN.ŒS VARIATIONNELS HOMOGENES 

Reprenons les notations du début du § 5 • 

Définition: 

Soit. t un lagr angien infiniment différentiable • 

Nous dirons que t est un l~grangien de tYPe II , s'il vérifie les 

trois conditions sui va nte s : 

a) t ne dépend pas de la variable t ; nous écrirons donc 

b) t est homogèna à.u 

[ À E R: )-, ,:J. 0) ( 1) 

c) L'opéra t e ur linéa~.re 

a un noyau de d~nens ion 1 (2) 

1 
( ) t ne peut être défini pour Q1 = 0 que s'il est linéaire en Q', 

ce ~i est incompatible avec l a condition(c).-certains auteurs suppo-

sent seulement que t es t yositivement homogène , c 1est à dire que 

la condition(b) n ' est valable que pour À> O(Voir GELFAND. e t FOMJ!N.); 

il ne semble pas que cette généralisation soit utile(voir ci-dessous 

( 7.'ZJ)). 

(2 ) ~~~ ne peut être régulier parceque la condition d 1homogénéité(b) 

entraîne Q' E noyau (~~~)(identité d'Euler) ; Pest homogène de degré 

Q en Q' ; l es tj~es I et II sont donc disjoints • 



u * U =UxR 

(I) (II) 

Figure 2 



73 

Passage du type I au typa II (paramétrisation). 

Supposons donné un lagrangien du type I sur une variété U(notation du 

§ 5). 

(Voir figure ' 2 ) • 

Considérons une variable Q* qui parcourt l a variété produit 

U* = U x R1 et posons 

(6.2) Q* =t~) 

(6.3) 

( 6 .4) 

(6.5) 

(6.6) 

Nous désignerons par Q* un vecteur tangent à U*en Q~ et nous 

poserons 

Dans le cas t 1 

et 

Q. =(n 
01 nous poserons . 

Q' = .9. 
t 

On constate immédiatement que t* peut ~tre pris comme lagrangien sur 

• u,et qu'il vérifie les conditions (a) et (b) de (6.1). 

Un calcul élémentaire donne 

P* _ àt* - ..... = [P t -P.Q'] 
a~ 

en posant, comme en (5 .4) 1 P = ~~ 1 • 

àP* On constate ensuite que le noyau de ~ 
aQ . 

qua ôQ' = 0 1 ce qui s'écrit aussi ôQ = 

•• est l'ensemble des ÔQ tels 

• 
Q' x ôt 1 et montre que 



(6.7) 

(6.8) 

(6.9) 
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ce noyau a l a dimension 1 : l a condition(c) de (6.1) est satisfaite, 

t* est un l agrangien du type II. 

Le calcul de l a dérivée varia tionnelle IT* de ce l agrangien t* peut se 

faira en utilisant (5.10) et en remarquant que l'on a identiquement 

d 
dt ( t - P.Q 1 ] 

at 
= at.. + rr. Q' 

IT désignant l a dérivée variationnelle de t • Il vient 

rr• = t [ rr - rr.Q'] 

ce qui montre que 
• 

[ IT* = 0 ] ~ [ IT = 0 ] pour t , 0 ; 

d'où l e théorème : 

-8i t est un lagrangi en de type I sur une variété U de dimension n, 

la formule (6.5 ) définit un l agrangien t* de type II sur la variété 

U* = U x R (dont l a dimension est n+1). 

les courbes extrêmal es de t * sont l es graphes des extrêmales de t • 

Ce r ésultat pouvait s e prévoir à priori:en effet,si on se donne une 

courbe t* ~ Q* tracée sur U* (t* = paramètre auxiliaire; on suppose 

dt 
que dt* 1 0) , on trouve par une formule clawsique de changement de 

variable 

rr t * ( Q*, .2&'._. ) dt* = r1 e (t, .2& ) dt 
dt* dt 

t* t 
0 0 

ce qui montre l' équival ence des deux problèmes variationnels ; 
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on dit que le se cond se déduit du premier par paramétrisation 

La règle pratique est l a suivante 

Pour paramétriser un problème varia tionnel corre spondant à l'action 

a = 
t 

1 1 n(t 1 n 1 1 ,n) t (, ,q , • ••• q,q , ••• • q d 

t 
0 

= dqj ) 
dt 

on supp ose que l e s qj e t t sont exprimés en fonction d 1un paramètre 

auxiliaire s . on pose , 
.. dqj dt qJ = t = ds , ds 

d'où 
• 

a ( 
1 n 

l t, q , . .. q ' ' .. .. L )~ ds 

t t 

e t l e nauveau l agrangi en 

( 
1 n 

t* = l t , q ' .. . q ' 

.1 . 
n • 

~ ' .. . ~ ) x t 
t t 

t 
n+1 

= q dans l equel on peut poser 

Si l est un l agrangie n du type I, l * est un l agrangien du type IIo 

Résolution des problèmes du type II ~ 

Revenons au cas général ( 6 .1 ) 

En dérivant l a fornule d 1homogénéité (b) par r apport à~ e t Q1 , on t r ouve le· 

deux identités 

p . Q 1 = l ( ident ité d'Euler des fonctions 

homogènes ) 



(6.12) 

(6.13) 

(6.14) 

(6.15) 

(6.16) 

(6.17) 

(6.18) 

pour ).jo 

cette dernière propriét é exprime que P ne dépend que de Q e t de dir(Q') 

(voir(0.1)); autrement dit l a r el a tion 

at 
P = aQ' 

perme t de calculer 

~ = ( Q) 
p 

en fonction de 

x " ( di: (Q')) 

En d' autres t ermes, (6.13) définit une applica tion d'un ouvert 1Jl de 

l' espa ce fibré différ entiable, U~ des dire ctions tangente s à U(voir 

(0.7) ) dans l' espa ce de phases lf* de U (fligur~ 3 ) • 

L'ensemble 'U_ est celui des coupl e s (dir~Q ')) t e ls ·~ue t ( ~ .) existe , 

-Notons que l e s dime nsions r espectives de U~ et uP* sont 2n - 1 et 2n; 
"" 

la condition (6 .1,c ) montre que ~~ est r égulier, donc son rang est 

égal à 2n-1 • 
__ D* 

U1 est l' espace de pha ses de U ; il possède donc une structure de 

variété canonigue (3.27); soit [~~~] sa forme de Lagrange ; 

"' désignons par [x~] 

[~iJ, c'est à dire 

l'image réciproque de J par l' application 

[ (notations(5.7) ) o-(dx) ( ôx) 

= d[P. ôQ] - ô [P.dQ) si d et 6 commutent 



l ______________ _.____________ R 

espace de s solutions l 

1 
1 

cas \ 
jacobien '\' 

J 

espace de 
phases 

' 

.... -- ~- - - .-. 
cas jacobien 

Figure 3 

vecteurs 
non 

nuls 
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a~ d -Du f ait que--- est r égulier, on déduit que l a dimens ion u noyau a x 

de CJ est 1 ; l e champ [x-+CJ] donne donc à 'llla s tructure de variété 

symplectique de dimension impaire étudiée en (3.36) (au changement près 

de 2n+1 en 2n-1) • En particulier, par tout point x de 'tl pa sse une 

cara ctéristique (3.37 ) , c' est à dire une ligne de force du champ de 

dire ctions [ x~ noyau(CJ) ] • 

Notons que l e s cara ctéristique s de 'U ne sont ,j c.mais vertical es, c' est 

à dire que l'on ne peut avoir dq = 0 , lorsqu'on se dépla ce sur une 

car a ctéristique , que pour dx = 0 ; en eff e t l a première ligne de ( 6 .1 8 ) 

montre que 

[CJ(dx ) = o, dQ = 0] ~ [dp = 0] 

~ [ dQ 1 E noyau ~~ 1 ] ~ [ dir( dQ' ) = dir( Q 1 
) ] 

d'où d [0.ir(Q' ) ] = 0, e t par suite dx = 0. 

Soit E un arc de courbe tra cé sur U. 

L' ens emble des élément s de contact de l a courbe E(c' est à dire des 

couples x d'un point Q de E e t de l' espa ce ve ctoriel t angent à E en Q) 

e st une courbe tracée sur U~, qui se projett e sur l e. courbe E, e t que 

nous appellerons r el èvement de l a courbe donnée . 

Si on se donne une courbe tra cée sur U~, elle se proj ette suivant 

une courbe de U, mais elle n' est pas nécessairement l e r e l èvement de 

sa projection • 

Théorème: 

Soit E une courbe: tra cée sur U. 

Les trois conditions suivantes sont équivalente s: 

((a)E est une extrêmal e du l agrangien 

)(b )Le r elèvement de E est un arc de car a ctéristique 

l(c)E est l a proje ction d'un arc de caractéristique 
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Démonstration : 

- (a ) :::::) (b) 

Donnons nous une carte [t ~ Q] de l a courbe E. 

La définition (5 . 6) de l a dér ivée varia tionnelle II s ' écrit , compt e t enu 

de l 'identité d 'Euler( 6 . 11 ) 

( 6 . 23) Q' = ~ 

la 
dt jg d [P . 6Q] II (6 Q) :::::) [P • dt] --- = dt 

d e t 6 commutent i 
+-

êoit , grâce à ( 6 . 18 ): 

(6 . 24) Q' = ~ 
dt 

d'où aussi : 

~ ~ LQ' = dt , = 

ce qui exprime que l e r el èvement d ' une extrêmal e est un arc de car a c-

1 

téristique . 

- (b) :::::) (c) 

C 1 est évident • 

(c ) :::::) (a) 

Supposons que E soit l a projection d'un ar c de car a ctéristique , c ' est à 

dire que l'on puisse exprimer x - ( Q ) en f'onction de t - dir( Q1 ) 

de sor t e que ~ 1 0 , a- ( ~) = 0 • 



(6.25) 
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En choisissc;nt oq = 0 dans l a formule ( 6.18) 1 il vient 

.9;9. 
Ôp 0 dt = 0 ap ( ' ) ( .2& ) = ' t · de ; soit aQ' oQ dt 0 ; compte tenu de la syme r~e 

ap 
(qui est l a dérivée se conde de i. par r apport à Q') on a donc aQ' , 

dQ 
(~~ t) 

,§g dx 
- E noyau n' est pa s nul puisque ne l' est pas et que 
dt , dt dt 

l a car a ctéristique n 1 àst pas verticale (6.20) ; on a donc , puisque le 

ap 
noyau de aQ' est de dimension 1 et contient Q' 

dir ( ~) = dir (Q' ). 

Par suite [t 4 x] est l e r elèvement dans U~ de [t 4 Q] , c' est 

à dire l'image du relèvement de l a courbe E dans l' espa ce fibré ~ 

par l'homomorphisme d ' espa ce fibré [voir (0. 6) e t G.R. (13.1),(7.10)] 

Gompte tenu de (6.24) l a formule a{~) = 0 donne donc IT = 0 , E 

est une extrêmal e . 

C.Q.F.D. 

Ce théorème nous permet donc de définir de f açon précise une ~-

tion du problème varia tionnel comme une car a ctéristique de U , que nous 

supposerons maximal e ; l e théorème (0.10) nous montre qu'il y a une 

solution unique passant par un él ément de contact donné x • 
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Dans l e ens où l n variét é U est évolutive (0.15) , l' ensemble 

de s solutions du problème variationnel possède donc une structure de 

variét é canonique de dimension 2n-2 (th. (3 .38) ) de forme de Lagrange 

a- , car actérisée po.r l a formule 

&( a.X) c 6x) = ;:c ~) c 6~) 

"' 
où x dé signe l n car a ctéristi que maximal e qui passe pur x , et x l a 

pha se cor r espondant à x ( 6 . 14) • 

Dans l e cas où l e pr oblème est issu d 'un problème du type I (voi r 

(6.9)), l a dérivée du sca l aire t dans l a direct ion du noyau de ~ ne 

s'annule jamais, puisqu'on peut exprimer Q en fonction de t sur l es 

extrêmal es ; t est donc par amé trisant sur U ; U es t évolutive (théo-

rème (0.14)); l' applica t i on de s fonnules (6 .6) et ( 6 . 18 ) montre que cette 

structure canonique est bie n celle qui avait ét é indiquée en (5.25); mais 

nous savons de plus que cett e structure f ai t int ervenir symétriquement 

les variables 
1 2 n 

q,q, ••• q e t t. 

Cas j a cobien. 

r 
Nous dirons qu' un probl ème du t ype II es t j a cobien si 

a)L:'.:lpplica tion [x ~~] déf i ni e en (6 .16 ) est r égulièr e 

"" 
Pu4sque ax t , 1 " • • ax es r egu ~ ere ( 6 .1 6) , ce t t e application constitue 

donc un plongeaent de U dans Lf ':' [ G .R. ( 20 .12)] • 
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b) La variété J de dimension 2n-1 "'"' parcourue par x dans l'espa ce de 

(6.t9) phase (fig. 3) possède une équa tion ~(~) = 0 (t). 

( 6 .31) 

Nous dirons alors que J est l a variété de Jacobi du problème, et 

que cp(~) = 0 es t l'éguation de J a cobi. 

- Cette condition es t seulement gbbal e : tout problème du type II devient 

jacobien si l'on restreint convenablement l'ensemble U • 

-Par construction,la forme de Lagr ange de U est l'image réciproque de 

celle de J (elle-même induite par la forme de Lagrange de l' espace de 

phase) par le plongement [x ~ ~] ; par suite l es ca r a ctérist iques de U 

et J se correspondent dans cette applicati on . 

(6.32) D'autre part, en tout point x de J , V~ n'est pas nul 1ans l' espace 

(6 ·33) 

,..... 
de phases, son noyau est l' e spa ce ve ctoriel t angent à J en x [G.R.(20.~9)]. 

On en déduit immédia t ement que l'espa ce vectoriel tangent à la car a c

téristique qui passe par ~ est engendré par le ve cteur non nul 

grad <p 

[notation (2.30) appliquée à l' e spa ce de phases 

d'où, grâce à (6.31) et (6.22), l e théorème 

• rf ] ; 

-Dans le cas jacobien (6.29), l e s caractéristiques de l a variété de Jaco-

bi sont les courbe s intégr al e s du système différentiel 

d 
ds (PQ)-- À grad <p 

pour lesquelles l'intégr ale première 

prend la valeur O. 

= scal aire arbitra ire ] 

(1) On suppose que l a variable r éelle ~ est infiniment différentiable , 

et que Vcp ne s' annul~(; pas sur ~ [voir B:.R. (20.20)]. 

- - -- ----------------------------=~ 



(6 . 34-) 

(6 .35) 

(6.36) 

( 6 .37) 

l Elles s e projettent sur l a vc..riété U 
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sui v nn t l e s extr~n~~ l es • 

- En chois1~3ant une carte [ q -+ Q] de U , on en déduit l es fon3ules 

pr a tiques de résolution de s problè~e s j a cobiens (Cf. (3 . 30) ) 

Si e est un l ngr ,::ngien du type II , et si l ' on pose ( 1 ) 

on peut (nu noins locc..l euent ) él b iner l es q ' j entre l es équa t i ons (6 . 34- ) ; 

on obtient ainsi l' équa tion de J a cobi 

on obtient alors l es extrêQal es en r ésolvant l e système différent i el 

dq 1 dq2 dqn - dp - dp - dp 
1 2 n [ "'A ds =J= 0 ] ... - . .. = 

Ô<p Ô<p à<p à<p à<p à<p 

ôp1 à.p2 Ô.:J 
~n 

aq 1 àq2 àqn 

compt e t enu de l ' intégr al e premi èr e (6.35). 

Pour r e chercher une extrêmal e en fonction de conditions i nitial es 

données qj , q ' j , on peut si l'on veut tirer l es vo.l eurs initia l es des 

p. de ( 6 .34-) ; ces val eurs vérifient évidemment l n condition (6.35) . 
J 

- Cette r.1é thode est p.::rticulièrament intéressante dc.ns l e cas où le 

j qj ( q1 lngr~ngien l ne dépe nd que de s q' e t d ' un seul des par exem-

plert), appelé par amètre principa l . 



(6.38) 

( 6.39) 

~lors l'équa tion de J acobi ne met en j eu que 
1 

q 
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et l es p . ; 
J 

l'équation (6.36) montre que p
2

, ••• pn sont des intégrales premières; 

l eurs val eurs constantes se déduisent des conditions initiales par l es 

formules (6.34); l' équation de J a cobi (6.35) devient alors une relation 

1 liant q et p
1 

, dépend~:mt de ces n-1 par amètr es ; en l a résolvant par 

r apport à p
1 

(ou en pr e nant une r epr ésenta tion paramétrique de 

p
1

) l es premières égalités (6.36) .donnent : 

2 1 
ap2 1 n f 

ap 
dq1 n q = dq , ........... q = ; 

a cp a cp 

ap1 ap1 

1 
q et 

l'intégration de s équations du problème est ainsi ramenée aux quadratures. 

En particulier, si l'é~quation de J a cobi est algébrique, on est~me

né à des intégral es abéliennes,qui peuvent éventuelleme nt être elliptiques 

ou r a tionnelles ( exempl es r e spectifs : problème de Lagrange, mouve ·1ent 

des planètes ) . 

Il f aut traiter à part l e s cas où p
1 

e t 

voit qu'on l es obtient en étudiant l e sys tème ( 1
) 

1 
q sont constants ; on 

cp = 0 

a cp a cp 
-- 0 , 0 

aq 1 
= 

ap1 

qui fournit l e s r el a tions que doivent vérifier l es conditions initâal es. 

a cp 
C'est l e seul cas où l'on ait be soin de calculer ---

aq1 
• 



(6.40) 

(6.41) 

( 6.42) 

( 6.43) 
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Dnns ce ens, l e système (6.36) montre que l es vnrinbles 2 n 
q ' ••• q 

sont des fonctions affines ( = linénires non homogènes) l es unes des 

autres • 

Cns hnniltonien. 

C'est l e ens d'un système du type I , que l'on n ramëné au t ype II 

par parnuétrisa tion (6.9 ). Puisque l a dernièr e composante de Q* , soit 

t 1 n ' est pas constante sur l e s extrêmal es, l e système (6.36) montre que 

l a dérivée de ~ par r apport à l a dernière composante de P n' est 

pas nulle ; on peut donc, l oca l er,1ent, résoudre 1' équation de J a cobi en 

p~' donc l n mettre sous l a fonne 
n+1 ' 

* H ( 
1 

n t * * ) = 0 pn+1 + q '· • . q ' 1 P1' • • •Pn 

En appliquant l es formules (6.6),(6.35),(6.36), on obtient l'énoncé 

suivant (où l'on n introduit, suivant l a tradition,la vnriable h = -p'~ l ) : 
n+l 

Soit l ( ~ ) un l agr angien elu t ype I ; choisissons une carte 
Q' 

Pour résoudre l e problème variationnel r égulier correspondant, on 

peut procéder co~ne suit : 

En posant 
at 

I q ' j p. -
oq 'j 

h = p . . - î 
J J 

j 

on peut, au moi ns loca l ement, trouver une fonction H (appelée fonction 

hamiltonienne ) telle que 



( 6 .44) 

( 6.45) 
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Alors on obtient l e s extrêmales en r ésol v<::.nt l e système différ entie:' 

dq1 dqn -dp -dp dh 
dt 1 n = .. . = 

ôH ôH ôH ôH ôH 

ap1 ôp ôq 1 ôqn at 
n 

compte t enu de l'intégr al e pre~i ère ( 6 .43 ) ( 1 ) 

On r econnatt l es éguc tions canoniques d'Hamilton ; si X désigne un 

point de l' e spa ce de ph~ses de 1~ variété initial e , elles peuvent s 'écrire 

(cf.(3.30)): 

dX 
----- grad [H(t,X)] 

dt 

Dans l es Pf-oblème s prati ques, elles s ont souvent moins simples que l es équa-

tions (6.36) du l a gr a ngien de type II associé, à cause de l a nécessité de 

résoudre l'équation de J acobi par r apport à h • 

Exercice 

Chercher l e s extrêmal es des intégral es 

(a ) dx 

(b) j[cy + R:fJdx 
![_c + ~ r~J2 + __: [~2]dt 

r dt 2 dt J 
( c) 

(plus court chemin d'un point à 

un nutre) 

(courbes isopérimètres)) 

( [C=Cste] 

(mouvement des planète,J 

au moyen de- celle de s trois méthodes:(5.19),(6.10) e t ( 6 .3G) , (6 , L.~ 

qui conduit aux ca lculs l es plus simples. 

( 1 ) Ce tte intégral e premi èr e pout r empl a cer l a dernière des égalités (6.44). 



(7.2) 

(7.3) 

(7.4) 

(7.5) 

(7.6) 

L 
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§ 7 - PROBLEMES VARIATIONNELS CONIQUES • 

Dualité des ... cones. 

Soit E un espa ce vectoriel de d:Luension n (figure 4). On suppo se 

n~ 3 • 

-Nous appellerons cône de E une variété K de dimension n- 1, 

plongée dans E , ne contenant pas l'origine 0, telle que 

[ f.. E R ,t.. =i= 0 , X E K ] ==? [f..XEK] 

Il existe donc une partie K de l' espa ce proj ectif E de E (0.2) t ells 

que 

""' (X E K ] ~ (dir (X) E K ] 

- On peut toujours, locele~e nt, trouver une égua tion du cône K 

[ X E K ] ~ [ f(X) = 0 ] 

- On a évidemment 

f'f(X) = o 

r.. ==l=o 

f.. X E def(:t') 

r 
l f( r..x) = o 

l 
-En choisissant une carte de l'espa ce proje ctif E de E (0.4) , on en 

déduit que K es t une variét é de dimension n- 2 , plongée dans E 
(dont l a dimension est n- 1 ). 

* - Soit P un élément non nul du dual E de E , et X un point de K • 

Nous dirons que P est norma l au cône K e n X si 

[ oX t angent au cône en X ] ==? [P . oX = 0 ] 



dualité 

P/0 

E 

Figure 4-



(7.7) 

(7.8) 

(7 .9) 

(7.10) 

(7.11) 

(7.12) 
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En utilisant 1 1équati on du cône ; on voit que ce ci est équivalent à 

P = hll(f)(x) (P =/= 0 ) 

Par suite on voit que l a propriét é de normalité définit seulement l a 

dire ction de P , et que si P est norma l en X , il est aussi normal 

en AX ( À~ 0 ) ; l n condition (7.6 ) déf i nit donc une application 

dir(X) ~ dir(P) 

-de l a variété X dans l' espa ce projectif a ssocié au dual E~' de E . 

On vérifie que cet t e applica tion es t i~niment différentiable. 

Définition 

[ 

Nous dirons qu':n 

plongement de K dans 

.. co ne K es t régulier si l'applica tion 
~ 

E* • 

(7.8) 

~ 

est un 

S'il en est ainsi,(figure 4) , l' ensemble de va l eurs K"" de cette 

application possède une structure de vari été de dimension n - 2 

[G.R.(20.12)] ; son image réciproque K* par dir, qui est l'ensemble 

des cove cteurs normaux au cône en ses divers points , est un cône , qui 

s'appelle cône dual de K (ou cpne supplémentaire). 

Une équa tion éventuelle du cône dual K* 

<p(P) = 0 

s'appelle équa tion t ange ntielle du cône K ; par définition, on l'obtient 

à partir de l ' équa tion "ponctuelle" (7.3) de K en éliminant À et X 

entre l es r e l a tions 

f(X) = o , P = \D(f)(x) , P ~ o 

Théorème 

Si K est un cône régulier, son cône dual K* est r égulier. Le cône dual 

(7.13) de K* est alors K (à condition d 'identifier E avec son bi-dual 

[E*]*) (1) 



(7 .14) 

(7.15 ) 

(7.16) 

(7.17) 

(7.18) 
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En eff et, si 1' on dérive (7 .4 ) pr:.r r ap por t à )... , i l vient 

P.X = 0 si P est normal au cône en X 

En dérivant (7 .14 ), compt e t enu de (7 . 6) , on t r ouve 

[ 6P ] • X = 0 

ce qui montre que l es ve cteurs normaux au cône dual en P sont l es vec-

t eurs proportionnel s à X , qui appar t i ennent t ous à K • 

C.Q.F.D. 

On obtient donc une équa t ion du cmne à partir d ' une équa tion t a n-

gentielle ~(P ) = 0 par ~lim~nation de P e t ent r e l es re l a tions 

~ (P) = 0 

Exercice : cônes du se cond degré. 

On appelle ainsi t out cône . K sol ution d 'une équation 

F(X)(X) = 0 , X ~ 0 (F opér a t eur bi-li néaire symétrique à 

val eurs r éell es, hyperbolique ) 

- Montrer que K es t r égul i er s i l' op8r a t eur F es t r égul i er. 

- Montr er que l e cône dual K* poss ède al or s l' équat~on 

p =F 0 

e t que K* es t un cône du se cond degr é . 

-Effe ct uer l' él imina t ion (7 .1 6) et vérif i er qu 'on r e trouve bien l' équa -

ti on du cône . 

- Champs de cônes. 

Soit U une vari é t é de dimen3ion n (figure 5) 

Nous appeller ons champ de cônes de U une variét é K , de dime nsion 

(
1

) Cette f ormule suppose l 'identif ica t i on [G .R.(25.53 ) ] de X avec un 

co-co-ve·cteur • 



( ~) 
\ ..... 

u 

Figure 5 

- - -- - -- - ---~ 



(7.19) 

(7.20) 

(7.21) 
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2n- 1 , plongée dans l' e space ~ de s ve cteurs t angent s t elle que , peur 

cha que Q E U, l' ens emble KQ 

r[ Q 1 E KQ] 
1 
~ 1( Q l E K 

L J L ·-~ ' / . J 
soit un cône de l ' e spé ce ve ctorie l t angent 8. U en Q· ('i). 

Supposons que l es cône s QK s oient t ous r ·:guliers (7 .9) ; s oit K':' 

1 1 ens emble de coupl es ( ~ ) défini pc.r : 

r 
1 P E K';c 
' Q L· 

[= cône dunl de 

* K est une partie de 1 1 e:spa ce de phc.se s lf de ù ; si Jt est une vc.ri 6-

t é plongée, de dimension 2n - 1 , elle possède une s truc·cure induite de 

vari&t é sympleEtique de dimens i on impaire (Cf.(3.36)); nous pouvons d8fi-

nir se s car a ctéris t iques, que nous appeller ons co.r nctér istigue s du churap 

de cônes ; l eurs pr oj ecti ons sur U s' appeller ont extrêmales du chAmp de 

... canes. 

Théorème (figure 6). 

Soit i ( : ,) un k gr angi e n de type II, jacobien, sur une varié t é 

D ( 6.29). 

Si on désigne pc.r a une variable r éelle , l e s courb es ëè cr ites sur 1--:: v:;..

riété U x R par l a variable ( ~ ) , t elle s que 

J (I) 

l<n) 
Q décrit une extrêmal e du l agr c.ngi en ; 

a ' = [ ( Q ) 
Q' 

sont l es extrêma l e s du champ de cône s défini sur U x R par la r e l c. tion (II). 

( 1_) On dit aussi que K est un conoïde . 



l=a ' R _ ____ __,,_ ___ _ 

~~ 
1 

U*=UxR 

___ ...,... ___ R 

a 

Figur e 6 



(7 .22) 

( 7.23) 

(7.24) 

(7 .25) 

(7 .26) 
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CV\.0\..Iv\\o.t 

En écrivant qu'un cove cteur P* = [ IT b ] , non nul , est ~~~IRt au cône 

a ssocié au point Q* = (: ) , cône dont l' équc t ion es t a ' - ! ( : ,) = 0 , 

on trouve 

àl 
b ==1= 0 

' 
IT=-b--

àQ' 

On peut donc car a ctériser l a direction de 
:.;e 

P par la variable 

rr ae 
p = - =---

b àQ' 

Par hypothèse, l a. corres pondance dir(Q~' 1
) ~ dir(P >:•) est un plonge~ent 

(6.29 a, note 1) : l e cône est donc r égulier; l e cône dual possède une 

équation globale 

ou encore 

qui es t d ' a i lleurs l'équa tion de J a cobi . 

Ce tte équation définit bien une variét é plongée dans l' e spa ce de 

phases de U x R , f orraée par l e s couples ( Q ~·) vérifiant (7 .25) ; 
p~~ 

on forme ses extrêmales, comme e n (6.36 ) 1 en choisi ssant une carte e t 

en formant l es équa tions diff érentielles 

-b dq 1 n 
-b da - d[ -b p .] - d[ -b p J -db -b dq 

J n --= ... = = = = ••• 
~ ~ L: p . ~ ~ ~ 0 

ap 1 àp j J a:P ·' aq 1 àq n 
n j 

auxquelles il f aut joindre l' équa t i on (7.25 ) . 



(7.27) 

(7.28) 

(7.29) 

(7.30) 

95 
On cons t ate immédi a t ement qur::; ce sys t ème es t équive.l ent à l' équa tion 

de s caractéristique s de l a va riété de J a cobi J du l agr c.ngi en (écrite en 

(6.36 )), assorti e des conditions 

1 -, 
i = e d' apr ès l'ide ntité 1 

i 
i d 'Euler (6.11) 

1 1 

L _l 

b = Cte =1= 0 ; 

C. I~ .F.D. 

- On voit que l a variable a peut s 1 inter préter co1mne l'intégral e d 1 a ction , 

fonction de sa lu1ite supérieure (Cf.(5.13)), puisque sa dérivée a ' 

es t égale au l agr angien t ; c' es t vra i mêr.1e dans l e ca s d'un pr oblèt::te is su 

par paramétrisation d'un problème r éguli er (voir (6 •. 9)). 

La résoluti on du problème variationnel par l es champ s de cônes traite 

symétriquement l es variables qj (y compris t , s i l e problème est obtenu 

par paramétrisa t ion) et l' action a ; cette plus gr ande symétrie pennet de 

traiter · de nouvelles classesde problèmes : 

- Ceux dans l equel l e l agr a ngien : è est multiforme , e t où par conséquent 

l' équation du cône a ' = C ( ~ ~) ne se pr ésente plus s ous forme résolue 

pa r r apport à a ' j nous on verrons des exempl es ci -dessous (7.31),(7 .35 ) . 

-Ceux dans l equel l e l agrangien dépend de l'action. Nous n' é tudierons pas 

ici de probl ème s de cet t e cla s se . 

- La mé thode cônique es t s pé cia l ern8nt intéressante dans l e cas des problèmes 

de t ype quadr e.ti que , c' est à dire quand l es cônes sont du second degré 

(voir (7.17)). Ce ci arrive lorsqu'on a aff aire à un l agr angi en de t ype I 

ou II ayant l'une des f onne s suiv-antes : 



(7.31) 

(7.32) 

( 7 .33) 

(7.34) 

e =x+ A( Q1 ) ±V y+ 2B( Q1 ) + c( Q1 )(Q') 

i e = 2 
y+ 2B(Q1

) + C( Q1 )(Q') 

x + A(Q 1 ) 

x e t y étant sco.l aircs , A et B linéaires, C bi-linéaire ; x , y , 

A , B , C peuve nt dépe ndr e de Q e t de l a variable t • 

On r encontre de t els l agrangiens dans l a r e chef'che des eéodésigues 

d ' une variété riemannienne , du mouvement d 'un s_ystème mé canique holonome 

a ve c fonction de forces, du mouvement d'une particul e chargée dans un ch~ 

éle ctromagnétique ( en 1~1é cani quo classique aussi bien qu 1 en rela ti vi t é r es-

treinte ou génor al e ), e tc. 

Il suffit alors d'inverser une mo. triee s::,"!nétrique pour former l es 

é qua tions aux varia tions (voir ci-de ssus (7.i 8)) . 

- Il f aut r emarquer que , cont r o.irement au ca s tro.itô o.u § 6, chaque extrê-

male es t la proje ction d ' une infinité de car a ct8ristiques , que l'on obtient 

en donna nt à l 'int égra l e pr emière b toute s l es val eurs non nulles. Notons 

aussi que l e champ de cônes e t s on systèr:w de cnr nctéristique s sont invariant s 

pa r l e groupe [à 2 par am ètre s À e t ~ ] des substituti ons 

P* 4 Q ) 
a+~ 

=1= 0 ) ( À À P ~' 

Donnons enf i n l a r èbl e pratique 

Soit ( 
1 n t q , ••• q un l agr angi en du t ype II (pé'..r exem-

ple celui qu' on obtient par l o. r ègle de par amétrisation (6 .10) ) . 

Pour l e traiter par l o. mé t hode côni que , on écrit l'équa tion 

1 n ( 1 n ,1 ,n ) a=<- q, ••• q , q , ••• q ; 



on l a me t sous la forme 

A ( 1 n ,1 1 n ') q , ••• q , q , ••• q , a = 0 

homogène par rapport aux q1 j e t a ' • 

On ca lcule l e s variables conjuguée s de s qj e t de a 

oA 
P.- --

J aq ' j 

a A 
b - 

aq ' 
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e t on cherche à éliminer l e s q 1 j et a 1 dans ces équa tions y ; si l e 

problème est j a cobien, on arrive à une équa t ion 

+ ( 
1 n 

cp q '• • .q ' p1, • . · Pn ' b ) = 0 

que l ' on traite par l a mé thode (6 . 3.5) ,( 6 .36) on r ésout l es équa tions 

diff ér entielles 

dq1 dqn da -dp -dp -db 
- 1 n =1= 0 = ... - = . .. = -

a cp a cp ocp a cp a cp èlcp 

ap1 op ob aq 1 ôqn on n 

compte t enu de l 1intégre-l e première ~ . 
-On r etrouver a l e s variables p . usuelles en f aisant b = -1 • 

J 

Exerci ce : 

Etudier le problème du pl us court chemin d ' un point à un autre ( 6 .46a ) par 

l a mé thode pr6cédente • 

- On me ttra ii:D
1équation du cône sous l a f orme 

en mettant, ce qui e s t loisible , un double signe devant l e r adical de 
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(6.46 a ) e t en permettant à x' de s'annuler. 

- Montrer que l e problème es t évolut if, e t que l'on peut interpréter l a. 

variété V de ses solutions comme l' ens emble de s droites orientées de 

l' espace euclidi en cla ssique. 

- Former un a tlas de V , et calculer sa forme de Lagr ange • 

- * Montrer que V es t simpleoent connexe ( on pourr2. utiliser l a méthode 

[G.R., note II ]) • 

- lliontrer que l a transformation T qui consiste à changer l'orient a tion 

des droites es t une involution anticanonigue. 

-En déduire que la vari été à 4 dimensions V' des droites de l' espace 

adme t V comme r evêtement universel [G.R.(-10.26)] ; quel est l e groupe 

de Poincaré de V' ? 

- Interpréter l es sous-var i é tés i sotr opes de dliùe nsion maximale 2 (th. 

(1 .2)) de l n variété V' (congruences de normales). 

- On considère un mili eu r éfringent ~ qui occupe une certaine région de 

l'espa ce ; un r ayon l~ineux A pénètre dans l e oilieu, u~ rayon B en 

ressort ; en considér ant l es dr oites A e t B , or i entées par l e sens de 

-----~·- . ·· ..... 
B 

j 
/ 
' 

propagation de l a lumière , comme de s él éments de V , montrer que l a 

tra nformation [A -) B] es t un glisseme nt canonique (on utiliser a l e 

principe de Ferma t , s uivant l equel l es r ayons lumineux parcourent l es 
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J 
. ! 2 2 2 

n (x,y, z)\idx + dy + dz , l ' indice de extrêma l es de l'intégra l e 

r éfr action n é t ont éga l à 1 en dehors de if!. ) . 
- *Ce r ésultat peut-il s'étendre a u c~s d ' un système c~tadioptrique , c ' es t 

à dire qui contie nt des miroirs e t de s dioptre s ( surf<J. ces cle discontinuité 

de n ) ? 

- * Montrer que 1 1 on p0ut inter pr éter l a photométrie on a ssocia nt Èt chaqu e: 

r ayon l umineux une intensité scalaire w , t elle que la puissance tra ns-

portée par un f a isceau (= ouvert de V) 0 soit égale à 

p étant l a densité de Liouvil l e de l a var i é té V ( déf . ( 2 . 14)) . 

Application : comment v oit- on un fond unif.:mnément brillant à tnwer s un 

milieu r éfringent ? 
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§ 8 - THEOREillli DE NOETHER • 

t 

Pour 

c ,~ 

Considérons un l agr angi en l , que nous supposerons indépendant de 

cha que point Q de 

1= t ( : . ) (hypothèses (5.2) ) 

l a variété 

ce Q' 

u 

~ 

où est défini l , l a correspondan
d ' ordr e 

t définit un opérateur covariantV'ï .A 

[G .R.(25.1)] ; l e l agr angien définit do nc un 

champ d'opér a t eurs covariants sur U ; on 

peut clone définir l'image récipro que du l agr an-

gi en par tout e applica t i on différentia~le 

A [ x. ~ Q ] à val eurs dans U [G .R. (25.33) 

e t (25 .47)]. 

En notant •Cl l e 'l agrangien ainsi défini, 

l es formules indi quées donnent 

( 

A(x) \ 

e D(A) (x) (x' ) } 

que l'on peut si l'on veut pr endre co~~e défini t ion de l'image r écipro que 

par A du l agrangi en l • 

Il en découle quel ques pr opriét é s évidentes : on peut définir l e 

lagrangien induit par t sur une sous-variét é Y de U co:nme 1 1 :L-:1age 

récipro que de Y par l e plongeoent 1y de Y da ns U[G .R.(25.49)] ; 

---~---
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l'image r éciproque de t par A.B est l' image récipro que par B de 

l'image r éciproque par A [G. R. (25 .48)] . 

On vérifie ~nédiatement la fo r mule 

[ À = Lmage r éciproque de i par A ; .Q = A(x) ] 

qui montre, grâce à (5.16), que 

[

- Si l'image par A d ' une courbe [t ~ 

courbe [t ~x] est une extrêmale de 

x] est une extrêmal e de t , la 

À • 

En r emplaçant dans ce théor ème A par A- 1, on en déduit : 

[ 

Si A 

. 1 'image par A 

est un drféomorphisme , en particumi er un glissement de u 

est une extrêmale de d' une extrêmal e de c . 

Il ne f aut pas oublier la condition r elative à A ; a insi, si Y 

est une sous-variété pl ongée dans U , de dime nsion inférieur e , l e s extrê-

mal es de À sont des courbe s tra cée s dans Y , qui ne sont pas, en génér aL 

des extrêmales de e • 

Soit r. 
(. un l agr angi en indépendant de t , défini sur une vari ét é 

U ; nous dirons qu 'un glissement A de U invarie t si l'image r écipro-

que de e par A es t une r estriction de l (ou ~ 1 bien entendu ) . 

Le s glissements qui invarient t forment un r ecueil; ceci peut se 

déduire du théorème [ G.R.(15.12 ) ] • 

Nous dirons de même qu'un champ de ve cteurs infiniment différ entiable 

f [ Q ~ 6 Q] 

invarie un l agr angien e si l es glissements er 
e invarient t 

( V 8 E R) • 

- -------------~~-~----
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Théorème de Noether : 

Si un glissement infinitésimal Q ~ o Q i nvarie un lagr angi en 

indépendant de t , l a grandeur 

p . 6 Q l- at l 
- p = aQ'-

est constante sur l es extrêillale s 

' ( , 

Soit en effet [t ~ Q] un arc d ' extrêmale si on prend l'image de ce t te 

extrêmale par -er e , l a formule (8 .4 ) donne ici (e = )... ) : 

a= t 
0 

[ x = e -er ( Q)] 

La dérivée 6a de a par r apport 

la formule (5 .n) 
' 

on trouve 

t1 
0 = 6a = [P . 6Q]t 

0 

à 

; 

dQ 
l (Q, dt ) dt 

G est donc nulle 

comme ce tte propriété es t indépendante des va l eurs t 
0 

P .6Q est bien une constante sur l ' extrêmale choisie. 

C . Q .F .D. 

; en appliquant 

choisies, 

En considéra nt l es l agr angi ens comme champs d 'opérateurs covariants (8 . 1) , 

on peut dé~inir l a dérivée de Lie oLt d'un l agr angi en e pour un 

champ de vect eurs [ Q ~ 6Q ] ; en appliquant l es mé thodes de calcul de 

'1 [G . R. § 23]( ) , on arrive à l'énoncé : 

(
1

) Les fibres de l a racine des opérateurs covariants [G . R.(25 . 36),(25.37) ] 

possèdent une structure invariante d'espa ce ve ctoriel [G. R. (12 . 15 )]; l e 

fait que sa dimension soit infinie n 1 entraîne pas ici de difficulté par f: i -~ 

culière . 
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La dérivée de Lie oLt d'un l agr angi en C (indépe ndant de t ) 

par un champ de vecteurs [ Q ~ oQ ] est donnée à l' ai de d ' une carte 

q ~ Q par la formul e 

6 i 
L 

(convention d'Einstein); 

- Pour que L soit invarian t par [ Q ~ oQ ], il f au t e t il suffit 

que 6 i = 0 
L 

On peut aus si, sans se r éf ér e r à l a théorie des dérivée s de Lie , 

pr endre (8.12 ) co~~e définition de oL é (apr ès avoir vérifié que cette 

définition est indépe ndante du choix de l a carte) et vérifier directe:nent 

(8 . i3) . 

En j oi gnant cette formule (8 . 12) à l a f ormule (5 . 11) , on voi ~~ 

i mmédi a t ement que 

Si l'on désigne par TI l a dériv ée variationnelle d'un l agr angi en ~ 

(indépe ndant de t ) sur une courbe [ t ~ Q Q 1 = dQ ] on a pour t ont ' dt ' . 

champ de ve cteur [ Q ~ oQ J: 

oL e. = TI. oQ + 
d 

dt [P . oQ J 
at 

[P = a Q ' J 

Cette formule fournit une nouvelle démonstra tion du théorème de Noe ther 

elle montre en eff et que si l a courb e est une extrêmal e [ TI = 0 ] et 

si d 
oL e = o , dt [P . oQ ] es t nul . 

Elle fournit aussi une 

Réciproque du théor ème de Noe ther : 

Soit [Q ~ o Q ] un chrunp de ve cteurs défini sur une varié t é U 3 

s ' il existe une famill e d ' extr êmal e s d ' un l aF,r angi en e , qui r e couvrent 

U , e t sur chacune des quelle s P . o Q est constant 1 [ Q ~ o Q] invarie L ,, 
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Cas des lagrangi ens dépendant de t • 

On se ramène ~wmédiate~ent au ca s précédent par paramétrisation 

[( 6.8) ,(6.10)] ; en appliquant notamme nt (6 .5) , (6 .6) , (6.42) et (8 .12) 

on obt i ent une deuxième forme du théorème de Noether 

- L' image réciproque d ' un lagrangi e n de type I 

par une application 

t e)~( t ) 
\ x \ Q 

est le lagr angien f.. défini par 

( ~ . ) 
t \ ..,.._ = l Q [ at at J x - + - x' 

at at , ) 

ae ax. 

ae-+ax-x ; 

- Si un champ de vecteurs f 

( 1 ) , invarie un lagrangi en l , la quantite 

P . oQ - h o t . [h = P .Q' - l ] 

es t cons tante sur l es extrêmales . 

I l es t pour cela nécessaire et suffi sqnt que,dans un atlas, on ait 

at at 
dt+ --. 

at aqJ 

( 1 ) C' est à di re si l 1 linage r écipro que de 

tian de l • 

par l e s sf 
e est une r estric-
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On voit en particulier 
ae si ~ = 0 , que l e l agr angi en est invariant 

par 6t = 1 , oqj = o, donc que -h est constant sur l e s extroc ).les ; 

le théorème de Noether permet aussi de r e trouver l e s intégr al es pr emières 

p2, ••• pn dans l e cas du par amè tre principal (6.37). 

-Notons enfin que l e théorème de Noe ther peut aussi s' appliquer au 

formalisme cônique (§7) , avec l'énoncé suivant que le l ecteur précisera 

a isément 

(8.19) 
Si un champ de ve cteurs Q ~oQ invarie un champ de cônes (7 .20 ) 

quantité P .oQ est constante sur l es car a ctéris t i ques de ce champ . 

En appliquant ce r ésulta t à un problème cônique déduit d'un lagr nn·-

gien j a cobien du type II par l a méthode (7.21 ) (7.35) , on en dédui t 

l'énoncé suivant, f a cile à vérifier dire ctement 

Théorème de Noether génèr alisé 

(8.20) Soit e un l agr a ngi e n du t ype II sur une variét é U • 

-Pour qu'un champ de vecteurs de U x R 

invarie l e champ de cônes 

( 8.21 ) 

il f aut et il suffit que , dans l e s cartes d'un a tla s 

(8.22) 
a 

[ oa] - ak [ 6a] q'k = o 
a a 

- Alors l a gr andeur 

(8.23) P . 6 Q - 6 a 

est constante sur l es extrêmal e s (moyennant l a condition (8.21 ) ). 
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Le théorème de Noether explique pourquoi la variable b conjuguée 

de l'action a es t une intégr ale pre~ière ; notons que nous avons f ait 

b = -1 , dans l'énoncé précédént , pour r etrouver l es habituels p . 
J 

(voir (7.35)). 

Indiquons les deux cas particuliers suivants: 

Si un champ de ve cteurs [ Q ~ & Q] est t e l que 

(c = Cte , &
1 

ï est donné par (8.12) ) 

P . & Q - C a est constant sur l es extrêmales (moyennant (8.21)). 

- S'il existe un champ de vecteurs [ Q ~ & Q] et un champ scalai-

re [ Q ~ a ] t els que 

&L t = 'Va • Q' 
' 

(voir ( 8. i 2 ) ) 

P. & Q - a est constant sur l es extrêmal es. 

On vérifie i~rnédiatement que ce dernier théorème fournit toutes l es 

intégr al e s pr emi èr e s qu i sont fo nctions rffines ou linéaires de p • 

- Soit t un l agr angi en du t ype II sur une vari été U (voir la figu-

r e 3). 

Si A es t un diff éomor phisme de U , A se relève par un glissement 

de l'espace fibré ~ des ve cteurs t angents à U 1 défini par 

( :. ) = ( A(Q) \ 

. D(A)(Q) (Q') ) 
[G.R. (12.7)] 

et l'on a 

= 

et pour tout autre diff éomorphisme B 
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[G.R. (12.9), (12.8) ]. 

-L'ensemble des difféomorphisme s globaux de U qui invarient le lagran-

gien t forme un groupe [(8.8), G.R . (3.4) ]; soit G un de ses sous-

groupes • 

-Si A E G, on a par hypothèse (8.2) 

D 
ce qui montre que A opère sur l' e space def( t) (figure 3). 

-Du fait gue 1 1 applj cation ( ~ ,) ~(di~( Q,) J est un homomorphisme 

d' e space fibré [(0.6); G.R .(13.2)], on déduit [G.R.(7.9) ] que le r el è-

t .. Aq; vemen . de A à l'espace fibré 

lais se invariant 1 1 ens emble U (fig .3). 

de s directions t angentes à u 

Nous savons que A conserve les extrêmales du lagrangi n (8.5); l e 

théorème (6 .22 ) montre que A2) conserv e les caractéristiques de U, c'est-

... 
à -dire que A2) opère sur l'espace U de ce s caractéristiques, de ssiné 

fig.3. 

ù Le r el èvement 
D>:' 

A est un glissement canonique de l' e space de phases 

(3.33 ) . Le calcul montre immédiatement que l'applicati on f[(~,)~ (~)}' 
définie sur def( t ) par l a r elation p= et dessinée sur la figure 3, 

vérifie 
D n* 

f .A =A .f ; il en résulte que opère sur l' ensemble J 

(= variété de Jacobi si l e problème est jacobien), et que l'application 

A2) conserve la forme ~ de la variété U (notation (6.18)), ce qui 
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montre à nouveau que cet opérateur conserve l es caractéristique s ; si la 
CJJ • ' l variété U est évolutive , nous voyans de plus que A , ~u~ oper e sur a 

variété canonigue . ~ des solutions (6.26), conserve sa forme. de Lagrange fr 

(6.27) • 

On obtient ainsi un glissement canonique de U (2.11) 

On. peut résumer l' étude précédent e en dis ant que tout diffé omorphisme global 

A de U, s'il invarie t D CJJ D* définit ave c s es relèvements A , A , A un 

foncteur, qui appligue la catégorie définie par le diagrrumne 3 sur elle même; 

ou , si l'on préfère , un endomorphisme· ~e cette ca t égorie. 

Mais l e s formules (8 .27 ) ,(8 .28) e t l es formules analogues valables pour 

l e s deux autre s relèveme nts montrent en fait que ce f oncteur est inversible. 

e t que l'on obtient par ce procédé un homomorphisme du groupe G dans l e 

_groupe; des automorphisme s de la catégorie ; nous savons de plus que l es 

foncteurs obtenus conservent notamment l a structure ca nonique de la variété 

de s solutions, donc que nous avons r eprés enté l e groupe G dans l e groupe G 

de s glissements canonique s globaux de ce tte variété • 

-Etudions maintenant ce tte r epré sentation du point de vue infinitésimal • 

Il peut arriver que l e groupe G soit un groupe de Lie , et que son algèbre 

de Lie puisse êtr e définie par des champs de ve cteurs F[Q ~ oQ] de U qui 

invarient l e lagrangien, au s ens (8 .9) ; s'il est connexe l e groupe G est 

alors engendr é par l es eF 
e , lorsque e parcourt Ret F l'algèbre de Lie • 

eF En r eprése ntant comme plus haut, e par un foncteur, e t en dérivant 

par rapport à e l es opér ateurs obtenus, nous pourrons effe ctuer cette étude 

infinitésimal e ; on voi t notamment que l e glissement infinitésimal de 

------ - ----
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l'espace de phase s uP* est l e gradient (au s ens (2.30)) de l a variable 

dynamique P.ôQ (théorème (3.34) ) • 

Le théorème de Noether, suivant l equel ct = P.ô Q es t une intégrale pr emièr e . . 

des caractéristiques peut s 1 exprimer en disant que ct, qui est aussi définie 

sur U, est l'image r éciproque par la proj e ction [x~~] (fig .3) d'une variable 

dynamique ct de U ; nous obtenons a insi une i nt erprétation simple du théorème 
... " 

de Noether ct = P.ôQ est l e générateur du r e l èvement [x~ ôx] du champ 

de ve cteur Q ~ 6Q , c' e st à dire que l 1 on a : 

(8.30) ôx = grad ct 

... 
l e gradient étant pris sur U 

(8.31) Si la variété U est quantifiable , il en r ésulte notamment que ce glis sement 

infinitésimal s era r elevable à tout espace f i bré quantifiable de base U 

(voir la remarque (4.24) ). 

Si l e groupe G est connexe , on pourra donc r e l ever sur l' espa ce quantifiant sa 

r epr ésenta tion G... sur U ; 
u 

si U est connexe, on sa i t que l'on obtiendra 

ainsi une extension de G ... par l e tore (théorème (4.19)). 
u 



(9 .1) 

110 

·····-··········-···························- ·· ....... ··· - ··- ~-- -················---- ----·-·-

CHAP ITRE III 

QUANTIFICATION DES PROBLEMES DYNAMIQUES 

- ---------------------

§9 QUANTIFICATION A LA HEISENBERG. 

Considérons l e système dynamique simple constitué par une particule de 

masse rn, soumise à un champ de forces dérivant d'une fonction de forces -w 

et que l'on se propose de traiter en mécanique non relativiste • 

Le principe d'Hamilton nous indique que l e mouvement de la particule est 

décrit par l'une des extrêmales du lagrangien 

rn 
2 

q,j q'k (t j) - w ,q 

(on désigne par qj trois coordonnées d'espace , par gjk les composantes du 

t enseur métrique euclidien). 

Appliquons (5.9) : on a 

[ 
,k 

(9.2) pj = rn gjk q 

(9 .3) 

ce qui montre que l'opérateur aP 
dQ' est r eprésenté par la matrice des gjk' 

donc qu'il est régulier : on se trouve donc en face d'un problème 

variationnel régulier (5.20). On voit aussi que les p . sont l e s composantes 
J 

covariantes de 1 1 liopulsion de la particule 

On est d'ailleurs dans l e cas hamiltonien (6.40) ; on trouve en effet, en 

faisant l e calcul [(6.42),(6.43)] : 

h = 1 
2m 
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expression dans laquelle l e s 
'k 

gJ sont l e s composant es con-Gravariant es d'..'. 

tenseur métrique [G. R.(29.12 )]. 

On peut appliquer l e s équa t i ons d'Hamilton (6.44) ; on trouve ainsi lr équa· · 

tion différentielle des cara ctéristique s de la variété de J a cobi : 

dp. 
-=..:1. = 

dt 
àw 

- àqj 

et par élimination de s p. , celle des extrêmales 
J 

rn 

èn r~~onnait bien l'équa t ion de Newton rn r = F ( = - gr ad w) 

Dans le cas où w ne dépend pas de t, on sait que est une 

intégrale. première (8.18,19 ) : on voit qu' elle s'interprète co~~e 1 1 éne~ 

totale de la particule, somme de son énergie cinétique e t de son éner gi e 

potentielle • 

Pour quantifie r ce problème , le procèdé habi t uel consiste à construire un • 

formalisme hamilt onien , c ' est à dire : 

a) Un espace ve ctoriel E ; 

b )--~~~---~-~ é;~~~~-- - -~~~é~~~~-~- --~-~~Q·J - · ~~---H, ---~~-~;~~~---~~-;,·-- -~~~~-~-~:~~---~~ - · -~---:·- ~~::~--
J 

que : 

c ) 

P j .Pk-Pk .P j = 0 

k k 
p .• Q Q .P. = 

J J 

··················· ----------- - -

Qj.Qk- Qk. Qj = 0 

0 si j 1- k 

-ih 1 si j = k ( 1) 
..................... Ji ........ -·-··--·--····- ·--····-- ·····--······ ····-·······----- ·-------·---····-·-

(1) Constante de Planck= 2 ~ h • 
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1-
--············ ······-·· · ··-·------ ·-- - --- - ----------------~---- -- - ----·:··-·---·· ·--· ··-·--··-····----·······--··------------ · · ···-·········--·· .. , 

dP. dQJ . . 
d) ·~ ____:1. - P H H P · . , - - QJ H H QJ 1 lt~ dt - j' - • j ' ln dt - • - • 
-------- ---------- -- ------------------------------------·--'···-·- -·~---·-·-~~~-~~-~~··"'"'"'"""""·"""~-~-1 

Si la dL~ension de E était finie , la r el a tion(c), avec j=k 

j 
p .• Q 

J 

serait contradictoire : en effet, l a trace du pr emi er membre devrait êt7.'1:3 

nulle, e t la trace du se cond membre serait - in dimension (E) • 

On doit donc suppos er que E est un e space de dimension infinie ; 

on fait en général l e s hypothèse s suivantes : 

[ 

E 

Les 

est un espace de Hilbert · ; 

opérateurs P ., Qj ,H sont hermitie ns • 
J 

En fait, on est amené à construire des opérateurs qui ne sont pas bornés} 

donc qui ne sont pas définis sur E tout entier ; le s ens précis à donner 

aux relations de commutation (c ) e t (d ) nécessite donc quelques 

éclaircissements • 

On souhaite,d 1autre part, que ce système possède une correspondance 

avec l e système classique défini par l e lagrangi en t . 
' 

dans le cas du 

problème (9.1 ) , on exprime ce tte correspondance e n sauv egardant 

formellement l a formule (9 .3 ) , c ' est à dir e en posant 

gjk pj .Pk + w(t,Qj) 1 
H - 2m 

L'expression w(t,Qj) peut se calculer sans ambiguïté , si les opérateurs 

Qj et la fonction w s'y prêtent , parceque l es Qj commutent deux à deux 

jk 
(9.~ c) ; pour donner un se ns à l'expr ession g Pj .Pk , on est ame né à 

'k 
choisir de s coordonnées cartésiennes, afin que l es gJ ne dépendent pa s 
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des qj, e t qu'on puisse- l es traiter comme des nombres et non comme des 

opérateurs • 

En général, pour vérifier l e s r e lations (9.4), on comme nce par choisir 

des valeurs initial es (pour t = t )P. 
0 J 0 

e t Qj des opérateurs P . e t Qj 
0 J 

vérifiant l es r e lations (9.4 c ) ;on utilise e nsuite les conditions (9.4 d ) 

comme équations différentielles d'évolution, ce qui per~et ~peut-être

d'obtenir l e s P. e t Qj en fonction de t ; on peut ensuite porter ces va l eur>> 
J 

dans les équations (9.4 d) , e t constater qu'elles r estent vérifiée s pour 

toutes les valeurs de t • 

Il reste évidemment à vérifi er dans quelle me sure les résultats ob t onm 

dépendent des choix successifs qui ont été faits : le choix d'un système de 

coordonnées cartésienne s de l'espace d'une part ; d'autre part le choix des 

valeurs initiale s des P. e t de s Q .• 
J J 

Enfin, il faut évidemment chercher de quelle f açon ce t t e méthode peut 

s'étendre à d'autre s l agrangiens, en particulier à un l agrangi en r el a tiv is t e . 

Pour conserver la substantifique moëlle de cette quantification, en 

essayant d'éviter l e s difficultés mathématiques qu'elle soulève(notam'lent 

le caractère factice de l a formule (9. 6) ), nous a llons chercher une 

interpréta tion moins formelle des r e l a tions (9.4) et de l a construction de H. 
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§ 10 QUANTIFIC,\TIQJ'.J A LA DIRAC 

Sui\ant l'idée originale de Dirnc, on peut chercher à rapprocher l es 

relations de commutation (9.4 ) des propriétés des crochets de Poisson. 

Reportons-nous en effe t à (5.25 ) : on sait que l es extrêmal8 s du 

lagrangien (ici l e s t r a j ectoires d'espace-temps po ssibles de la partie ,:· '3 ) 

forment une variété canonique V de dimension 2n (ici 6) ; nous avOè!S 

désigné par Ft 11 opération qui fait correspondre à cha que extrêmal e Y 

la valeur Ft (x) de l a pha se ( ~ J , à l'instant t , sur l 1 extrêmale x ; 

pour tout t, Ft es t une application de V sur uP* , U désigna nt l a variété 

de s qj(ici l'espace d'Euclida); nous savons que Ft transforme la forme de 

_D* 
Lagrange: de V en celle de u- (5.25) • 

-Par définition, les variable s dynamique s du problème seront l es fon ctions 

scalnires(infinime nt différentiables) sur ce tte variété V (2.29 ) ; on 
_]) * 

constate donc que si l'on se donne une fonction scala ire a sur ·R x u-

(figure 1) : 

a = 

et si l 1 on pos e 

t 
'"; (x ) 

on définit pour chaque va l eur de t , une vari able dynaalique t 

-On a défini l e croche t de Po i s son de deux va riable s dynamiques (2.34 ) 

et calculé celui-ci sur un espace de phases (3.31); du fait que Ft 

conserve l a forme de Lagrange , on tire i mmédiateme nt la formule 

a a 

ap . 
J 

t 



(10.6) 

(10.7 ) 

.(10.8 ) 

(10.9) 

115 
t 

-D' autre part l a dérivée par r apport à t de l a variable dymami que ~ 
t 

es t encore une variable dynami que (puisque l a corr espondance t~ 7 

pr end s es val eurs dans l' espace fonctionne l de s varia~le s dynamiques ) , que 

nous a llons noter ;;, ~ ~ 'J. 
Les équa tions d ' Hamilton (6.41+)) montrent que l e s composantes de 

d~ Ft(x) dans l a carte (3.23 ) sont 

dqj aH dp. aH 
----- ....:.J. -

- aqj dt ap . tt -
J 

En dérivant (10.4 ) par r apport à t , on a donc 

d r t J aa aa aH a a aH (convent ion 
-ra(>:) =- + --. -- d'Einstein) dt at aqJ ap . ap . aqj 

J J 

ce qui peut s' écri r e A à ( 10.5 ) e t (10.4) gra ce 

t 

+ [ · ~' d t ~1 ! }p or--, 
(l - , 

dt at 

On tire final ement de (1 0.5 ) et de (10.8) 
' 

en r emp l açant successivement 

(l et 13 par p. e t qj ' l e système d 'identités 
,) 

[· ;j. ~l r~ +J 
' Pkjp 

= 0 ; qJ q ~= 0 ; 
- p 

~ ,~ .q; 'l r 
si j ;/ k 

= 
p j 

si j k -p = 

a 
at 
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En comparant ces formules classiques avec l es formule s guantigues du 

§ précédent (9 .4), on es t conduit nahœellement à poser l e problème 

suivant, que nous appeller ons "problème de Dirac" 

Construire un espace hil bertien E, e t associer à chaque variable dynwui que 
A 1 

u du problème mécanique un opérateur u( ) tel que 

a) Pour toute u, u est un opérateur hermitien surE 

b) La corre spondance [u ~ u] est linéaire 
... ,. ....... ~ 

c ) u. v- v • u = -1n [u, v]P 

d) 
... 
1 = 1 

E 

En effet , si ce problème est résolu, il suffira de prendre le / ""' de s 

formules (10.9) pour trouver l e s formule s quantiques d'Heisenberg (9,4) 

si l'on a posé 

P. = 
J ' 

H 

~ 
Il 

= h 

Bien entendu, l e problème (10.10 ) n'est pas encore un problème mathématique 
... 

bien posé , en particulier parce que l e commuta t eur u. v - v • u de deux 

opérateurs linéaire s n' est pas nécessaireme nt défini si ces opérateurs r.e 

sont pas bornés ; d ' autre part parce que: l a dérivation sous l e signe / '"-... 

que l'on effectue dans l e passage de (10.9) à (9.4) suppose des hypothèses 

de continuité sur l ' opérateur [u ~ u] qu'il faudrait pouvoir préciser. 

(1) Ces opérateurs u s'appell ent des observables • 

(2 ) Il s'agit ici de linéarité sur l e corps des réels ; cette propriété 

est nécessaire si l'on veut pouvoir dériver sous le signe 
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(10.13) Cependant, en tant que formalisme, (10.10) présente des avantnge s 

importants sur (9.4) ; il est d ' abord indépendant du choix du système de 

coordonnées ; puis qu 'il ne me t en jeu que l a structura canonique de 

l' ens emble V des extrêmales du problème , il s'adapte de lui-même à tous 

les problèmes variationnels, en particulier aux problèmes du typ~ II 

(voir(6.28)) ; l'opérateur hamiltonien. li devient une observable "comme l es 

autres", le t emps perd son rôle privilégié:la méthode est donc applicable à 

la mécanique relativiste . 

(10.14) On peut évidemment se demander si l'oru n'a pas été trop gourmand, e t 

s'il ne suffirait pas de choisir un ens emble restreint de variables 

dynamiques u aux seule s quell es seraient associée s un opérateur u; 

ce qui serait à priori plus facil e que de l es prendre toutes, comme en 

(10.10). 

Notons toutefois,si l'on veut conserver l e s r ésultats précédents, que 

cet ensemble doit constituer une algèbre de Lie pour le crochet de Poisson 

(voir (2.47 )) , qu'il doit contenir la variable 1 , et, pour chague t, 
t t. t 

les variables dynamique s 7 , r-q-1' et~ 
J 
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§ 11 • QUANTIFICATION CANONIQUE. 

Considérons l e problème de Dirac (10.10) .Nous pouvons évidemment formuler 

le problème en introduisant, au lieu des opérateurs u , les opérateurs 

1 
u = ---in u 

Les conditions (a),(b),(c),(d) de (10.10) deviennent respectivement 

a') pour tout u, ~ est anti-hermitien 

b 1 ) la correspondance 

c 1) 

d') 

""' "'"' "' u • v - v • u = 

1 = 1 
in 

[ u -+ ~] est linéaire 

~· 

Les conditions (a') (b' ) e t (c') s'interprètent immédiatement: elles 

expriment que la correspondanc~ cherchée [u-+ ~] est une représentation 

linéaire de l'algèbre de Lie des variables dynamiques (pour le crochet de 

Poisson,,voir (2.47)) au moyen d'opérateurs anti-hermitiens • 

Cherchons maint~nant à interprèter la condition (d') • 

Nous voyons d'abord que l e s variables dynamiques constantes qui constituent 

le centre de l'algèbre de Lia (2.40) , n'ont pas leurs images nulles dans 

la représentation ; ceci montre que la r eprésentation ne se réduit pas à. 

une représentation de l'algèbre adjointe (c'est à dire de l'algèbre de Lie 

des glissements canoniques infinitésima ux ; voir (2.47) ) • 
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Mais nous avons trouvé plus haut une inter pr é t a tion géométrique de 

l'algèbre de Li~ des variables dynarni.ques : c' est celle des glisseme nts 

infinitésimaux d 'un espa ce fibré guant ifiant _de base V, s'il en exis t e 

(voir (4.25),(4.29 )) . 

Supposons do nc l a variét é V quantifiable , au sens de (4.8) ; soi t 'L'. 

un espace fibré guantifiant de base V [ (l;-.1) 1 (4.5)] • 

Soit ~l' e space vectorie l des fo nctions à val eurs r éelles,infinLTient 

différ entiables sur l' espace fibré "LF; désignons par E; un point varie..blo 

de 1JV , par x sa proje ction sur V, e t r epr enons l a notation (4.25) : pour 

toute variable dynamique u , i l existe un glis sement infinitésimal de 

[ E; -+ 6E;] , défini par l e s formule s (4.20 <> ) 
u 

{::: 
u 

grac1 u 

= u 

et l ' on a ( th. ( 4 • 25 ) ) 

6 E; = f(E;) 
1 

= 

(grad = gr adient sympl ectique de v) 

( tv= forme fondaL1ental e de 1)'' ) 

(f = champ de ve cteurs défini en (4. 3) ) 

On réa lisera donc bien l e s r elations (11 .2 b',c 1 ) si l'on pose 

pour tout ~ E ~ : 

[_c_~_) _=_~_cv----' 

1 r 
~ .. • : 
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On sait en effet qu~ 
v 

[G.R.(21 .29 )] 

= 0 cp 
[u,v]p 

( 11.5) 

d 'où (11 . 2, c ') ; la vérification de (b ' ) est ~nmédiate • 

Notons d ' autre par~ que l es fonctions cp de ~ peuvent se déco~pos er en 

séria. de Fourier sur l es car actéristiques , qui sont des courbes f ennées 3 

de façon précise , on peut introdui r e l es sous-espaces vector ie l s ~ de ~ :n 

définis pour n = 0,1,2, ••• par 

Il existe un~ fonction compl exe infiniment diff ér en-

(V 

tiable o/, définie sur ~V , t elle que 

cp (~) = IRe ( o/(~) ) ( = partie r éelle de o/ ( r;) ) 

.. 
[z E T] ~ o/ ( z ( ~)) = z-n o/ ( ~) (notation (4 .4) ) 

7 

1 

1 
1 
i 
1 

j 
et 1' on peut montrer que toute fonction de ~ peut effectiveme nt se décompos8r 

en une série cp
0 

+ cp1 + •• • dont l es t ermes cp appartiennent respectivement 
n 

aux espace s (j' , e t sont donnés pa r l es formules n 

<po (~) 
1 

/T cp( z (~ ) )~ = 
2i71: z 

1 

/T 
.. dz 

cpn (~) [ n - n] cp( z( ~) ) [n = 1, 2 • •• ] = z + z 
2i71: z 
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Notons que les espaces ~ sont chacun inva riant par le recueil ~ des 
n 

glissements globaux de l.f; c 1 est à dire que 

( ~ E ~ , A E R ] ~ ( ~ • A E ~ ) 
n n 

celà se vérifie ~mnédiatement en partant de la définition (4.5) de ~ • 

Par suite-: les ~ sont invariants par les éléments infinitési.c'Tlaux de R, 
n 

c ' est à dire les u (u étant définie sur V toute entière ) ; ceci se 

vérifie d'ailleurs directe~ent à partir du fait que les opérateurs z 

invarient le champ [ ~ ~ ô ~ ] (ci-dessus (4 . 23) ) . 
u 

On peut donc conserver la définition (11 . 6), en imposant à~ d'apparteni~ 

à l'un des espaces~ ; les relations (10 .10 b ',c' ) resteront vérifiées; 
n 

on aura de plus 

o ~ = Re (D (1Jr) (~) (f(E;) ) ) 
1 

notation(11 . 7),fo~ule(11.5) 

d tf 
= Re ( dt 1jr ( e ( ~) ) ) t = t 0 

d A in 
= ~e (dt 1jr(z(~)) )t = 0 ' 

ave c z = e (déf.(4.~- ) 

= [qe d -n ) 
(dt [z 1jr(~ J )t = 0 ( déf • ( 11 • 7 ) ) 

= Re en 1jr (~)) in 

ce qui montre que, sur l'espace: ~ 1 la définition (11.6) conduit à la 
n 

formule 

1 2 = 
2 

n 

• · ·' • • • \> 

) 
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Ceci per~ t d 1 inter pr èt e r les e space s 8' co:nme l e s espaces de fonctions 
n 

propres de ce t opéra t eur "' 2 1 , associés aux valeurs 
-1 - 4 

propr e s 0 , 2 , 2 -, , ". 
n n 

"-2 n = -1 ; on pourr a Si donc on choisit n = 1, on voit que l' on aura 

donc donner une structure complexe à l' es pace ve ctoriel 8'1 en posant 

i 1jr = ~ (1Jr ) 

comme h commute avec l e s u [Cf .(2.40 ) e t (i 'i .2c')], on voit que l e s 'îî 

seron~ linéaires sur l e corps des complexes; la r el ation (11.2 d') sera 

é ( ) (1 ) • évidemment vérifiée, co~~e cons quence de 11 .11 

Considérons raaintenant l e: sous-es pace vectoriel 1? 1 dont l e s él ér.JG::J.t s sont 

l es fonctions de 1?1, nulle s en dehors d'un compact • 

On vérifie i rnmédiater:aent que cet es pace est i nvariant par l e s él é;Tient s globr=~ux 

du recueil 1R(l 1 image d'un colllpact par un homéoraorphisrae est un compact ) , 

et par les opér at eurs ~' u éta nt définie sur V toute entière ( en eff et, dans 

tout ouvert où ~ est identiquement nulle , ~ ( ~ ) = 6 ~ 

Posons, pour ~1 e t ~2 dans 1?1 

c~1'~2) = f ~1 ~2 r 
v 

u 
est aussi nulle ) . 

p désignant l a densité positive a ssoci ée à l a f orme invariante w définie 

en (4.7) [voir G.R. (31.63 ) à (31 .70)]. 

Ce produit scalair~ée1 ( ~1 ,~2 ) donne à ~1 une s tructure euclidienne positi ve . 

Si l'on désigne par u une.variable dyna~ique défini e sur V, e t par f l e 

1 
( )Ainsi s' explique l'introduction de l a cons tante de Planck dans l a 

construction mathématique (4.1 ) • 

--- ------ - --- - ---- - --
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tf 
chanp [~ ~ o~], w est invariante par l es e ' puisqu' elle est invariante 

u 
par le r e cueil ~[(4.7 n) et (4.20)] ; on a donc [o] w = 0 

u L 
[ G. R. ( 23 .15 ) ] ; 

la formule magique donne donc 

0 = [ 'Vw] ( o ~) + 'V [ w( o ~ ) ] ; 
u u 

\lw étant nulle comme force: de degré supérieur à la diinensmon, on a donc 

~, on a 

'V [ w(o ~) ] = 0 ; par suite , pour toute fonction <.p de 
u 

~ [ w( l : ~) J " [ ~ ~ 2 J A 

= <r v <r A w (o ~) 

= <.p 0 <.p w 
u 

u 

w (o ~) [G.R.(27.15 a)] 
u 

[G.R.(26.33)] 

En utilisant l a définition de l'intégrale: d'une densité [G.R.(31 .70) ] et 

la formule de Stokes [G.R.(31.41)], on en déduit, si <.pest une fonction à 

support compact ,que 

(11.14') · J <.p O<.pp = 0 
v u 

(11.15) 

(11.16) 

En particulier, on a pour tout <.p E ~1 

( <p, 0 cp) = 0 
u 

En faisant u = n, on a donc (cf.(11.11),(11.6) ) 

(cp ' i cp) = 0 

ce qui montre que l'on donne à ~1 une .structure pré-hilbertienne en 

introduisant le produit scalaire cowplexe , à symétrie herwitienne : 
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< cp1,cp2> = ( <f>1 ' <f>2) + i ( i <p1, cp2) 

On déduit a lors de (11. 15 ) e t ù.e (11 . ·i6) que l'on a (pour cp1 et cp2E ~1) : 

<~ ( <f>1 ) , <p2 > + < <f>1 ~ u ( cp2) > = 0 

c'est à dir~ que l e s mpér ateurs ~ sont anti-hermitie ns • 

On r ésout donc l e problème (1 1 .2) en pr enant pour E l e complé tti de 

l'espace préhilbertien ~1 ; d'où l'énoncé : 

Supposons qu ' un problème dynamique varia tionnel soit évolutif, e t que 

la variété V de ses solutions soit quantifiable , au sens (4.8 ) ; soit 1)~· 

un espace fibré quantifiant de base V • 

Soit E l'espace vectorie l des fonctions r ée lles, à carré sommable sur 'V 

pour la densité invaria nte p déduite de l a forme w (4 .7) , telle s que 

(1jr compl exe) 

(notation (4.4)) 

-Les règles (11 .11 ) e t (11 .17 ) font de E un espace hilber t ien compl exe -. 

-8i l'on pose., pour toute variable. dynamique u définie sur V et pour <p E E 

A 

u ( cp ) = - in 6 <p 
u 

le champ de ve cteur[~~ 6 ~]étant défini par (11.4 ) , l'opérateur u es t 
u 

hermitien , e t défini sur l'espace vectoriel 01 (dense dans E) des 

éléments de E infiniment différentiable s et nuls en dehors d ' un compact. 
A 

~a correspondance [ u -+ u] est linéaire. sur l e corps des réels • 

•C:.n a 

-On a 

____ _....____ 

u v- v u =-in [u,v]P 

1 = 1(3 , 
1 
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Ainsi se trouve donc résolu le problème de Dirac (10.10) (
1

) 

D~ns cette méthode de quantification, le seul choix arbitraire est 

celui de 1' espace fibré quantifiant ~Lr de base V ; mais l e théorème (~ .• 15) 

nous montre que ce choix n'intervient pas dans les résultats obtenus , si l a 

' ' (2). variete V est simple 

Nous pouvons donc appeJ.er quantification canonique cette méthode ; 

cette terminologie a l ' avantage de rappel er qu ' elle ne met en jeu que la 

structure canoni~ de V , au sens (2.7) . 

On vérifie aisément le théorème 

La dimension des espaces 

( 1) A part le changement de E 

(2 ) De façon pr écise, si on a 

* quantifiants t.Y et '?)r' ce 

~ · 1 

en 

fait 

qui 

et E est infinie . 

~~, dans la formule (10 . 10 d) . 

deux choix différents d'espaces 

A conduit à des opérateurs u et 

fibrés 

û~' défi-

ni s respe ctivement dans des espaces hilbertiens E et E* , l'opérateur J 

construit en (4 . 15) permet de construire aisément un opérateur unitaire 

* U , appliquant E sur E , tel que pour tout u 

û * = u. û. u-1 
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§ 12 - QUANTIFICATION DES PROBLEMES JACOBIENS. 

Considérons un problème variationnel évolutif de type jacobien 

[(6.26), (6.29)]. On a vu (th.(7.21); dont nous adoptons les notations) 

qu'on peut lui associer un problème cônique ; on définit ainsi une varié

* té K d•équation 

b 1 0 , 

plongée dans un espace de phases (fig.6). L'ensemble V' de ses caracté-

ristiques se projette sur l'ensemble V des caractéristiques de la variété 

de Jacobi J du problème (voir (7.26), (7.27)). 

Par hypothèse (12.1), J est évolutive; l'ensemble V possède donc 

une structure de variété canonique de dimensions 2n-2 (notations (7.26)); 

c'est cette variété V que nous nous proposons de quantifier au sens 

(4.8) : s'il s'agit d'un problème dyna~ique, le t héorème (11.19) nous per-

mettra alors de construire les opérateurs quantiques. 

• On a vu que l'on obtient les caractéristiques de K en joignant à 

l'équation des caractéristiques de J les conditions (7.27) : 

b = Cte , a' = t 

Il en résulte immédiatement que tout champ paramétrisant de J : (0.14) se 

* * relève sur K par un champ paramétrisant ; K est donc évolutive : 

V' possède une structure de variété canonique de dimension 2n (figure 7). 



• 

1 
1 

1 
1 
1 

1 
l 
1 

guotient par le groupe discret 

Figure 7 
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* * Du fait que K est plongée dans un espace de phases, il existe sur K 

un champ de 1-formes p, défini par 

p ( ~) .. ~ * 
= P dQ = II d Q + b da 

(voir (3.19) et (7.21,22)). 

* D'autre part, grâce à sa construction, K est invariant par le grou~ 

pe des substitutions 

Q ... Q 

a-+ a 

II-+ 'X. II 

b-+'X.b 

. ( * ~-~-K 

('X. 1 0) 

est un conoïde) ; on peut en déduire que la forme 1-forme 

p1 est un invariant intégral de Cartan de l'équation de ses caractéristi-

ques ; 

(12.7) "lférifions-le à l'aide des conditions (12.14), qui donnent sur ces caracté-

(12.8) 

ristiques : 

II dQ + b da = b [da - P.dQ] (notation (7.23)) 

= b [da - d t ]= 0 

ce qui montre que p s'annule sur la direction tangente aux caractéris-

tiques ; comme cette direction est par définition celle du noyau de Vp, 

p est bien un invarian~ntégral de Cartan (critère (0.12 ~))). 

Il en résulte que p est l'image réciproque d'une 1-forme p 1 de 

* V' par la projection de K sur V' (0.22) ; on voit immédiatement que 
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p' est un potent~l-covecteur pour la structure symplectique de V' (2.18). 

* n•autre part• K est aussi invariant par le groupe de substitutions: 

a .... a + Cte 

qui invarient la force p : il suffit de constater que a n1intervient 

pas dans son équation (12.2). 

Le théorème de Noether (8.19) permet d'en déduire que b est cons-

tant sur les caractéristiques, ce que nous avons déjà remarqué (12.4). 

En faisant b =-1, ce qui entraîne n = p (7.23), on définit ainsi 

une variété V" , de dimension 2n-1, plongée dans V', qui se projette 

~ V par l'intermédiaire de son injection dana V' (fig. 7) ; la forme 

p" induite par p' admet comme dérivée extérieure 'Vp" l'image récipro-

que de la forme de Lagrange de V. 

Puisque le groupe (12.9) invarie la forme p, il invarie aussi ~p ; 

il opère donc aussi sur V' . et, visiblement, sur V". Remarquons d'autre 

part que, dans les problèmes dynamiques, l'action a et la constante de 

Planck ont la même dimension (on dit parfois que h est le "guantum d'ac

tion" ; on pourra donc définir un sous-groupe du groupe (12.9), isomorphe 

à Z , en se limitant aux substitutions 

(n entier, h = constante de Planck) ; 

on voit immédiatement qu~ ce sous-groupe opère discrètement [G.R.(10.1)] 

"' sur K , V' et V", et tri"\Tialement sur J et V (puisque la -eariable 

a n'y intervient pas~). 
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• On peut donc faire le quotient de K , V' , V" par ce groupe ( 12 .9) ; 

on obtiendra des variétés 
____......_ /'

K*, V' V" , (figure 7), admettant les précéden-

tes comme revêtements r es pectifs, et ayant donc m~es dimensions. Il 

est d'ailleurs très f a cile de construire ces quotients : il suffit de r em-

placer partout l a variable a par la variable 

z = e 
ia/h 

* ~ La projection de K sur K sera par exemple : 

Q Q 1~ 

a i8:/tt 
e 

n n 
b b 

le groupe étant discret, l a forme p passera au quotient, et l'on trouvera 

la forme p~ 

( 

dcp 

dz 

n 
\ b 

= n d Q + b n 
i 

d z 
z 

~ / ..... 
Soit l; un point de vu, c' est à dire la caractéristique de K qui passe 

par un point 

Q 

1 z 

p 

-1 1 
• /""-

de K ; l'image de la fo rme p" de vu sera la fonne p" définie par 

./'-
p" d l; = p d Q + in 

d z 
z 
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Puis-que le groupe ( 12.11) opère trivial ement sur V 1 et que V" se 

projette sur V , V" se projette aussi sur V la formule (12.16 ) mon-

tre que V" est un espace fibré quantifiant, de base V , de forme fonda-

mentale p" L T :)ir (4.1) 1 (4.5)] ; nous avons donc montré que 

(12.17) Tout problème j a cobien évolutif est quantifiable . 

(12.18) 

(12.19) 

( 12.20) 

Exercice. 

On considère l e l agrangien 

l = ~ [x '2 +y '2 +z'2]+ ~ [ r= J x2+/ +z2 ; x' = ~ • •. J 
(atome d ' hydrogène si.'Ilpl ifiée ; e est l a charge él émentaire, rn la masse 

de l'électron) . On désigne par px , py,pz, pt l e s variables conjuguée s de 

x,y,z,t. 

1 °) Par application du théorème de Noe ther, montrer que ce lagrangien adme t 

les intégrales pr emières 

{ •=-pt 
, rn =y p -z p ; rn =zp -x p ; rn = x p -y p ; x z y y x z z y x 

a = a + 3 ht - 2[x p + y p + z Pz J x y 

(a désigne l'action; cette dernière intégrale pr emière résulte (8.19) de 

l'invariance par l.es similitudes : a-+ t.. a ; x,y,z-+ t..
2
x, t..

2
y, t..2 

z;t-+-J t). 

2° ) Montrer que l e mouvement est périodique, de période 

T = 

si w < O. 
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3°) rviontrer que la dimension de la variété V" (12.10) est 7, et qu'on 

peut repérer un point de V" par l e s valeurs de a, W, M (= moment 

cinétique, vecteur de composantes m ,m , m ) , U (direction du passage au x y z 

périhélie, c' est à dire du minimum de r ; U est un vecteur unitaire or-

thogonal à M) , t 
0 

(date du passage au périhélie). 

4°) On quantifie le problème par la méthode pr écédente ; montrer que l' es-

pace ~1 (11 .7 ) es t celui des fonctions 

a 

( e ~ ) R F (t , w, M, U) e o 

[appliquer (12.16), (4.3 ) , (4.4)] et que la CŒ!:tplexification (11.11) r e-

vient à supprimer l e signe Re devant cette formule (12.21). 

Iv~ontrer que F est périodique en 

négatives de w • 

t 1 de période 
0 

T , pour les valeurs 

5°) On suppos e que la fonction considérée est !Qnction propre de l'obser-

v able •v associé à 1 'énergie ~· ( 11 .19), la valeur propre correspondante 

étant notée E. 

Montrer que pour w < 0 1 la fonction F (12.21) est de la forme 

-2i 1e nt / T 
G(w,M,U) 0 e 

la fonction G étant nulle e n dehors des points où 

3w + = E 

(n =entier algébrique) . 
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§ 13 • PARTICULE LIBRE JŒLATIVISTE • 

Les él éme nts de l a ~é canique r e l a tiviste f ont connaître que le mou-

vement d'une particule libre es t obtenu en r ésolvant le problème varia tion-

nel dérivant du l agr angi en 

1 = _, 0
2 V 1 _ :~ v = vites se de l a particule 1 

c = vitesse de la lumière 

lagrangien qui se réduit , à de s t enne s en 1/c2 près, à 

2 2 
1/2 rn v - mc 

c' est à dire au l agrangi en classique (9.1) , ave c une énergie potentielle 

constante égal e à 2 mc • 

Si l'on eff e ctue l a ~aramétrisation (6.10) , on trouve le lagrangien du 

type II 

• 1 1 2 "2 "2 .2 "2 
C =-mc signe (t~ \j e t -x -y - z 

L'invaria nce de ce l agr angien par l e groupe de Lorentz-Poincaré est évidente , 

si on se restreint au groupe orthochrone ; trois choix sont donc possibles 

pour é tudier l a covariance r e l a tiviste compl èt e du problème 

1°) Se r estreindr e effectivement au groupe orthochrohe, donc renoncer 

à la symétrie du t eop s. 

2°) Me ttre un double signe devant l e r adical : nous savons en effet 

tra iter l e s problème s à l a gr angien rnultifonne (7.29). 

3°) Considérer que l e l agr angien (e t par conséquent l'action) n'ent 

pas l a variance des scal aires, mais sont des gr andeurs qui changent de 
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signe dans les tra~~formations de Lorentz-Poincaré antich~ones (1 ) • 

Nous effectuerons ici le choix N°2 , qui sei:Jble être l e seul compatible 

avec la relativité générale (voir cependant ci-dessous (13.36) ) . 

En appliquant la méthode (7.21) 1 on forme 1 1équation du champ de 

cônes associé au problème 

"2 
a 

22 
rn c 

"2 "2 .2 2 "2 
+ x + y + z - c t = 0 

En faisant désormais c = 1 , nous écrirons cette équation sous la forme 

"2 
a 

2 
rn 

= 0 (signature + - - - ) 

Les cônes sont du second degré ; leur équation tangentielle (équation de 

la variété K*) est 

2 b2 !-LV = O ill - g ~ ~ 
!-L v 

L'équation des car a ctéristiques s'obtient en joignant à (13.6) l'équation 

(7.26) qui s'écrit ici : 

d db d~ 

= --=--v 1- 0 
B 0 

et s'intègre en 

(1) Suivant la mé thode gén~rale [G.R.(24.23)], appliquée à la géométrie de 

la relativité restreinte [G.R.(38.15 )] , on peut considérer ces gra ndeurs 

comme des fonctions sur les bases de Lorentz, à val eurs réelles, telles 

que f(S.M) = f(S) x(Ivi) , x(M) étant le car actère chronologique de la ma

trice de Lorentz M , l a racine correspondante est définie en [G.R.(24.23)] , 
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~ ']!;.f.l p-
b = Cte , ']!;. = Cte 

' 
xf-L - a2 = Cte (pf.l = ) 

f.l m b 

Suivant la mé thode (12.10 ) , on obtient l a variét é V" (figure 7 , avec 

n = 4) en f aisant b = - 1 ; on pourra donc r epérer un point de V" par 

les 8 grandeurs 

les pf.l étant reliés par l' équation de J a cobi (obtenue en faisant b = - 1 

da ns ( 13 • 6) ) 

; 

le vecteur p de composantes pf.l est do nc situé sur un hyperboloïde à 

deux nappes, dit hyperboloïde de masse (figure 8) . • 

Conforméme nt à (12 . 7) , l a 1-forme p.dx -da définie naturellement 

sur K* doit provenir d'une forme de V" ; en effet : 

p axf.l - da = 
f.l 

( grâce à (13 . 10) 

Le groupe de Lorentz-Poincar é se r elève à toutes ces variétés ; un élément 

de ce groupe 

x~ A . x + B 

se relève par 

p ~ A. p x~ A . x + B 

c'est à dire , sur V" , par 

vecteur de composantes 
affineur de Lorentz ; 
vecteur 



1 f'utur 

Figure 8 

- - - -
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u 
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on vérifie immédiatement que l'on obtient une extension triwiale du ~ou-

pe de Lorentz-Poincaré , à savoir son produit direct par l e groupe additif 

réel. 

On forme ensuite la variété quantifiante V" en passant au quotient 

par le groupe (12.11), ce qui donne ici 

p-+p,y-+y-
27tnh 

2 
m 

p 

la forme fondamentale ~ étant définie par 

m o E; = P oyi-L 
1-L 

En appliquant les résultats du 
........ 

§ 4 , on trouve l'opérateur z 

p -+ p 
~ 

z 

On peut donc interpréter l'espace fonctionnel ~1 (11.19) co%~e 

celui des fonctions ~ de p et y telles que 

' *(p J.E._) = 
y+ 2 

m 

:i.. 
ih 

e 

et l'on consta te que l a règle de comp:ibexification (11.11) revient à iden-

tifier ~ avec 1jr • 

L~ groupe de Lorentz-Poincaré (ou plutôt son produit direct par le tore) 
./'...... 

opère sur V" , donc sur l' espace 8'1 , d'une façon qui se déduit immédia-

tement des formules (13.14). Mais l'espace ~1 (ou ~· 1 ) n' est pas 

irréductible pour ce groupe ; et ~est d'autant plus souhaitable de le 
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décomposer en sous-espa ces irréductibles, que c'est générale~ent par une 

telle condition que l'on définit l 8s particules élémentair es . 

Il est commode de donner, au moins fo!!n ellement, une représentati on 

de l a fonction * au moyen d ' une intégral e de Fourier portant sur la va-

riable y : 

/ p \ / p \ * 1 ) = 1 f ( l \ y / \ w j 
ei < w ,y> dw ; 

en écrivant l a condition (13.18) vérifiée par * , on trouve 

< w, p > = 
2 

m 
h 

La "fonction" f( p ) w est donc en f ait une distributi on en w nulle en 

dehors de (13 .20 ) . 

Cette r elation exprime que l e vecteur nw est dans l'hyperplan tangent 

à l'hyperboloïde de masse passant par p (figure 8) ; elle entra~ne donc (
1

) 

En portant dans (13.19) l a val eur ( 13 . 15) de y , on trouve aussi , 
gr âce à ( 13 .20) 

.1&.. 

J ~ (p) 
* 

n "'<w,x> dw = e e 
\ w 

( 1 ) Algébriquement, on trouve cette relation en écfivant que le vecteur 

p - h w 1 qui est orthogonal au vecteur de te~ps p , est un vecteur 

d ' espace . 



(13.23) 

( 13 .24) 

Dans ~a substitution (13.13), cette foroule (13.22) montre qu'il faut 

faire sur f la substitution 

-iÀ 

f -+ f* -i < w ,B> tL 
e e 

En effectuant les translations infinitésimales, les méthodes habituelles 

de recherche d'invariants montrent que , dans un sous-espace irréductible, 

la grandeur < w , w > devra être constante ; nous en connaissent une bor-

ne supérieure (13.21) 

Supposons gue < w, w > soit positif 

<w,w> f..1. 6 rn 

la figure 8 nous ~ontre que p appartient à l a ~ariété s
2

(w) de contact 

du cône circonscrit à l'hyperboloïde de sommet hw , et que s
2

(w) est 

compacte ; en fait, en prenant des coordonnées, on constate que s2(w) pos

sède la structure d'une sphère ordinaire à 2 dllaensions. Pour w donné 1 

on pourra donc dédomposer f(P) 
(1) 

en série de fonctions sphérigues en 
1 

p ( ) ; 

on constate que ces fonctions sphériques sont les traces ~ sur B2(w) des 

polynômes p . (p) 
w,J 

tels que 

( 1 ) Pour sortir du cadre purement formel de la présente étude , il faut 

traiter f comme une distribution à support contenu dans une sous-variété; 

en dehors des distributions superficielles que nous considérons ici, il 

pourrait s'introduire des distributions en couches multiples (voi~ 

L .SCH.W"ARTZ, chapitre III , § 10 ) • 



(13 . 25 ) 

(13 .26 ) 

P est un polynôme homogè ne de degré j ; 
w, j 

0 p 
w, j 

= 0 

D(P ) (p ) (w) = 0 
w,j 

14-0 

et que les polynômes P. 
J 

sont entièrement déterrJlinés par ce s conditions 

et par l eurs va l eurs sur l a sphère s2(w) , si celle- ci n'est pas r éduite 

à un point , c ' est à dire si ~ < rn • 

Pour le vérifier , il suffit de pr endre une b a se de Lor entz dont l e 

ve cteur de temps est parallèle à w , e t de transcrire ces rela tions (13.25) : 

on trouve un polynôme homogène P -qui ne contient que l e s variables d ' es-

pace x , y , z , qui est harr~onigue pour ces variables et qui est donc 

défini par ses va l eurs sur s2(w) , dont l ' équation s ' é crit 

2 2 2 
x + y + z = Cte [ > 0 ] • 

Nous pouvons donc décomposer l' espace des * en sous - e spaces nQ~éro-

t é s 0 , 1 , • • • j se réduira à un polynôme p (p ) 
w 

vérifi-

a nt les conditions (13 .25 ) ; on é crira 

* ( p ) = 1 p (p) i<w,y> d 2 

( e w 
\ y / w 

\ <w, w> ~ ! h 
f0 1 

ia 
<w, p >= ~2 

1 

n 1 (p) ei<w, x> 1 
= e p dw ) 

w 

La notation dw désigne ici l a mesure définie sur l ' ensemble des w qui 

v érifie nt V , me sure invariante par l e 11 petie groupe " des transformations 

de Lor entz conservant p (cet ensemble () a lui aussi l a s -+;ructure d ' une 

sphère à 2 dtpensions , il est donc compa ct) . 
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Nous pouvons associer à ce tte fonction * l a fonction 

ô t <w,w> = 

d'w désignant cette fois une mesure invariante sur l'hyperboloÏde </ 

(me sure de la géométrie de Lobatchevski défini à un facteur constant près). 

Le passage de * à 8 laisse donc le choix d'un facteur multiplicatif, 

choix qui ~~porte peu. 

En supposant que cette intégrale (13.24) converge convenablement, 

on peut écrire 

ce ~ui nous permettra de r epérer * au moyen de fonctions d'onde 

qui peuvent être considérées co~e définissant une fonction d 1 ondetensoriel-

le. Les conditions (13.~) cnontrent que 

eÀ!l· • ·P est symétrique en À, Il ••• p 

gf...!l e À!l· • • P = o 

a eÀ!l· • • P = o 
À 

et l a condition <.> donne 

Réciproquement, si des fonctions eÀ!l•••P vérifient ces équations 

( 13 .29, 3.0 ) et possèdent des distributions transfon;1ées de Fourier, celles-

ci vérifie nt ( 13 .2~), P (p) étant un polynôa e en p de degré j, distri
w 

but ion en w sur l'hyperboloïde ( 13 .27; .:;>-); si par exemple P 
00

(p) est 
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continue en w, on pourra définir une fonction par (13 .26 )·, et celle~ 

ci vérifiera la condition (13.18). 

Il est f acile de trouver comment le groupe complet de Lorentz opère 

sur les fonctions d'onde, en partant des fo~ules (13.13), (13.14) ; , on 

constate que c' est l e produit direct de ce groupe par l e tore qui opère 

(à cause de l a variable À), donc que le groupe opère "à une phase près": 

en dehors de l a phase, on obtient la variance habituelle de s cha:nps de ten·M 

seurs contravariante s [G.R. (15.2), (25.65)]. 

Cas .i = 0. 

On obtient alors une seule fonction d 1 mnde complexe 8 , sounise à la 

seule équation d'onde 

o e + 

On r econnait donc la description usuelle d 'une particule libre de oasse 

~ , de spin 0, caractérisée par l'équation de Klein-Gordon (13 .34) ; la 

"pseudo-ma sse '' ~ est inféri eure ou égale à m ; elle peut d 1 ailleurs ~ dans 

ce cas , être prise égale à rn (masse de l a particule cla ssique que l ~ on a 

quantif i ée); alors le point n w est sur l'hyperboloïde , l a sphère s2 ((;)) 

se r éduit à ce point ; on a donc la r el a tion de Bohr 

p n, w 

entre l'énergie-L~pulsion cla ssique p et l a quadri-fréquence w. 

Cas .i = 1. 

Les équations s'é ~rivent 
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\ 

o e" + ..,_ ~~ e" = o 

a-x. e = o 

on r econnait l e s é qua tions pr oposée s pour décrire une particule de ma sse ~, 

de spin 1(équation~ de Proca) . Si ~ est très voisin de m1 l a rela tion 

de Bohr (13.33 ) e st très bien vérifiée . 

Ca s ,j = 2 . 

On trouve l e s équa tions 

·vp e · = ePv 

gvp 8Yp = 0 

à evp = 0 
r 

0 evp + fl2 

h2 

qui dé crivent une parti cule de masse fl , de spin 2. 

Etc • • • 

- On voit donc que l a quantifica tion ca nonique conduit à un spe ctre de ma sse 

continu l imité supérieurement par l a masse classique m1 et à un spe ctre de 

spin contenant tous l e s entiers ~ O. Les spins demi-impairs ne sont pas 

repr ésenté s : ce qui e st évident, parce que l a mé thode nous conduit à une 

extension trivial e par l e tare du groupe de Lorentz-Poincar é/ qui ne fournit 

pas de r eprésenta t i on de son r evê t ement . 
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- Calculer l es cha nps de vecteurs 0 (11.4), définis sur la varié t é 
u 

associé s aux variables dynamiques suivantes : 

(13.36) (réponse 

( 13 .37.) (réponse 

u = pp ? 

8_ P fl = 0 ; ~ y fl = gflP ) 

u = x p ~·x p? p (J (J p 

- Comment l e s observable s û a ssoc i é s (notés r e s pe ct ivement P , M e-:; p po-

définis en ( 11 . 19)) opèren·c- ils sur les fonctions d ' onde 8 fl (ca s j = 1 ) ? 

. répons e 

)... 
P (e ) ~ 

p -in ô e"' 
p 

À )... )... "'! "'! l [lvi ( e)] = -in[ [x ô e - x a e ]+ [ e - e ] 5 po- p G G p p <J <J p 

[ notation G. R. (17.8)] 

(13 .. 39 ) -ON peut vé r i fier que ce s opérateurs conservent, ainsi qu'il s e doit.? l es 

solutions du système différe ntiel ( 13 .!2) , e t que l eurs relations de comrnu.-

tations sont bien celle s prévues par (10 .10c) . 

Le s deux termes entre crochets que 1 1 on trouve au s e cond ~11euibre de 

l-11 (e) corre spondent r e spe ctivement a ux moments orbi taux e t ~~n,iê_ po-

prop~~~ · On r e trouve l e s foroul e s habituelles de la mécanique quantique. 

et l ' interprétation ciné ti que du spin. 
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(13.4-0) ·~On voit que la quantification canonique fournit aut ot:;latiquernent 1 1expres-

sion des P et des !.~ pour des particules de spin entier quelconque. p p<J 

Mais on voit pourquoi on ne peut pas définir sur l e s fonctions d 1 onl).es 
~ 

d 1 autres observables , t els par exet:;lple que les }[(opérateur associé à 

l'abscisse de la particule à l'instant t; voir (10.4)); ces opérateurs 

existent, bien entendu, sur l e s espaces fonctionnels ~1 , ~1 ou E, mais 

ils ne respectent pas l a décomposition en sous-espaces irréductibles pou~ 

le groupe de Lorentz-Poincaré ; en dt autres terrnes, ils mélange nt les mas-

ses et les spins. 

(13.4-1,) ·- Les fonctions 1Jr (13.29) que nous avons trouvées dans la décomposition 

ci-dàssus n'appartiennent pas à l'espace E : elles ne sont pas a carré 

sommable pour l a densité p (voir (11.13)) ; ce sont l eurs valeurs moyen-

nes sur la"pseudo-ma.sse " Il et le spin j qui peuve nt l'être. Ce sont 

des circonstances usuelle s quand on fait une décompositi on spectrale. 

(13.4-2) - Si on adopte la convention N° 3 de (13.3), on supprime l'une des deux 

nappes de l'hyperboloïde de masse ; l e vecteur p et l e vecteur ~ sont 

du genre avenir (après décomposition) : on a , CO!Illne on dit, des énergies 

et des fréquence~ positives. 

Mais l a variance de p n'est plus celle d 'un vecteur : il faut chan-

ger son signe ( en plus de la variance vectorielle) dans les transforma-

tions antichrones (on definit ainsi une r acine pour la géométrie de la rela-

tivité r es treinte; voi~ la note de (13.3)). 

De même ! la formule (1 3 .16) montre que l a fon'1e oo est changée de 

signe dans une transformation antichrone : on doit rJodifier l a structure 

de l'espace fibré quantifiant et de l a variété des solutions (où l'on doit 



14-6 

not&ament a~ettre l e s transf onnati ons anti-canonigues) ; la représentation 

des élé~ents antichrone s du groupe de Lorent z-Poincaré n' est plus linéaire, 

mais anti-linéaire . 

La topologi e de l a vari ét é V des solut ions du problème classique_ 

(drhite s orientée s de l' e space te~ps ) se trouve f acilement : elle se coBpo-

dd h ' h 'R6 t". h 'R6 
se e eux nappes omeomorp es a , e meme ~soEiorp es a comme 

variétés canoniques (il r es t e une s eule des deux nappes si on f ait l a con-

vention ( 13 .lf-2·) ) • V est s illple , pE..:cce que cha cune de ses composantes 

connexes est s i rnpl e;nent connexe ; il en r ésulte [(4-.15 ) , (11".20 ) ] que 

toute autre construction de 1' es pace fibré quantifiant conduit nécessaire·-

me nt aux ;nêmes r ésulta ts que ci-dessus. 
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§ 14 o PROBLEMES POTENTIELS • 

Considérons un problème dyna:ni que évolutii' 1 t el que l a variété V 

de ses solut i ons s oit potentielle (2.1 8) . 

Nous savons alors que l e problè~e es t quant ifiable , et nous avons 

construit eff ect i vement un es pa ce f ibré quant ifiant U de base V ; U 

e st l e produit direct V x T (4.9 ) . 

En utilisant l es for oules (4.3 ) , (4.4) , (Li •• 10) , on trouve 

= 

ce qui perme t de condens er l a f ormule (11 .19) qui définit l e s éléme nts 

de l' e space f onctionnel ~ 1 en : 

= 

v(x ) ét ant une f onction compl exe de l' extrêmal e x • On vérifie immédi a-

t ement que l a struct ure compl exe définie sur ~1 (11.11 ) coïncide avec 

l a structure habitue1l e de l' es pa ce des f onctions V o Nous pourrons donc 

r empl a cer l' espace ~ 1 par l ' es pace de s f onctions compl exes sur V , ce 

qui entra îne une traduction de l' énoncé (11o19) de l a quantifica tion ca-

nonique o En u t ilisant nota~uent (4.7) , (4.11) , (4.20 ) 1 (2o35 ) , il 

vient 

- Soit un problème dynami que évolutif ; soi t V l a variété de se s 

extrêmal e s x ; supposons que V soit potentielle , c'est à dire qu'il 

i existe un potentiel-cove cteur ~obal de V 

1 

1 
<> x~ p (2.18) 



( 14.5) 

-Soit E l'espace vectorie l complexe des fonctions complexes sur 

V 1 à module carré sommablhe pour la densité p déduite de la forme de 

Liouville de V (2 . 12) ; si l'on pose , pour o/
1 

et o/
2 

dans E 

on fait de E un espace de Hilbert . 

-Si l ' on pose, pour toute variable dynamique u définie sur V et 

tout o/ e E . ...... 
~ u ( o/ ) = [u - p . grad u] x o/ - ih [u, o/] p 

l ' opérateur Û ( observable ) est hermitien , et défini sur l'espace vecto-

r i e l ~1 (dense dans E) des éléments de E infiniment différentiables 

et nuls en dehors d ' un compact. 

est 

Q 
et 

b 

- La correspondance 

linéaire sur 

- On a 

/' ..--. A 
u • v -v • 

l e corps des r éels . 

""' u = 
~ 

- in [u,v] 

A 

1 = 1~ 
1 

p 

l
-Exercice : verifier directement l es formules 

définition 4§> (voir (2 .51) ) • 

et à par tir de la 



(14.6) - Nous appellerons schéôa guantigue l a construction (14.4) ci-dessus; 

(14.7) [ 

( 14.8) [ 

la formule ~ montre que l'on change de schéna quantique si 1'1 on choisit 

un autre potentiel covecteur p* , bien que l' espa ce fonctionnel E n' ait 

pa s changé. 

Si la variété V est simpl e , nous savons qu 1 il doit y avoir équiva lence 

unitaire entre tous l es schéma s quant i ques (11.20); vérifions-18 directe-

ment. 

Si p e t p* sont deux potentiels vecteurs, V[p-p*] = 0 ; par 

suite , si V est simpl e , il exi st e une variable dynami que a t elle 

que p -p*= V a [G.R.(27 .~1 ) ] ; posons 

U ( 1jr ) (x ) = 1jr (x ) x 

a 
in 

e 

Il est évident que U est un opér a teur uni t aire sur E , qui conserve 

• • 
l e sous-espace ~1 , si l'on désigne par ~ lropérat eur associé à une 

variable dynamique u par (14.4~~) où l'on a r empl a cé p par p* 1 

les foroules (2.35 ) r (2.38) , (2.39 ) pemettent de vérifier 

"""' * u r.. • u-1 
u = • u pour tout u 

U fournit bien l' équiva l ence unitaire pr évue en (11.20) ; on vérifie 

bien que l es r éualta ts de l a quantifica tion ne dépendent pas du schéma 

qua ntique adopt é . 
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§ 15 • PROBLEiliES LINEAIRES • 

(15.1) Nous dirons qu'un problème varia tionnel es t linéaire lorsqu'on peut 

(15.2) 

( 15.3) 

donner à l a vari ét é V de ses solutions une structure d' espace vectori&l 

Siffiplectigue (pour sa forme de Lagrange ). 

Nous savons que l Gs variétés canonique s sont toutes localeGlent plates 

(voir (3.13) ) ; la définition (15.1) est donc purement globale ; cependant, 

en pratique , on ne parle de problème linéaire que lorsque l'addition de 

deux extrêmales n' est pas une opération trop bizarre. 

Soit par exemple un problèoe haoiltonien (notations (6.42)) , défi-

ni sur un espace vectoriel E , t e l que la fonction hamiltonienne H soit 1 

pour chaque t , forme quadratique des p . 
J 

Alors l es équations d'Hamilton ( 6 .44) sont linéaires ; il en résul-

te qu' elle peuvent se résoudre par une formule 

Ft étant , pour chaque t ,. un opérat eur linéaire sur E x E• [ G.R. (22 .20) ~ 

On peut alors prendre co~~e structure vectorielle de l a variété V 

des solutions celle de E x E• , pour l e s conditions initiales ; cette 

structure ne dépend pas du choix de t • D 1 autre part ,. le th. (5 .25) nous 
0 

montre que la fonne de Lagra nge ~ de V est bien constante pour cette 

structure ( en d' autres t ermes , Ft appartient au groupe symplectigue 

(1.5) de l' espa ce Ex E*, muni de l a structure (1.15) ). 

En considérant E x E* com1ne e spa ce de pha se s de E , on sait 

qu'il possède un potentiel-covecteur p défini par 



( 15 .4) 

( 15.5) 

(15.6) 

(15.7 ) 

(15.8) 

p c;) " P . ôQ (3.28) 

On obtie nt donc ~insi un schéma quantique (~4.6 ) que nous appel le-

rons schéma de Schrodinger ; l' espa ce f onctionnel de s solutions est c0lui 

des fonctions compl exes à carré som..rnable sur E x E* ; à. toute variab l e dy-

namique u (considér ée comme fonction des va l eurs des p. 
J 

l'instant initia l t ) correspond l'obs erva~le u défini par la for~ule 
0 

( 14.4 f ) , ici 

'Îi( *) = [ [ u - p . ~ J ~' 
J àp . 

J 

·.:ao. r- àu -1ro -

àp . 
J 

On a en particulier [(9.4) et (10.11 ) ] 

p.(;-) = 
J i 

..l.L] 
àp. 

J 

L' espa ce f onctionne l n' est pas irréductible pour l e système des opér a t eurs 

P. et Qj (c' es t à dire pour l e système des observa1:1es associées aux 
J 

va riables dynamique s linéaires); pour l e décomposer , donnons de 1jJ une 

r epr ésentation de Fourier en P , sous la fonJe 

iPO 
e dO 

e0 ét ant , pour chaque n , une fonction de X = Q - n 0 , définie sur E . 

On consta t e i~>édtatement que l es opér a t eurs P. e t Qj opèrent 
J 

séparément sur chal[Ue composant e de Fourier e
0 1 suivant la fonnule : 



( 15 ·9) 

(15.10) 
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A' espaoe fonctionnel est donc dé composé en sous-espaces tous isomorphes, 

sur l esquels l es P. 
J 

e t l es opèrent suivant l es formules tradition-

nelles de Schrëdinger. 

Bien entendu , l es espaces disjoints ne sont plus à carré sommable 

pour l a struc#ure hilbertienne initial e . 

-Le schéma de Schrëdinger iépend de l'inst ant t 
0 

choisi • On peut 

construire un autre schéma (Heisenber g) qui n' a pas cet inconvénient : il 

suffit de partir du potentiel covecteur V p = ~ o\x) [c~ (2.16)]. 

Nous avons dé jà eff ectué l a quantification correspondante de V en (4.27). 

-On sait d' ailleurs qu'on passe du schéma de Heisenberg au schéma 

de Schrodinger à l'instant t par un dépha sage 
0 

(i4.7). 

(15.11) -On peut, avec J.Von Neumann et H.Weyl, étudier .l es exponentielles 

(15.12) 

(15.13) 

ihl'. D..Qj 
d'opérat eurs e J , e i ceci r evi ent (voir (4.20) ) à étudier l es 

r elèvements à l' espace fibré quantifiant du groupe des translations de V· 
' 

nous avons dé jà f ait ce-t t e étude (4 .30). 

Exercice : 

On considère un oscilla t eur harmonigue de ma sse m, de pulsation propr e w, 

cara ctérisée par l e lagrangi en 

( q' - ~) - dt 

En désignant par p l a variable conjuguée de q , on introduit les coor-

données polaires r et ~ 

r rn w q + i p 

1°) Montrer que l a fonction hamiltonienne est égale à 

2 
r 
2m 

------



(15.14) 

(15.15) 

2°) Quantifier l e problème par l a méthode des §§ 11 et 12. Montrer 

que l'espace fonctionnel E est l' ensemble des fonctions de la forme 

(

r -f--[ a- l sin 2<p] 

IR. ~n 4m w e e 

avec la condition 

+oo 

!
00 2 

I1Jr (r)j r 
0 n 

dr 

n=-oo 

+oo 

n=-oo 

<oo 

e

-in[ w t+cp]) 
1jr (r) n 

3°) Montrer que l'observable H associé à l' énergie opère sur cet espace 

fonctionnel en multipliant chaque 1jrn par n w n. 
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§ 16 SUR LA NOTION DE MESURE QUANTIQUE • 

(16.1) 

Le lecteur habitué à la Mécanique Quantique aura constaté, dans 

ce dernier chapitre, que l es espaces fonctionnels considérées sont en gé-

néral plus vastes que ceux dont a l'habitude ; ceci étant lié au fait que 

l'on peut associer des opérateurs à toutes les variables dynamiques. 

On a l'habitude de postuler, en mé canique quantique, que la me sure 

d'une variable dynamique u donnera comme résultat des valeurs propres 

de l'observable associé .. u • 
' 

ici, nous devrons compl éter cette règle par 

une "règle de sélection", pour tenir compte du fait que l'espace fonction-

nel est plus grand que d'habitude ; on peut proposer la règle suivante : 

La mesure d'une variable dynamique u conduit à une valeur propre de 

l'opérateur ~, t elle que la fonction propre associée ~ vérifie 

d ~ = 0 u 

à étant la dérivation définie e n (4-.33). 

Pour le mathématicien, il s'agit d'une simple convention, de carac-

tère intrinsèque (parce que l e champ de vecteurs [ l;-+ d l;] 
u 

est un champ 

invariant sur l' espace fibré quantifiant). 

On r echerche des fonctions propres communes à deux opérateurs 

~=-in ô et d gui commutent (4-.34-). u u 

Le physicient préfèrera peut-être fonnuler cette règle (16.1) sous 

le forme suivante 

La me sure d'une variable dynamique u conduit à une valeur propre 

l'opérateur ~ , t elle que la fonction propre associée ~ vérifie 



(16 .2) l 

( 16 ·3) 
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A 

u (<p ) = u x <p 

En eff e t , l a comparaison de (4- .25) e t (4- .33) montre que 0 - d = u x tS ; u u 1 

(11 .19) ..nontre que , dans l' espace f onctionnel choisi, ~<p = - i
1
n <p; 

d ' où l ' on tire , en utilisant à nouveau (1i .19) : a (<p)=-in [d <p- · u~ <p] ; 
u ~ '" 

(16 .1) et (16.2) sont donc bien équival entes. 

Il s e:nble , sur l e s exempl e s, que cette règle de s élection conduise 

à de s résulta ts"raisonnables" ; ainsi, dans l e cas de l'atome d ' hydrogène 

(exercice (12.18)) l e s val eurs mesurables de l ' énergie w s'obtiennent en 

faisant w = E dans l a formule (1 ~ .23), ce qui fournit 

E me4 1 = 2 '1\2 
x 2 n 

On trouve l e s val eurs propres bien connues de l ' éner gie de l'atome d'hy-

dr ogène ( l a par tie posi tive du spe ctre ét a nt continue ) ; notons que l e s 

fonctions pr opres correspondant es peuvent s e trouver par la formule (15.14-); 

on trouve des distributions sur la varié té canonique des mouvements cla s-

s iques de l' é l ect ron, distributions qui sont nulles sauf sur les orbite s de 

~ : on obtient donc ai nsi une justification a postériori de l ' ancienne 

théorie des quant a s . 

De même , l' application de l a r ègle de sé l ection (16 .2) au cas de 

l ' oscillateur harmonique (15 .12) conduit à l ' équation 

• 1jr = 
n 

nwh 

[(voir l e 1° ) e t l e 3° ) de l' exercice (15 .12)] ; on trouve donc comme spec-

tre d' énergie permis l 1 e ~v8mble de s val eurs n w n, n étant un entier 
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positif ; on retrouve là aussi un résultat bien connu, à l a différence 

toutefois qu'il manque l a constante additive 1/2 wh ; mais cette cons-

tante n'est pas significative, car elle disparaît dans les problèmes 

radiatifs , on peut d'ailleurs la retrouver si l'on veut en ajoutant une 

constante - comme il est loisible - au lagrangien classique. 

-o-o-o-o-o-o-
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