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Abstract. The usual quantization of a system with n degrees of freedom is not
independent of the choice of coordinates and treats time on a special footing. In
order to obtain an intrinsic quantization procedure, we have first to consider
separately the phase space Φ and the set V of classical motions, which are par-
tially set in correspondance, at each time t, by solving an initial values problem,
but are nevertheless not identifiable. If the dynamical variables are defined as
functions on V, Poisson's theorem defines the Poisson bracket as an internal opera-
tion on these dynamical variables; this allows us to equip V with a structure of
a 2 n- dimensional symplectic manifold which follows from coordinate independent
variational considerations. This symplectic structure allows us, not only to state
the quantization program intrinsically (§ 2) but also to give an intrinsic realization
(§4). With this purpose, we construct a bundle space W with basis V ("the quan-
tizing bundle space"); the physical states are functions defined on W; to each
classical dynamical variable corresponds an infinitesimal motion of W, inducing an
observable of the states; whence a "quantization" fulfilling the commutation
relations and the evolution equations. Since this construction uses merely the
symplectic structure of F, the (local) isomorphisms of this structure can be locally
lifted (along local isomorphisms of the bundle space W ) the invariance groups of
the system therefore acts canonically on the states, up to a phase whence the usual
projective representation of these groups, without any supplementary postulate (§ 5).

We compare the results of our geometrical quantization with the usual quan-
tization procedure, taking as examples the harmonic oscillator and the hydrogene
atom one finds wider states spaces (due to the fact that all the dynamic variables
are represented); but a general rule related to "quantal measurements" allows to
restrict the spectral values e.g. of the energy to the familiar ones. The case of the
free relativistic particle is treated in details our method there provides a state on
which the Poincare group acts projectivally; by reduction of this representation,
one gets spaces of complex waves functions, verifying the usual wave equations for
all integer spin values. The investigation of momentum, energy and angular mo-
mentum yield natural results (§7).

We finally sketch the application of our method to field quantization notably
of general relativity (§8).

* Les principaux rέsultats de cet article ont ete exposes pour la premiere fois
au Seminaire de physique mathematique de la Faculte des Sciences de Marseille,
en 1960—1961, et publies en 1962 [7]; le prέsent expose, notablement plus simple,
est presente sous forme inductive.

Faute de place, nous n'avons donne ici aucune demonstration; le lecteur les
trouvera dans les references [8] et [9].
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§ 1. Descriptions classiques d'un systeme dynamique

Traitons le cas d'une particule de masse m, soumise a un champ de
forces derivant d'un potentiel w (cas non relativiste).

Le mouvement de la particule est donne par la loi de NEWTON qui
s'ecrit (en coordonnees quelconques qj) sous la forme

dw _

Le principe d'UAMiLTON nous enseigne a ecrire cette equation sous
la forme

<5α = 0 (1.2)
avec

«1

a = fldt, (1.3)
to

(1.4)

A priori, le principe d'HAMiLTON n'est qu'un aide-memoire pour former les
equations de NEWTON (1.1); en particulier, il donne le meme resultat si
Γon fait sur le lagrangίen I une substitution affine

1-+AI+B. (1.5)
Mais les formules

P^-^T (1-6)
et

e = Pίq'i-l (1.7)

qui donnent les coniposantes PJ de Γimpulsion et Γenergie e a partir du
lagrangien (1.4) n'admettent pas Γinvariance (1.5); elles permettent
done de choisir le lagrangien parmi plusieurs possibilites όquivalentes du
point de vue des equations du mouvement.

On sait que le theoreme de NOETHER montre que la grandeur e
definie par (1 .6) et (1 .7) est conservative dans tout probleme variationnel —
pourvu que le lagrangien soit invariant par translation de la variable ί;
le principe experimental de conservation de Γenergie est done un ar-
gument pour Γ existence d'une formulation variationnelle universelle
de la physique, plutόt que pour telle mecanique particuliere (newtonienne
ou relativiste par exemple) le principe variationnel, ainsi que la valeur
precise du lagrangien, jouent de meme un role essentiel dans la formulation
de la mecanique quantique.

On sait que pour traiter quantiquement le systeme donnό, on doit
construire 7 operateurs hermitiens P3-, Qj et H (operant sur un espace
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hilbertien E, et dependant du temps t), verifiant les relations de commuta-
tion

(1.8)
j u si ? =t= ic

3 \— iU \E si j = k

et les equations devolution

^H—J7~ = JΓj H H r j ιri—τr- = Q3 ' H H Q} (I.")

(j, k = 1,2,3; 2πH = constante de PLANCK; 1# = operateur identique
sur E), et a postuler une correspondance entre ces operateurs et les gran-
deurs classiques p^ q3 et e respectivement correspondance precisee
notamment par une regie concernant la mesure de ces grandeurs (voir
ci-dessous § 6).

Bien entendu les equations (1.8) et (1.9) ne constituent pas, a elles
seules, une formulation complete du probleme, puisqu'il n'y est fait
aucune reference a la masse de la particule, ni au potentiel w; on n'y
voit transparaitre que Γexistence d'un probleme variationnel a trois
dimensions. Mais avant de chercher d'autres relations entre ces opera-
teurs, nous allons interpreter geometriquement les conditions deja ecrites.

§ 2. Formulation geometrique des conditions quantiques

Posons:

Les relations de commutation (1.8) s'ecrivent alors

tκ,a]-=o [?,?]_=o [A>B]_=A.B_B_A (2.2)
O si / 4-- k}

gi j==k

Comme d'autre part les operateurs consideres sont tous supposes li-
neaires sur le corps des complexes, on a aussi:

[ft,I]_ = 0 [?,!]_= 0. (2.3)

Le systeme de ces equations (2.2) et (2.3) nontre que les operateurs

JλJ, qj et 1 sont une base d'une algebre de LIE; comme ces operateurs sont
tous antihermitiens, on pressent Γexistence d'une representation unitaire
d'un certain groupe, groupe dont les equations (2.2) et (2.3) dόfinissent les
relations de structure.

On voit qu'il n'est pas adroit de postuler la structure complexe de E,
ni la (7-linearite des operateurs Ps et Qj\ en effet, si Γon ajoute aux
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relations (2.2) et (2.3) la formule

[ϊ]3 = -ir (2.4)

qui est une consequence immediate de (2.1), on voit que toute la structure
complexe se deduit reciproquement de (2.2), (2.3) et (2.4) en posant

[a + bi] X = aX + bΠlX [Vα, b ζ R, X ζE] (2.5)

ce qui ne presente d'ailleurs plus d'interet particulier.
II est commode d'introduire ici — comme Γa fait Dirac — une notion

empruntee a la mecanique analytique on appelle crochet de POISSON de u
et v Γexpression - B du dv

[u, v]p — 2^ = > (2-6)

u et v etant des variables dynamiques, c'est a dire des fonctions (suffisam-
ment differentiables) des variables pό et qj.

On remarque en effet que toutes les relations de commutation (2.2)
et (2.3) s'obtiennent en remplaρant successivement u et v par pj9 qj

et 1 dans la formule:

[u, ϋ]_ = \u^v\p . (2.7)

On constate aisement que les variables dynamiques forment une
algebre de LIE pour le crochet de POISSON, et notamment qu'elles veri-
fient Γidentite de JACOBI

[u, [v, w]p]P + [v, [w, u]P]p + [w, [u, v]P]p = 0 . (2.8)

Les relations de commutation sont done interpretables comme une
representation lineaire u->ύ d'une sous-algebre de LIE de Γ« algebre de
POISSON» formee par toutes les variables dynamiques.

Quelle sous-algebre de LIE faut-il choisir ? Avant de repondre a

cette question, il faut se souvenir que les operateurs pό et qj dependent du
temps, mais que les relations de commutation sont valables a chaque
instant t pour tenir compte de ce fait, il est indique de modifier legerement
une definition ci-dessus:

(A) Nous appellerons desormais variables dynamiques toutes les
fonctions de la trajectoire d'espace-temps de la particule classique l.

En effet, les theoremes generaux sur les equations differentielles nous
permettent de caracteriser une telle trajectoire par les valeurs des p} et
des qj a un instant arbitraire t on pourra done, a chaque instant, exprimer
une variable dynamique u comme fonction des pό et des qj ce qui s'ecrira

u^f&q^pj) , (2.9)

/ etant une integrate premiere des equations du mouvement (1.1).

1 Nous les supposerons de plus infiniment differentiables (voir ci-dessous (3.3)).
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C'est le theorems de POISSON qui nous apprend, si u et v sont des
integrates premieres, que Γexpression definie par (2.6) est encore une
integrate premiere en d'autres termes, que le crochet de deux variables
dynamiques (au sens (A)) est encore une variable dynamique [u, v]P,
caracterisee par la relation (2.6) valable a tout instant t.

Considerons maintenant les equations devolution (1.9); si Γon pose,
par analogic avec (2.1)

β = -§ (2.10)

elles peuvent s'ecrire

^ [£] = & P,Ί- -jt r?] = £e~> ?]- (2 n)
Or la correspondance [u -> u] a ete supposee lineaire si on la suppose
de plus continue (en un certain sens qu'il serait premature de preciser ici),
on pourra deriver sous le signe ~ si bien que les equations d' evolution
s'ecriront

si Γon admet que les variables dynamiques qui coincident avec les p3 et
les q} pour toutes les valeurs de t possedent chacune un correspondant
dans la transformation [u-> ύ].

Mais les aquations canoniques if HAMILTON, applicables dans le cas
considere, peuvent s'ecrire

^=[e,Pi]P ^=[e,tf}p; (2.13)

en les comparant avec (2.12), on constate done que Γon peut interpreter
les equations d' evolution de la fagon suivante :

(B) La correspondance lineaire [u-*u], ainsi que la regie (2.7), s'etend
a toutes les variables suivantes :
— les integrates premieres 1 et e (avec la formule (2.10));
— pour tout t, les variables dynamiques qui coincident avec les PJ et
les q*.

En dehors de cas bien particuliers, tels que celui d'un oscillateur
lineaire, Γalgebre de LIE engendree par ces variables dynamiques est
un espace vectoriel de dimension infinie; on peut meme conjecturer que
les proprietes ergodiques du systeme mecanique peuvent rendre cette
algebre de LIE partout dense dans Γalgebre de POISSON de toutes les va-
riables dynamiques (en adoptant une topologie convenable); si la cor-
respondance [u -> u] est continue pour cette topologie, on voit que
Γ ensemble du formalisms quantique pourra se formuler comme suit:
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(C) Pour toute variable dynamique (au sens A), il existe un ope-
rateur u, anti-hermitien sur un espace hilbertien reel E, tel que

a) la correspondance [u -> u] est lineaire

b) [u, v]_ Ξ= [u, v]P,
[u, v]P designant le crochet de POISSON

o)[ ϊ] —-jpr.

Dans cet enonce, le principe de correspondance apparait nettement,
puisqu'il met en jeu Γensemble des variables dynamiques, clest a dire
indirectement, Γensemble des mouvements du systeme classique;
cependant les equations du mouvement n'inter viennent que par Γinter-
mediaire du theoreme de POISSON — qui permet de definir le crochet de
POISSON de deux variables dynamiques; or ce theoreme n'est pas liό
a la forme particuliere des equations de NEWTON; il peut se demontrer
(avec la definition (1.6) des p$) pour tous les problemes variationnels
reguliers; on peut meme definir le crochet de POISSON pour une classe
plus vaste de problemes variationnels (les problemes «evolutifs» de [9])
par une methode intrinseque qui ne met en jeu ni le systeme de coordon-
nees choisi, ni le decoupage de Γespace-temps en tranches simultanees.

On voit done Γavantage de la formulation (C) par rapport aux re-
lations initiales (1.8), (1.9): on dispose d'un enonce intrinseque, qui
s'appliquera a d'autres problemes mecaniques: un systeme plus complexe
(une particule polarisee par exemple); un probleme relativiste (voir ei-
dessous le § 7).

On peut evidemment se demander si les axiomes (C) ne sont pas
exorbitants: nous verrons au § 4 qu'ils sont compatibles, en construisant
une realisation effective.

§ 3. Geometric de Γespace des mouvements

Nous venons de voir comment la mecanique quantique nous amene
a considόrer Γensemble «abstrait» F des trajectoires spatio-temporelles
(ou mouvements) du systeme classique; queues structures cet ensemble
possede-t-il de fa9on naturelle ?

(D) Si Γon choisit une valeur de t, on peut repόrer un mouvement par
les valeurs, a Γinstant ί, des variables qj et ps\ ce qui revient a όtablir
une correspondance (que nous noterons Ft) entre Γespace des phases
(directement repere par les <£ et les p}) et Γensemble F.

Pour cette raison, on confond souvent F avec Γespace de phases;
pourtant cette identification n'est pas intrinseque, puisqu'elle depend
du choix de £; mathematiquement, on pourra seulement transferer a V
les structures de Γespace de phase dont les transformations Ft Fj~l

seront toutes des isomorphismes (locaux eventuellement).
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La verification de cette condition d'isomorphisme implique les
equations du mouvement : en effet, Ft> F^1 est Γapplication qui fait
passer des coordonnees dynamiques pj9 qj de la particule a Γinstant t
a ses coordonnόes a Γinstant t' '.

(E) Ainsi, la topologίe globale de Γespace de phases n'est pas neees-
sairement celle de V, parce que les applications Ft> Fj~l ne sont pas
toujours definies sur Γespace de phases tout entier : c'est le cas par exemple
pour une particule qui se meut dans un potentiel newtonien les mouve-
ments a moment cinetique nul ne sont pas prolongeables pour toutes les
valeurs de t, parce que la particule aboutit toujours (dans le passe
ou dans Γavenir) au point origine du potentiel, et que la trajectoire n'est
pas prolongeable au dela du choc.

De meme, Γespace de phases possede une structure d'espace fibre
vectoriel, dont la base est Γespace de configuration (repere par les qj) 9

le lecteur verra facilement pourquoi cette fibration ne passe pas a F.
(F) Par contre, si on suppose (ce que nous ferons ici) que le lagran-

gien est regulier et infiniment differentiable, les theoremes generaux sur
les equations differentielles montrent que les applications Ft> Fj~l

sont elles memes infiniment differentiables par consequent V possede
une structure de variete infiniment differentiable (de dimension 6).

Cette structure nous permet en particulier de preciser la definition
(2.9): une variable dynamique sera une fonction scalaire [x-*u],
infiniment differentiable sur V 2.

Considerons enfin la definition (2.6) du crochet de POISSON, dont
on peut montrer variationnellement qu'elle est independante du choix
de coordonnees q* choisies dans Γespace de configuration (Ref. [9]);
en utilisant des coordonnees quelconques xμ de Γespace de phases, il
existe evidemment pour chaque point, des nombres σμv telles que cette
definition s'ecrive

[u, v]P = <F> dμu dvv dμ = . (3.1)

Par changement de coordonnees, on constate que les σμv sont les com-
posantes d'un tenseur contravariant (que nous appellerons tenseur de
POISSON); le theoreme de POISSON exprime que le champ de POISSON
[x -> σ ] est invariant par les applications Ft> F~j~l par consequent il
passe a Γespace F, et on peut done definir le crochet de POISSON de
deux variables dynamiques par une formule (3.1) ecrite en coordonnees
quelconques de F (etnonpas necessairement en coordonnees simultanees).

Le calcul montre que le tenseur aμv de F (ou de Γespace de phases)
est regulier, c'est a dire qu'il existe un tenseur inverse σ^μ defini intrin-

2 On peut aussi considerer les variables dynamiques qui ne sont definies que
sur une partie ouverte de F.
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sequement par les relations
0 si λ φ v

si λ = v .

Ce tenseur, antisymetrique comme celui de POISSON, et covariant, a
ete introduit pour la premiere fois implicitement par LAGRANGE (dans
la definition de ce que Γon appelle les crochets de LAGRANGE) (Ref. [2]);
il definit une forme differentielle exterieure de degre 2 sur F, que nous
appellerons naturellement forme de LAGRANGE 3.

On peut verifier que la derivee exterieure de la forme de LAGRANGE
est identiquement nulle; cette propriete s'exprime, en coordonnees
quelconques, par la formule

dλVμv + dμCfvλ + dvσλμ = 0 (3.3)

cette condition entraine localement Γexistence d'un «potentiel» pμ tel
que

-3μP*. (3.4)

(G) On appelle variete symplectique (ou variete canonique) toute
variete infiniment differentiable possedant des champs de tenseurs
antisymetriques verifiant les relations (3.2) et (3.3); on demontre que
toutes variete symplectique a une dimension paire, et que deux varietes
symplectiques F et V de meme dimension sont localement isomorphes;
ce qui signifie que si x0 est un point de F, XQ un point de F', il existe une
application F, infiniment differentiable dans les deux sens, d'un ouvert
de F sur un ouvert de V, telle que F(xQ) = x'0 et que Γimage par F de
la forme de LAGRANGE de F soit la forme de LAGRANGE de V 4.

(H) II est interessant d'etudier les automorphismes de la structure
symplectique de F, c'est a dire Γensemble Γ des applications de F sur F
qui sont infiniment differentiables dans les deux sens, et qui conservent
la forme de LAGRANGE 5 il est evident que Γ est un groupe on montre
qu'il opere transitivement sur F (voir ci-dessus (G)), et que sa dimension
est infinie 6.

3 On peut demontrer le thόoreme de Poisson en etablissant que la forme de
LAGRAΪTGE de Γespace de phases est un invariant integral (au sens de Poίncare)
des equations du mouvement.

4 On voit en particulier que les applications Ft definies en (D) sont des isomor-
phismes locaux de la structure symplectique de Γespace de phase sur celle de F.

5 Les automorphismes symplectiques de Γespace de phases s'appellent les
transformations canoniques (exemple: les Ft> FΪI).

6 Ici apparait la principale difference entre les espaces symplectiques et les
espaces euclidiens (dέfinis par un tenseur symetrique regulier gμvί dont les co-
ordonnέes peuvent comme ici etre rendus constantes par un choix convenable des
coordonnees); les automorphismes de la structure euclidienne (les deplacements)
forment un groupe de dimension finie.
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On pent aussi etudier les elements infinitesimaux du groupe Γ\ ce
seront les champs de vecteurs [x -> δx] de F qui engendreront des auto-
morphismes la theorie des derivees de LIE par exemple, fournit la con-
dition pour qu'il en soit ainsi:

Sμ[σQV δχe]-dv[σρμ ox*] - 0 . (3.5)

Cette condition s'integre localement sous la forme

0^ = 0^3^ (3.6)

u etant une fonction scalaire sur F; nous designerons par δ la derivation

δ associee par cette formule (3.6) a la variable dynamique u.
L'ensemble des elements infinitesirnaux de Γ forme une algebre de

LIE (pour le crochet de LIE des derivations), dont la dimension est in-
finie.

§ 4. Resolution effective des equations quantifies

A la fin du § 2, nous avons exprime les conditions quantiques sous une
forme (C) qui ne fait intervenir le systeme mecanique classique que par
Γintermediaire de la structure symplectique de la variete F de ses
mouvements.

Nous allons «quantifier» le probleme, c'est a dire construire des
operateurs verifiant ces conditions (C) on voit que cette operation mettra
seulement en jeu la variete F; on pourra legitimement parler de la
quantification d'une variete symplectique; ce probleme ne fait intervenir
que la structure globale de F, puisque toutes les varietes symplectiques
ont meme structure locale (G).

Si nous posons, pour toutes variables dynamiques u et ψ

u(ψ)= [u,ip]P, (4.1)

Γidentite de JACOBI (2.8)7 peut evidemment s'ecrire

&, v]_ = \^]P . (4.2)

(I) Soit par ailleurs F une variete symplectique de dimension 2n;
on verifie algebriquement que la puissance exterieure %έme de la forme σ
n'est pas nulle; c'est une forme de degre egal a la dimension de la variete,
que nous appellerons forme de LIOUVILLE 8. II en resulte immediatement
que F est une variete orientee (done orientable), et que la forme de
LIOUVILLE fournit une densite permettant d'integrer sur F les variables
dynamiques. II est clair que les automorphismes de F invarient la forme
de LIOUVILLE 9; ils operent done isometriquement sur Γespace prehilber-

7 Cette identite peut se verifier directement sur toute variέtό symplectique.
8 En la multipliant au besoin par un scalaire constant.
9 Dans le cas de Γespace de phases, cette proposition constitue le thέoreme de

Liouville.
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tien reel des variables dynamiques a carre sommable pour la forme de
LIOUVILLE; par completion on obtient un espace de Hubert reel E, et
on pent s'attendre a ce que les prolongements a E des operateurs u
definis en (4.1) soient anti-hermitiens ear leur definition pent aussi
s'ecrire ^ , . Qu (ψ) = o ψ

avec la notation etablie en (3.6), ee qui montre que ce sont des elements
infinitesimaux de ce groupe d'isometries de E. Une verification directe
montre qu'il en est bien ainsi.

(J) Est-ce a dire que nous ayons resolu le probleme de la quanti-
fication? Non, parce que la condition (c) de (C) n'est pas verifiee; en
effet, Γoperateur associe par (4.1) ou (I) a la variable dynamique 1 est

nul, alors que son carre devrait etre egal a — -p- .

Cependant ce premier essai nous met sur la voie nous cherchons une
representation lineaire de Γalgebre de LiE-PoissoN des variables dyna-
miques nous avons essaye la representation dite representation adjoίnte
nous constatons qu'elle ne convient pas, parce qu'elle est nulle sur le
centre de Γalgebre; pour jouer le role que nous avons conjecture au § 2,
le groupe Γ des automorphismes symplectiques de F ne convient pas,
mais il peut etre un quotient d'un groupe convenable.

En d'autres termes, nous avons a construire une extension de ce
groupe Γ, jouissant des proprietes cherchees.

Or, on sait construire de telles extensions: ce sont les groupes d'auto-
morphismes des espaces fibres de base F; il reste a construire un tel
espaces fibre, et une representation lineaire de ses automorphismes in-
finitesimaux verifiant les conditions (C).

Nous allons proceder axiomatiquement a cette construction.
Soit i^ une variete differentiable, dont nous designerons le point

generique par ξ.
Nous supposerons defin sur Y* un champ de covecteurs, [|->tσ],

verifiant les conditions suivantes:
(K) — En tout point ξ, le noyau de la derivee exterieure de w est un

espace vectoriel de dimension 1 (c'est done une direction tangente a ̂

enf) ;
— ΊΠ n'est pas nul dans cette direction
— les lignes de force de ce champ de directions (que nous appellerons
caracteristίques de ̂ ) sont des ensembles compacts.

On demontre alors que la dimension de Y* est impaire (nous la de-
signerons par 2n -f 1); que les caracteristiques de i^ sont des courbes
fermees (c'est a dire homeomorphes a Γensernble T des nombres complexes
de module 1); que la circulation

b^fτσ dξ (4.3)
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du covecteur w sur les caracteristiques est constante sur chaque compo-
sante connexe de V\ que la derivee exterieure de τσ est un invariant
integral (au sens de CARTAN) de Γequation differentielle des caracteristiques.

(L) II en resulte que i^ possede une structure d'espace fibre, dont les

fibres sont les caracteristiques, et dont la base F est une variete de dimen-
sion 2n\ comme la derivee exterieure Vw est un invariant integral, elle
est 1'image reciproque d'une 2-forme σ de la base F, dont on constate

qu'elle verifie les axiomes du § 3; F est done une variete symplectique.

Les automorphismes de ^ sont les transformations (infinirnent

differentiables) qui invarient la forme w\ il est clair qu'ils respectent les

caracteristiques, done qu'ils operent sur F en conservant la forme σ;

ces automorphismes de i^ se projettent done suivant des automorphismes

symplectiques de F.

II faut noter qu'il existe un groupe de jauge, c'est a dire un ensemble,
non reduit a Γidentite, d'isomorphismes de 1^ qui se projettent suivant
Γidentite de F; si ̂  est connexe, on verifie que ce groupe est isomorphe
au tore T (groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1,

encore note E/Z ou ?7(1)).

Reciproquement, tout automorphisme F de F est, localement, la
projection d'un automorphisme local ̂  de i^ (on dit que ̂  est un rele-
vement local de F)', si Γ est un groupe d'automorphismes de F, les ele-

ments de Γ qui possedent un relevement global forrnent un sous-groupe
Γ0', Γensemble des relevernents des elements de JΓ0 est un groupe ΓQ\
si F est simplement connexe, Γ0 est un sous-groupe distingue de Γ, Γ0

est une extension de Γ0 par le tore T.

La meme etude peut se faire infinitesimalement: les automorphismes
infinitesimaux de y sont les champs de vecteurs [ξ -> δ f ] qui, globalement,

peuvent etre associes a une variable dynamique u de la base V par les
relations

rσ δξ = u }
(4.4)

δx = δx [notation (3.6) x designe la projection de ξ] J
u

nous pouvons encore designer cette derivation par la notation δ, puis-

qu'elle constitue un relevement a i^ de celle qui a ainsi ete designee

plus haut sur F il faut noter que le vecteur δ ξ de y qui est associe

par (4.4) a la variable dynamique 1 n'est pas nul; c'est un element in-

finitesimal du groupe de jauge.

Notons aussi la f ormule

δδψ — δδw= δ w (4.5)
u v r v u r [u,v]pr
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valable pour toute fonction ψ differentiable sur if ^ et pour toutes variables
dynamiques u et v de F10.

Les functions continues sur if peuvent se decomposer en serie de
fonctions propres du carre de la derivation δ (ce sont simplement des

series de FOURIER sur les caracteristiques) dans le cas ou la constante b
definie en (4.3) est la meme sur chaque composante de if (en particulier
si V est connexe), les espaces propres <f0, <f1? . . ., #Nί . . . correspondent
aux valeurs propres

A 77-2 Λ72

-^- (4-6)

de [<5]2; chacun de ces espaces est globalement invariant par les auto-

morphismes de if.
Si Γon pose, pour tout ψ diίferentiable dans <f1?

u(ψ) = δψ (4.7)

on voit que u sera un operateur lineaire (non borne) de S± les formules
(4.5) et (4.6) donneront respectivement

[0, v]_ = [̂ V]P (4.8)

.]2. (4.9)

(N) On constate, d'autre part, (comme plus haut dans le cas d'une
variete symplectique) qu'il existe une forme non nulle de degre maximum
2n + I sur if qui est invariante par les automorphismes de if\ cette
forme permet de completer Γespace fonctionnel ^l par un espace de
Hubert reel E, tel que les operateurs u soient antίhermίtίens.

Par consequent, les conditions quantiques (C) sont verifiees par la
construction (4.7) si la constante b definie en (4.3) est όgale a la constante
de PLANCK:

(0) Le probleme de la quantification d'un systeme dynamique sera
done rόsolu par cette formule (4.7) si nous savons construire une variete* if
verifiant les axiomes (K), avec b = 2πH dans la formule (4.3), admettant
comme base la varietό V des mouvements du systeme nous dirons dans
ce cas que V est une variέte quantifiable, et que if est un espace ftbrέ
quantifiant (en abrege E.F.Q.) de base V.

Nous avons έtabli (Ref. [9]), pour ce probleme geomόtrique, les
theoremes d'existence et d'unicite suivants:

10 Cette formule interprete Γ ensemble des variables dynamiques comme algebre
de Lie du groupe des automorphismes de ̂  elle explique notamment Γidentite
de Jacobi (2.8).

Commun. math. Phys., Vol. 1 26
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(P) — Toute variete symplectique est localement quantifiable11.
(Q) — La variete symplectique des solutions d'un probleme va-

riationnel est quantifiable si le lagrangien est d'un certain type (que
nous appelons «jacobien» dans la reference [9]); cette classe contient
notamment tous les lagrangiens qui admettent globalement une fonction
hamiltonienne12.

(R) — Une variete symplectique F est quantifiable si elle possede
une forme potentielle pμ globale (voir (3.4)), en particulier si son 2erne
groupe de cohomologίe est nul\ dans ce cas, on peut construire Γespace
fibre quantifiant comme produit direct de F par le tore T\ ceci permet
d'identifier Γespace E avec Γespace des functions complexes a carre
sommable sur V on est alors conduit a la formule explicite13:

u(ψ) = [u,ψ]p — -ϊft[u—σ!*vpμdvu] x ψ. (4.10)

(S) — Si F est une variete symplectique simplement connexe, et si
i^ et i^' sont deux E.F.Q. de base F, *¥* et i^' sont des espaces fibres
de base F isomorphes (au sens 7.10 de la reference [8]); il en resulte que
les deux realisations correspondantes des conditions quantiques sont
unitaίrement equivalentes: il existe un operateur unitaire A, appliquant
Γespace E associe a i^ sur Γespace E' associe a i^' tel que

u' = A u A-1

pour toute variable dynamique u14.

§ 5. Representation quantique des groupes d'invariance

Nous avons remarque que les operateurs u construits au § precedent
representent les elements infinitesimaux du groupe des automorphismes
de ΓE.F.Q. Peut-on atteindre et interpreter les elements finis de ce
groupe ? Nous allons traiter quelques exemples.

Considόrons d'abord le cas d'un probleme mόcanique lineaire (par exem-
ple un oscillateur harmonique). La structure globale de la variete F des

11 C'est a dire que tout point de F possede un voisinage qui est une variete
symplectique quantifiable.

12 On peut dans ce cas reperer if en joignant aux coordonnees de F une
[2%-f-l] erne coordonnee a, qui n'est autre que Γ action hamiltonienne (1.3) et qui
est definie modulo la constante de PLANCK h (on sait d'ailleurs que h a les dimen-
sions d'une action).

13 Le lecteur pourra en dέduire les relations de commutation (C), compte tenu
des relations (3.4) verifiέe par les « potentiels » pμ et des proprietέs diffόrentielles des σμ v.14 Ceci se verifie directement, dans le cas potentiel, sur la f ormule (4.10); si V
est simplement connexe, deux potentiels p et p' different par une derivee: [p'—p]μ

— dμφ; Γoperateur A correspondant est alors un dέphasage: ψ -> \p exp(it/;/^);
on sait que c'est ce qui se passe notamment dans le passage du schema de SCHBO-
DINGEE au schema de HEISENBERG.
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trajectoires est particulierement simple: F possede une structure d'espace
veetoriel, pour laquelle la forme de LAGRANGE σ est constante; puisque
la cohomologie de F est triviale, on peut quantifier par la methode du
potentiel (R); ΓE.F.Q. 1^ ainsi construit (et qui est universel, puisque F
est simplement connexe) est done le produit direct de F par le tore, c'est
a dire Γensemble des couples

(*) [x ζ V, z 6 T] . (5.1)

Les operateurs classiques P3 Qj et 1E sont (a un facteur imaginaire
pur pres) les generateurs infinitesimaux du relevement ΓQ a y du groupe
Γ0 des translations de F; les elements finis de jΓ0, qui ont ete etudies

par J. VON NEUMANN et H. WEYL sous la forme exp (i \v -f Σ λ* Pj +
\ L i

-f μjQi J , peuvent s'etudier directement si Γon designe par Ty la trans-

lation [x -> x -f y\ de F, on trouve facilement tous les relevements de Ty,
qui sont les applications

(X}-+\, (iW*v\\, (5.2)\z) \ζz exp \-J^~ |/' V J

ζ etant un element fixe de T.
ίy\Le groupe jΓ0 est done bien relevable; en designant par F lί I

Γapplication (5.2), on trouve immediatement la loi de composition du
relevement ΓQ de Γ\

Conformement a un theoreme enonce plus haut, on constate que ce
groupe est une extension du groupe des translations de F par le tore T
on voit de plus que c'est une extension non triviale, puisqu'elle n'est
pas abelienne. La representation associee sur Γespace E est done une
representation projective du groupe des translations15.

(T) — Considerons maintenant le cas d'un probleme variationnel
dont le lagrangien est invariant par un certain groupe de LIE G (par
exemple le groupe de POINCARE-LORENTZ pour un systeme relativiste
libre).

II est clair que ce groupe opere sur les mouvements du systeme
classique il se represente done comme un groupe Γ d'isomorphismes de
la variete symplectique F; la question se pose de savoir si Pest relevable.

Le theoreme de NOETHER permet de repondre partiellement a cette
question: il fournit en effet un systeme d'integrales permiere uλ du systeme

15 Notons que ce groupe a ete trouvέ par D. KASTLER (ref. [1]) a partir de
considerations tres differentes.

26*
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dynamique, associees aux generateurs infmitesimaux du groupe; les uλ

sont done des variables dynamiques; on constate que les derivations
associees δ (notation (4.4)) sont lesrelevements des elements infinitesimaux

uλ
correspondants de Γ\ en supposant F simplement connexe, on peut en
deduire que Γensemble des elements de Γ qui sont relevables constitue
un sous-groupe invariant ΓQ, qui contient le sous-groupe connexe. Le
relevement de ce sous-groupe connexe est un produit direct; mais on ne
sait pas a priori si le relevement de Γ0 constituera une extension triviale
ou non16; il fournira dans tous les cas une representation projective,
sur Γespace E, d'un sous-groupe invariant G0 de G contenant le sous-
groupe connexe de G.

Or en mecanique quantique, on est amene a postuler — plus ou moins
explicitement — Γexistence de telles representations; comme la con-
struction de Γespace fibre quantifiant donne une reponse directe a ce
probleme sans ajouter d'axiomes supplementaires, on voit que la struc-
ture d'E.F.Q. est plus proche d'une realite quantique eventuelle que Γal-
gebre des relations de commutation qui nous a servi a la construire.

§ 6. Mesures quantiques

L'interpretation orthodoxe de la mecanique quantique indique que
la mesure d'une grandeur physique liee a un systeme dynamique —
c'est a dire d'une variable dynamique u — doit donner comme resultat
une valeur propre de Γ observable associe, c'est a dire une valeur propre de
Γoperateur hermitien

ύ = — iHu . (6-1)

Ainsi, pour un systeme conservatif, une mesure de Γenergie e, doit
donner une valeur propre de Γeperateur hamiltonien

H(=e)^—iHe. (6.2)

Soit done λ une valeur propre d'un observable ύ soit ψ un vecteur propre
associe («etat propre»); la relation postulee

ύψ = λψ (6.3)

peut s'ecrire, avec les notations precedentes

β(γ») = λϊ(V) (6.4)

ou encore, grace a la construction du § 4,

δ λψ = 0 (notation (4.4)) . (6.5)

Cette formule indique alors que ψ est constante sur les lignes de force Γ
du champ de vecteurs [ξ -> δ ξ] de ΓE.F.Q.

16 Nous έtudierons au § 7 le cas d'une particule libre sans structure interne.
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D'autre part, ψ appartient a Γespace fonctionnel ^ (oύ a son pro-
longement par completion); ψ est done un etat propre de Γoperateur
[ό]2; ces deux conditions sont compatibles, parce que les derivations

δ et δ commutent.
tt-λ 1

On voit done que ces deux conditions imposent le comportement de ψ
sur des varietes S de dimension 2, composees a la fois de caracteristiques
et de courbes jΓ; chaque surface 8 est le relevement d'une courbe C de

Fig. 1

la base, que Γon peut definir comme ligne de force du champ de vecteurs
#-> ό x[= δx].

u—λ u
L'antisymetrie de la forme de POISSON a pour consequence Γidentite

δ u = 0 par consequent la variable dynamique u est constante sur la

courbe C, done sur 8.
Nous allons formuler une condition supplementaire, dont la neces-

site apparaitra sur les exemples (parce que dans la plupart des cas
classiques, Γespace des etats considere habituellement n'est qu'un
sous-espace de Γespace E construit ici):

(U) Nous postulerons que, dans une mesure quantique d'une variable
dynamique u, la valeur de u sur les courbes C oύ ψ n'est par nul est
precisement egale a la valeur propre λ mesuree de Γobservable associee ύ.

II revient d'ailleurs au meme de dire que la forme fondamentale τσ
de Γespace fibre quantifiant (K) s'annulle sur les courbes Γ correspon-
dantes.

Cette condition exprime en tous cas que la fonction ψ est nulle en
dehors de Γhypersurface de i^ d'equation u = λ, done en particulier que
ψ n'est pas une fonction a carre sommable; on sait qu'une telle circon-
stance n'est pas exceptionnelle dans la recherche des fonctions propres
d'un operateur hermitien.

Elle est assez naturelle, en ce sens qu'elle associe a la valeur mesuree
λ de u des mouvements classiques ou la variable u prend effectivement la
valeur A.

26a
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Prenons comme exemple le cas de Γenergie e (Tun systeme conservatif
on sait que e est, au signe prέs, la variable conjuguee du temps; ce qui
entraine la relation a

«—• έ <6-6)
Une function propre ψ de Γoperateur hamiltonien H = i sera done une
fonction de la forme

la valeur propre associee de H etant egale a Uω\ la regie de selection (U)
proposee s'ecrira done e = Hω; on reconnait la condition de BOHR

e = hv (6.8)

qui lie Γenergie classique et la frequence quantique.
(V) Revenons a la condition spectrale (6.1); celle-ci est specialement

intόressante dans le cas oύ la courbe C est fermee — S ayant alors la
topologie d'un tore a 2 dimensions.

On constate en effet, dans ce cas, que y ne peut verifier les conditions
imposees sur S que si la projection est une correspondance bi-univoque
entre une courbe Γ (resp. toutes les courbes Γ tracees sur S) et la courbe
C. Cette condition, jointe a la regie de selection (U) permet alors facile-
ment de calculer les valeurs propres correspondantes de ώ.

Dans le cas de Γenergie, les courbes C fermees sont constitutes par
un mouvement periodique du systeme classique et par tous ses trans-
latees dans le temps.

(W) Par exemple, dans le cas de Γatome d'hydrogene, les mouvements
classiques ainsi selectionnόs sont les orbites de BOHR, qui donnent a
Γόnegie les valeurs negatives bien connues; dans le cas de Voscillateur
harmonique, on trouve par ce procede les valeurs

nΠω0 (6.9)

pour Γenergie, n όtant un entier positif , ω0 la pulsation propre du systeme
classique; on retrouve un resultat bien connu, a Γomission pres d'un
terme additif J^ω0; mais on sait que ce terme est inobservable, puisque
les efFets radiatif s ne font apparaitre que les differences de deux valeurs
de Γenergie; on peut d'ailleurs Γobtenir si on y tient, en ajoutant une
constante au lagrangien. On voit done comment ces considerations
expliquent les succes de Γ«ancienne theΌrie des quantas».

(X) II es intέressant, d'autre part, d'etudier la mesure simultanee
de p variables dynamiques u$ ayant des crochets de POISSON nuls\ on
recherche les vecteurs propres communs aux observables UJ9 dont on sait (C)
qu'ils commutent deux a deux.

Soient λ^9 . . . , λ9 les valeurs propres correspondantes de ces ope-
rateurs; on recherche une fonction ψ verifiant

0 V = 0, δ y = 0 , . . . δ V = 0. (6.10)
— — ~



Quantification geometrique 391

A cause de la nullite des crochets de POISSON mutuels des uί9 et de la
formule (4.5), on voit que le comportement de ip est determine sur des
varietes S' dont la dimension est p + 1 (si les % sont independants)
Γespace vectoriel tangent a Sf est engendre en chaque point par les
vecteurs δξ, δξ, . . ., δξ: cette variete se proiette sur une variete Cr

I ut Up

de F, de dimension p, dont Γespace vectoriel tangent est engendre par
les vecteurs δ x, . . ., δx,et qui est par consequent ίsotrope (i.e.: la forme

Uι Up

symplectique σ s'annulle sur Γespace vectoriel tangent, en tout point).
(Y) On verifie immediatement que les fonctions uv u2, . . .,uv sont

toutes constantes sur C" et $'; ce qui permet evidemment d'etendre a
ce cas la regie (IT): on supposera que ces valeurs constantes coincident
avec les valeurs propres mesurees des observables ύv . . .9ύv.

(Z) L'algebre impose d'ailleurs une borne superieure a p: on peut en
effet montrer que la dimension maximum d'un sous-espace vectoriel
isotrope est la moitie n de la dimension 2n de la variete symplectique F;
on ne pourra done pas trouver plus de n variables dynamiques inde-
pendantes ayant des crochets de POISSON mutuels nuls la recherche d'un
etat propre simultane des observables correspondants fournira alors
une observation maximale; la variete C' correspondante sera une variete
isotrope maximale; de telles varietes jouent un role important dans la
theorie des equations aux derivees partielles du premier ordre (voir par
exemple [5] et [6]).

Nous rencontrerons un exemple d'observation maximale au § suivant.

§ 7. Application a la particule libre relativiste

Une particule libre, depourvue de structure interne, est decrite par
un point de Γespace, et caracterisee par un seul nombre — sa masse m\
en mecanique relativiste, le lagrangien est

(7.1)

Ce lagrangien est invariant par le groupe de
complet, grace au double signe17; malgre ce double signe, le systeme
est «jacobien» (voir 1.29, ref. [9]); les mouvements sont les droites
orientόes du genre temps; leur ensemble F est une variete symplectique
de dimension 6. L'application stricte de la methode precedente conduit
aux resultats (7.2) a (7.6).

17 On peut si Γon veut ne choisir qu'un signe (le signe — pour pouvoir passer a
la mέcanique classique) mais dans ce cas le lagrangien n'est plus un scalaire, mais
un «chrono-scalaire»; les transformations antichrones opereront de fa$on anti-
canonique sur Γespace des mouvements, et leurs representations quantiques seront
anti-unitaires.
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On peut repόrer un mouvement par un point q et la quadri-vecteur

impulsion p\ mais q n'est pas entierement determine, on peut le remplacer

par q 4- λp(1 ' λ ζ -R); d'autre part p n'est pas arbitraire, il verifie Γequa-

tion

qui est celle d'un hyperboloϊde a deux nappes Hm («hyperboloϊde de
masse »).

La forme de LAGRANGE de F se calcule par la f ormule

σjk dx* δxk = gμvlAp δqv — dp" dqv] . (7.3)

F se compose de deux nappes connexes (chacune d'elle etant symplecti-
quement isomorphe a un espace vectoriel); la forme de LAGRANGE
derive globalement d'un potentiel, ce qui permet de construire Γespace
fibre" quantifiant comme produit direct F x T\ tous les E.F.Q. de base F
sont d'ailleurs isomorphes.

En appliquant la mόthode (R), on peut identifier (a une phase pres)
Γespace E des etats avec Γespace des fonctions complexes γ de q et p
qui verifient

Λm2

λp, p) = e~~^

Toute transformation de

[q -> Aq + B] (A ζ groupe de LORENTZ) (7.5)

se releve globalement par les transformations

ψ _> ψ*
(7.6)

> P) « y>*(Aq + B, Ap) e*«

la phase α ayant deux determinations arbitraires (une pour chaque nappe
de Γhyperboloide de masse).

Suivant Γusage concernant les particules elementaires, on peut
chercher a dόcomposer Γespace fonctionnel E en sous-espaces stables et
irrέductϊbles pour le groupe des transformations (7.6); dans ce but on
peut repre*senter γ par une intέgrale de FOURIER en q18:

q) dω (7.7)

la condition (7.4) devient alors
γn%

ωlίp» = -JΓ (7.8)

ou encore

_ &°>μ - Pμ] P" = 0 (7.9)
18 dω dέsigne Γόlement de volume quadrimensionnel parcouru par la quadri-

frόquence ω.
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elle exprime que le point Hω (ω designant la quadri-frequence) est dans
Γhyperplan tangent a Γhyperboloϊde de masse au point p:

Fig. 2

L'integrale (7.7) est done en fait une integrate triple:

ψ(q, p) = f θ(ω, p) exp(iωq) dω (7.10)

oύ d ω designe cette f ois-ci Γelement de volume tridimensionnel de Γhyper-
plan de genre espace defini par Γequation (7.8).

La figure montre que θ(ω,p) n'est definie que lorsque Hω est ex-
terieur a Γhyperboloϊde de masse, c'est-a-dire si

ωωr
(7.11)

ω etant choisi dans cet ensemble, la fonction θ (ω, p) n'est dόfinie que
lorsque p appartient a Γensemble 8ω defini par les Equations (7.2) et
(7.8) 8(0 peut etre considered comme la ligne d'ombre de Γhyperboloϊde
Hm έclaire par un flambeau place au point Hω', si ω est un vecteur de
temps (cas de la figure), 8ω possede la structure d'une sphere ordinaire a
2 dimensions; on peut decomposer θ (ω, p) en sέrie de functions spheriques
en p', on montre que le ?*-eme terme de cette serie est la trace, sur Sω)

d'un polynόme Pω (p) tel que:
Pω est un polynόme homogene de degre* j

(7.12)
~
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tout polynόme Pω verifiant ces conditions est completement determine
par ses valeurs sur Sω.

On obtiendra done un sous-espace stable de E en choisissant un entier
j (j ̂  0) et en se limitant aux \p (g, p) qui sont de la forme

ψ(q, p) = f Pω(p) exp(iωg) dω (7.13)

Pω verifiant, pour chaque ω de Γensemble (7.11), les conditions (7.12);
Pintegrale est prise, pour chaque p de Hmί sur Γhyperplan (7.8).

L'espace fonctionnel obtenu est done entierement caracterise par
les coefficients

P** *(ω) (7.14)

du polynόme Pω; ce sont des functions de ω definies dans (7.12), liees
par les seules equations (7.12).

On constate que Γon obtiendra a nouveau un sous-espace stable en
se limitant aux fonctions (7.14) qui ne different de 0 que sur un hyper -
boloϊde

g^vωμωv^-^- (7.15)

(ou entre deux tels hyperboloϊdes tres voisins); la condition (7.12)
montre que Γon aura

μ^m. (7.16)

On pourra si Γon veut caracteriser cet espace par les fonctions de q seul

φ*Q...*(q) = f P»Q .σ(ω}exp(ίωq)dω (7.17)

ou d ω designe Γelement de volume tridimensionnel sur (7.11) (ou
quadrimensionnel entre les deux hyperboloϊdes voisins).

En etudiant Γeffet des substitutions (7.6) sur ces fonctions, on con-
state que les φve -σ peuvent etre considered comme les composantes
d'un champ tensorίel complexe (definί a une phase pres) Γensemble des
conditions (7.12), (7.13), (7.16) se traduit sur ces composantes par les
equations suivantes:

a) φvQ -β est symόtrique en v, ρ, . . ., σ,

b) flr,ρΦ'β tfsO (7.18)

c) dvΦ'* a = Q,

d) πΦVQ-'σ + -^ ΦVQ'-a^O [μ^m].

Ces resultats s'interpretent immέdiatement: Γespace fonctionnel E
contient un spectre de spin compose des valeurs entieres j — 0, 1, 2, 3,...
un spectre de masse limite superieurement par la valeur μ — m\ on con-
state, si Γon choisit les nombres quantiques et μ, que Γon peut carac-
tόriser Γespace fonctionnel associe au moyen de fonctions d'ondes ten-
sorielles complexes φ^ *7, definies a une phase pres, qui verifient les
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equations d'onde (7.18); pour ? = 0, on obtient Vequation de KLEIN-
GORDON; pour j = 1, les equations de PROCA; etc.

Par consequent la quantification d'une particule classique depourvue
de structure interne par la methode de ΓE.F.Q. conduit a la description
correcte de tous les bosons — mais pas des fermions.
— La theorie nous fournit automatiquement les observables associes
aux variables dynamiques ainsi, dans le cas j = 1, le calcul montre que
les operateurs Pλ et Mλμ associes aux composantes de Γimpulsion et des
moments de LORENTZ operent suivant les formules

[Pλ(Φ)]μ = -indλΦμ (7.19)

[Mλμ(Φ)]v = -iH{qλdμΦv - qμdλΦv + gλvΦμ - gμvΦλ} (7.20)

que Γon a Γhabitude de postuler, et qui invarient bien les equations
(7.18); la theorie fournit done notamment Vinterpretation cinetique du
spin, a partir de son interpretation geometrique.

Comme application de (7.19), eudions la mesure simultanee des trois
composantes spatiales de Γimpulsion. Les crochets de POISSON de ces
variables dynamiques sont nuls on se trouve dans le cas d'une observation
maximale, puisque la dimension de V est 6.

En appliquant la regie de selection (Y), on voit que le vecteur
p — Hω aura ses trois composantes spatiales nulles; comme c'est un
vecteur d'espaee grace a la relation (7.9), il sera nul; on aura done la
relation de BOHR quadrimensionnelle

p = Uω

Γetat y correspondant sera done aussi un etat propre de Γenergie; la
fonction d'onde Φ decrira une onde plane monochromatique on sera
dans le cas limite ou le point Hω est sur Γhyperboloide, c'est a dire oύ
μ = m la theorie explique done pourquoi la masse mesuree coincide
avec le coefficient μ de Γequation de KLEIN-GORDON (7.18d).

On peut aussi calculer, par les formules du § 6, les observables
associes a toute autre variable dynamique, par exemple aux coordonnees
spatiales qj de la particule a un instant donne on constate alors que ces
operateurs ne respectent pas la decomposition de E en sous-espaces in-
variants par le groupe de POINCARΪ: ces operateurs de position melangent
les masses et les spins', c'est d'ailleurs une consequence previsible des
relations de commutation elles-memes.

§ 8. Application a la quantification des champs

II est clair que Γetude des modeles a n parametres doit pouvoir
deboucher un jour sur une theorie coherente des champs quantifies,
au moins dans le cas des bosons y a-t-il un espoir raisonnable d'etendre
les presentes methodes a ce cas ?
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Nous avons vu que la formulation variationnelle permet, dans le cas
des systemes, de construire la forme de LAGRANGE; ce calcul peut
s'appliquer aussi aux champs, de la fa9on suivante.

Soit [x -> φ\ le champ (φ pourra par exemple designer un scalaire,
un tenseur, une connexion affine); supposons qu'il existe une 4-forme
lagrangienne

Si C dέsigne une 4-chaine (par exemple Γinterieur d'un pave), Γ action
correspondante sera

(8-2)

En calculant sa variation, et en utilisant la formule de STOKES, on
obtient une formule

δa = fΠ(δφ) + fV(δφ)', (8.3)
GV C

dans cette formule CV de*signe le bord de C; [#-> V] (resp. [x-+Π])
est un champ d'operateurs lineaires, transformant les variations δφ
de φ en 4-formes (resp. en 3-formes), qui est entierement defini par cette
identite (8.3), et qui ne depend pas du choix de C. V est la dέrivee
variationnelle du lagrangien, les equations de champ s'όcrivent done

F s 0 . (8.4)

Si Γon donne une variation δφ du champ qui soit compatible avec
ces equations de champ, on a done

fΠ(δφ}= fΠ(δφ) + δa (8.5)
Λ A

si jΓ2 et jΓj designent des 3-chaίnes dont la difference constitue le bord
de (7-done si Γ2 et JΓj sont des 3-chaίnes homologues.

En choisissant deux variations d et <5, compatibles avec les equations
(8.4), et commutantes, on voit que Γintegrale

fd[Π(δφ)] — δ\Π(dφ}\ (8.6)
r

ne depend que de la classe d'homologie de jΓ.
Si on postule — suivant un usage bien etabli en theorie des champs

— des conditions globales telles que les « surf aces du genre espace»
appartiennent a une seule classe d'homologie, Γintegrale (8.6) definit
une 2-forme sur leg variations des solutions des equations de champ,
independante du choix de la surface du genre espace jΓ, qui constitue
la generalisation exacte de la forme de LAGRASΓGE.
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Dans le cas d'un champ scalaire, avec la forme lagrangienne

[gλμdλφdμφ + f(φ)] ω

ou ω designe Γelement de volume euclidien, on trouve Γequation de
champ

D<p-/» = 0;

la forme symplectique (8.6) coincide avec celle qui a ete proposee par
SEGAL sur Γespace des solutions de cette equation (ref. [3] et [4]).

La methode ci-dessus peut, a priori, s'essayer dans le cas de la re-
lativite generale-, on peut en effet former un potentiel (au sens (3.4) ci-
dessus) sur 1'espace des solutions de Γequation d'EiNSTEiN, dans le
cas exterieur avec constante cosmologique nulle19 ce qui offre une voie
pour quantifier ce probleme.

Mais si Γon considere le probleme general de la formulation d'une
theorie quantique des champs, non lineaire et compatible avec la rela-
tivite generale, on rencontre deux difficultes notables.

La premiere est Γexistence des fermίons, dont les champs se quanti-
fient par anti-commutation au lieu de commutation; ils necessitent,
comme chacun sait, une modification profonde de la quantification.

La seconde derive du prίncίpe de relativite generate lui-meme. On
constate en effet que celui-ci entraϊne Γexistence d'un noyau de la forme de
LAGRANGE, constitue par toutes les variations des champs que Γon obtient
en effectuant une derivee de LIE (parce qu'une derivee de LIE donnee sur
une hypersurface du genre espace peut etre prolongee par une derivee
de LIE nulle sur une autre hypersurface, fait qui ne se produit d'ailleurs
pas en relativite restreinte).

Ceci conduit a definir, parmi les variables dynamiques (qui sont ici
les fonctions de Γhistoire complete de ΓUnivers), la classe de celles qui
sont invariantes par Γaction d'un diffeomorphisme global de Γunivers
sur les champs, et que nous appellerons variables objectives.

On ne pourra former le crochet de POISSON de deux variables dynami-
ques que si Γune d'elles est objective.

Un exemple de variable objective est donne par la charge electrique
a de Γunivers20: on peut facilement construire la derivation δ associee.

r q

au sens (3.6) ci-dessus; ό est simplement le generateur du groupe de jauge
g.

etectromagnetique.

Existe-t-il beaucoup d'autres variables objectives ? le lecteur pourra
se convaincre que la fonction u de Γhistoire de Γunivers, definie comme

19 Ce potentiel s'obtient en appliquant la forme de LAGRANGE au vecteur tangent
a I'espace, des solutions qui est defini par δgχμ — gχμ.

20 Dans la mesure ou on admet la theorie «provisoire» de Γelectromagnetisme en
relativitέ generale, et non une theorie plus raffinee comme la relativite a 5 dimen-
sions.
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Γintervalle de temps s&parant la mort de JULES CESAR de celle de NA-
POLEON en est bien une 21.

De faφon moins particuliere, on constate que toute mesure physique
(parce qu'elle met en jeu des appareils eux-memes plonges dans Γespace-
temps) definit une variable objective.

Ceci suggere done deux versions a une application eventuelle des
mέthodes de quantification.

On peut se contenter, ce qui semble raisonnable, d'associer des ob
servables aux seules variables objectives.

Mais on peut aussi essayer de construire des observables «subjectifs»,
ά condition de les faire operer sur des «etats objectifs» seulement. II
semble que ce point de vue soit necessaire si on veut construire des
opέrateurs de champs ceux-ci sont en effet associe aux variables qui
mesurent le camp en un point x de Γunivers il est evident que ces variables
ne sont pas objectives.

Bemer dements. J'adresse mes remerciements a MM. R. HAAG, D. KASTLEB,
M. ZEBNER, dont les remarques constructives m'ont beaucoup aidό.
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21 Mais il est peut-etre difficile de construire une topologie raisonnable de
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