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PHYSIQ UE TH ÉORI QUE. - Modèles classiques quantifiables pour les particules 
élémentaires. Note (* ) de M . • JEA;x-~IA tHE SouRIAU, présentée par M. Louis 
de Broglie. 

GÉoMÉTRISATION DU FORMALISME HAMILTONIE N. - Soit V l 'ensemble 
des mouvements d 'un système dynamique classiqu e, considéré à la 
Heisenberg (en distinguant, notamment, deux mouvements décalés dans 
le temps ). Dans un certain nombre de cas (en part iculier s' il existe un 
formalisme lagrangien ou hamiltonien ), V possède une structure de variété 
symplectique; en d'autres termes, on peut défini r sur V une 2-forme Œ 

(introduite, en fait, par Lagrange), dont la dérivée extérieure est nulle; 
les valeurs de cr ont mêmes dimensions que la const ante de P lanck 2rr. l i. 

Il semble indiqué, réciproquement, de considérer une telle structure comme 
la définition généralisée d'un syst ème dynamique (''). 

MoDÈLES DYNAMIQUES ASSOCIÉs A UN GRO UPE. - Soit G un groupe 
de Lie; suivant une suggestion de H. Bacry (' ), on peut chercher à lui 
associer certaines v ariét és symplectiques; on y parvient en considérant 
les torseurs du groupe, c'est-à-dire les élém ents de l 'espace vect oriel A* 
dual de l'algèbre de Lie A de G ; puisque G opère can oniquement sur A*, 
on peut considérer les orbites de G dans A* ; ce sont des variétés plongées 
dans A* . 6 étant un point d ' une t elle variét é V, on constat e que to ut 
vecteur tangent à V en 6 se m et sous la forme 6.Ad (a ) (a E A) ; il en rés.ulte 
qu'on peut définir sur V une 2-forme Œ par la formul e 

a ( O.Ad (a)) (6 .Ad (a')) = 6 . [ u, o'J; 

on vérifie que cr est régulière (la dimension de V est don c paire) et que 
sa dérivée extérieure est nulle; V est une variét é symplectique. 

Nous proposons de prendre comme m odèles classiques de particules 
élémentaires les variétés ainsi obtenues lorsque G est le groupe de Lorentz
P oincaré. En classant les orbites de G dans A, on pourra répert orier les 
candidatures à la descripti on d 'une pa rticule élémentaire ren contrée dans 
la nature; l 'interprétation est facilitée par la remarque qu' un torseur e 
de G est repérable par le couple d'un vect eur P et d 'un tenseur ant isymé
trique M, qui sont respectivement l'impulsion et le moment de Lorentz 
(par rapport à un p oint donné de l 'univers ) de la particule dans son mou-
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vement 0; la façon dont G opère sur V permet de situer les mouvements 
dans l'espace-temps . 

On peut d'ailleurs faire une première sélection a priori des orbites V 
en postulant la possibilité de les quantifier, c'est-à-dire de construire 
au-dessus de V un espace fibré vérifiant certains axiomes, qui mettent 
en jeu la structure symplectique de v, et que nous avons proposés dans e) 
(axiomes des espaces fibrés quantifiants ). 

ExEMPLES. - On constate aisément que le carré scalaire de P est inva
riant par G, donc caractéristique d'une orbite ; deux cas doivent être 
notés : 

a. P est du genre temps; son carré est égal à m~ , le nombre positif m 
étant la masse de la particule; les points où le moment M v érifie M. P = o 
forment une droite (la ligne d'uniPers de la particule); si M s'annule sur 
cette droite, la dimension de V est 6, et V décrit une particule sans spin; 
sinon, la dimension de V est 8, et l'on peut poser sur la ligne d'univers 
:\1 = j Q., avec œ + n = o, le nombre positif j étant le spin; le pseudo
vecteur * (11) . P est la polarisation. On retrouve des modèles que nous 
avons proposés antérieurement ('' ) ; la quantification est possible si 2} 
est multiple de l1 ; nous l'avons effectuée pour j = o et j = nj2, ce qui 
conduit respectivem ent à l' équation de Klein- Gordon et à l'équation de 
Dirac (bien que le groupe initialement choisi ne soit pas le revêtement 
du groupe de Poincaré). 

b. P est isotrope et il existe un point de l'uniPers où M. P = o. - Alors 
l'ensembl e des points où cett e relation a lieu est un 3-plan isotrope, qui 
tient lieu de ligne d'univers; la polarisation * (M) . P est égale à ± jP, 
j étant le spin et le signe ± (qui a la variance d'une orientation) l' hélicité; 
la dimension de V est 6 (pour j ~ o). 

On peut quantifier ce modèle pour j = ti; on trouve un espace d'états 
qui est celui des solutions des équations de Maxwell (ou, plus précisément, 
l'espace des quadri-potentiels vérifiant la condition de Lorentz et l'équa
tion des ondes, définis à une transformation de jauge de seconde espèce 
près); on obtient donc une candidature sérieuse à la description du photon 
[Po ir (2)]. 

La quantification est aussi possible pour j = 1i /2; l'espace des états 
est celui des spineurs à deux composantes vérifiant l' équation de Dirac 
(avec masse nulle), ce qui correspond au cas expérimental des neutrinos. 

DIFF US ION CLASSIQ UE ET QUANTIQGE. - ll est clair que la procédure 
proposée ne concerne que les particules libres; on peut cependant traiter 
la diffusion, en supposant les particules libres << avant >> et << après >>; le 
diffuseur définit donc une application s de l'espace V des mouvements 
libres dans V; on peut montrer (par exemple s'il existe. un hamiltonien 
d'interaction avec le diffuseur) qu e s est un automorphisme de la structure 
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symplectique de V. S'il est relevable à l'espace fibré quantifiant, il définit 
un opérateur umtaire sur les états : on retrouve le concept de matrice S. 

Nous avons donné ailleurs (4
) des règles pour construire un modèle de 

système de particules sans interactions et pour le quantifier (si les particules 
sont indiscernables, il y a exactement deux quantifications possibles, 
celle des bosons et celle des fermions ) ; on caractérisera de même les colli
sions élastiques des particules entre elles au moyen d'un automorphisme s 
de la structure symplectique du système ; en l'absence de champ exté
rieur, s commute avec le groupe de Poincaré; cela suflit à assurer la conser
vation, dans les collisions, de la somme des impulsions et des moments; 
on quanti fi e par relèvement. 
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