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SUMMARY 

In view of interpreting five-dimensional relativity, we use Bergmann and Einstein's theory as 
approximation (§§ 1,2). 

The results which are obtained here give a confirmation of thoee which are derived from Jordan 
and Thiry's approximat ion (which gives, in particular, a geometrical uplanation of the electromagnetic 
terms in the wave equations, and also of the elementary charge). 

We essentially obtain t wo types of results : 

1°) The stationary solutions of the field equations are stable: the non-stationary components of 
t he fu'1datne11te.l metric tensor (which ca.n be i!lterpreted BS heavy charged pRl'ticles of spin 2) ca.n only 
appear with energies of at least 1011 GeV. (§3). 

2°) The application of a perturbation method to the study of a field of scalar bosons gives exactly 
the claaaical terms o f momentum-energy and current-charge of the field, and 1\lso gives an explanation 
of the corresponding formulae of conservation {§4). 

In the frame of wave-mechanics, the principle of relativity in five dimensions explains therefore 
both the active and passive role of these particles in their electromagnetical interactions. 

§ 1. INTRODUOTION 

·La relativite a 5 dimensions utilise une variate riemannienne hyperbolique normale 
U, de dimension 5, homeomorphe au produit direct d'une variete de dimension 4 pa.r 
un cercle. Le principe variationnel de la tbeorie (voir [I]) conduit a associer a chaque 
phenomlme physique un champ de tenseurs symetriques T;t <11; on peut demontrer 
que l'equation aux variations du phenomEme (que nous appellerons pour abreger 

iquation d'onde) entrahte l'identite dite de conservation : 

div T = 0 

ou le symbole div designe la divergence riemannienne (voir [1} (30.26)). 

Par ailleurs )'equation aux variations du tenseur metrique Yit s'eorit 

-1 
8;i = · ·-- {R;i - t[Rzm!f"'] Y;t+Ag;t}+I:T;" = 0 

X 

(1) 

(2) 

ou X et A designent des constantes universelles, Rik les composantes du tenseur de 
Rico.i, et ou Ia somme des T;,. est etendue a !'ensemble des phenomimes concomitants. 

(l Les indices latim prendront les val6Ul'll I, 2, 3 4, 5 les indices greca les vBleurs I, 2, 3, 4) 



188 rROl!'. 8. N. :BOSE 70TH llmTHDAY COMMEMORATION VOLUME 

On peut deduire du theoreme (1) que !'equation 

div8 = 0 
. . . ~ 

(3) 

est une consequence des equations d'onde; !'equation (2) n'est done pas independante 
de ces demieres. . r 

! . : 

ll est commode de rendre compte de la topolo~e de U en choisissant des systemes 
de coordonnees (ou cartes) tels que Ja substitution x6-+ x5+21T ramene au m <·me point 
de U (en fait, on obtient ainsi' des coordonneas du ·r~vetement universal U de U); 
mais il y a evidemment une tres grande diversite de .cartes ayant oette propriete (no us 
les appellerons cartes adaptees). 

.. 
Pour rendre compte du caractere nalVement qua.dridimensionnel de Ia physiqu~, 

on a ete amene a. formuler diverses hypotheses. 

-Jordan et Thiry (references [II] et [III]) ont postule !'existence de cartes adaptees 
. ~ans lesquelles les Y;1: sont in dependants de x5 (condition de stationnarite) . 

~Eihstem et Bergmann (reference [IV]) ont suppose !'existence de cartes adaptees 
ou les courbes fermees obtenues on fa.isant varier x11 seul sont des geodesiques. 

--Nous avons suppose seulement qu'il existe des cartes adaptees ou ces courbes fermees 
~x ·= Cte ont une longueur tres petite, ce qui evite de renoncer au prlnoipe de relativite 
a 5 dimension,q, 

Pour tester Ia relativite a 5 dimensions, il faut la comparer avec !'experience; 
. la, faQOn la. plus simple est evidemment d'utiliser des approximations, permettant de 
donner des formulas quadri-dimensionnelles. 

Ainsi, avec !'approximation de Jordan-Thiry, qui consiste 8. admettre Ia. condi-
tion de stationnarite ci-dessus, la theorie permet de donner une explication a Ia. con-
serV-atioJ?- de l'electricite, a l'electromagnetisme et l'electrodynamique ·olassiques, 
li.·I;invarlance de jauge, ala con)ugaison des particu1es, ala charge electrique ~Iement­
aire, 8. la violation maximum de la parite dans 'les interactions leptoniques, etc ... . 
(voirles references (I] et [V]).' 

Mais il y a des inconvenients graves 8. uti\iqei' cette seule procedure d'approxi-
lTlation : d'une part il faut verifier que !'hypothese de stationnarite n'est pas une 
condition sine qua non de }'interpretation de la tMorle (ce qui rendrait caduc le prln-
cipe de rela.tivite 8. 5 dimensions, et reduirait la theorie 8. un simple artifice mathiS-
matique); d'a.utre part on constate que la condition .de stationnarite emp~che do 
prevoir le role actif des particuJes ohargees (oomme source du champ electromagne-
tique et gravitationnel); elle permet seulement d'en donner une G.escription passive 
(actions subies en preAence du champ). 

Nons allons done lever cette double hypotMque en adopta.nt une autre approxi-
mntion ; celle de Bergmann-Einstein (existence de geodesiques fermees). 
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§ 2. LA. OONDITION DB BERGMANN -EINSTEIN 

Nous adoptons desormais les notations de (I]. 
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Dans !'hypothese consideree, il passe par chaque Point de l'univers U une geodesi-
que ferme~ du genre espaoe, sans point anguleux. La longeur I d'une telle courbe, 
donnee par Ia fo~ule· p&J:ametrique : 

•
1 d3l dxk 

t= f -gjJ: -if8· (i8- d8 (4) 
•o 

est par definition stationnaire pour les variations de la courbe avec extrEllnite(s) fixe(&); 
on en deduit que la variation de cette longueur quand on passe de la geodesique a une 
geodesique voisine est donnee par 

(5) 

ou les p1 sont les variables conjuguees des~. ici les composantes covariantes du vec-
teur unitaire tangent a Ia courbe. Puisque la geodesique n'a pas de point anguleux, 
les p1 prennent les memes valeurs aux deux extremities, cette> variation est nulle; par 
suite toutu cu geodesiques fermees ont Ia meme longeur, que nous designerons par 
217~. 

Nons pouvons choisir une carte adaptee telle que la 5eme coordonnee x5 vari 
seule sur oos geodesiques-et y soit proportionnelle a l'absci.s&e curviligne. (6) 

En portant dans ]'equation differentielle des geodesiques, il vient 
r{5 = 0 pour .i = 1, 2, 3, 4, f) (7) 

puis, en portant dans !'equation qui donne les symboles de Christoffel ri, en fonction 
des g~;~(I] (30.12)) : 

2ar1116- a1g55 = o 
et en particulier (j = 5) : 

8r;!l55 = 0 
en portant dans (4) il vient 

(voir note (1] p .l) 

. Y55 = - ~~ = Cte I 
et en portant dans (8} 

(voir note (1] p.l) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

Reoiproquement si ces relatiom; (10) et (II) sont verifiees, et si les variables de champ 
dependent periodiquement de x5 (avec la periode 217), les courhes x" = Cte sont des 
geodesiques fermees de longueur 217~; Ia verification est immediat~. 

Introduisons, comme dans [I], les notations suivantesl11 : 

(1) L'approximation de Jordan-Thiry et celle du § 4 ci-dessous m ontrent qu'il faut interpreter 7. 
comme la constante de gravitation d'Einstein, e comme Is. charge electrique eiementaire. 

Dee valeurs experimentales de e, h et 7. , on tire I; = 3, 782 I o-sz em, ce qui eat effectivement tres 
petit, comme on l'a vait suppoae 1\ priori. 
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C= 

fix = Yx6 lA. = 1, 2, 3, 4] 3 x,. = o>.fi,.-o,.fix 
g6$ 

I A,=! fi, 
l e 

on voit que les Ax (et les fix) seront des fonctions des x"' seulement. 

(12) 

Nous pouvons maintenant donner la regie d'interpretation de la theorie : !'ensemble 

abstrait fi des geodesiques fermees constitue une variete de dimension 4, que nous 

interpreterons comme espace-temps; un point de fj sera repere, dans la. carte ci-dessus, 
par les co01·donnees x1 , xz, x3, x' ; les A>. qui sont done les composantes d 'un champ 

de covecteurs de u' s'interpreteront comme potentiels electromagn.etiques ; le tenseur 
F>..,. est done le champ electromagnetique. 

Les cartes de U qui Yeritient (6) s'appelleront cartes standard. Lorsque deux 

cartes standard engendrent Ia meme carte de l'univers quadridimensionnel U, le 
passage d'une catte a l'autre s'interpretera comme transformation dejauge; on constate 
immediatement qu'une telle transformation de jauge est caracterisee par une fonction 

scalaire u , definie 8U1" U, les fonnules de passage etant 

x>--.x>.. l 
x6-. x"-u . 

g>-,.-. Y>..,.+Yx5o~~ou+g,.5oxu+g65oxua,.u ~ 
Y>..s_. Yxs+Ysso>.u 
g,.li-. g55 • 

fi>.-.fi>.+o>-u. ·· · -- · J 

(13) 

En particulier, on pourra par transformation de jauge construire une carte 
standard, verifiant, le long d'une geodesique fennee 

(14) 

une telle carte s'appellera carte transversale au point correspondant de fJ UJ ; les compo-
santes d'un champ dans Ia carte transversale ainsi construite s'appelleront 

(1) Pour !'interpretation des connexions, on est conduit A considerer les carteR 2-tranBtJeraalu, 
qui verifient en plus la condition (voir [I], 41.44) ) 
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composantes transversales du champ; nous les designerom; en les surmontant d'un ; 
ce sont evidemment des invariants de jauge. 

Il existe, dans chaque cas , des formules permetta.nt d 'exprjmer les compo-
santes du champ en fonction de ses composantes transversales et des fi~ (et, even-
tuellement des fJxfi"); on trouve ainsi, pour un champ de tenseurs covariants 
symetriques T11: : 

T>.~> = T>.~>+T>.s fis>+Ts~> ..Ax+Tsr; fi>. fill l 
Txs = Tr;>. = T).r;+Tr;r; fi>. r 

j 
et pour un champ de connexions : 

p ~ A 

r).5 = r~s+qs fix 

·rft> = r~s+r~5 fi>.-r~li .;fp-r~~ .fip fiA 

r~ll = r~IJ + r~5 ..AIJ + r&l' fix+ r~5 .fi). fill 

r~" = f'f~>+r~sfip+ hpfi>- +N:;.fix .fil'-f~s fip.fix.fi" 

-r~6 .fip fil'-r;s .fip fix +![ox fi~>+aJJ. fix] _ 

(16) 

( 16) 

Ainsi qu'on peut le prevoir a priori, les formulas reciproques donnant les compo-
santes transversales en fonction des composantes ordinaires se deduisent des preoo­
dentes en changeant les fi>. en -./l>., ce qui nous dispense de les ecrire. 

De meme, a cote des derivations ordinaires fJ>. , o6 nous introduirons les derivations 

transversales 5; detinies par : 

~=a>- -..A>-as } 
o5 = o6 

( 17) 

i1 importe de remarquer que ces derivations transversales ne commutent pas deux a 

(18) 

avec (of. (12)) 
(19) 

On peut utiliser les formules ci-dessus pour interpreter sur la variate a 4 dimen-
sions (J les champs qui se deduisent de Ia structure riemannienne de U; on trouve 
ainsi en interpretant les g1J: : 
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- un tenseur symetriquo 

-le tenseur contravariant inverse du precedent 

-le covecteur ./l)... 

On a reoiproquement 

g)..6 - .,.5).. - _ ;}).p 4 
, - - ll - If .,/J.p 

'Jr.a = -~~ l 
gr.r. = - ~~ +g'AP ./{).. ./{I' f 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

de meme la connexion riemannienne de U s'interprete sur U par les quantites suivantes 
(qui peuvent se oalculer a partir des formules (16) et de l'expreRsion classique de!> 
symboles de Christoffel) : 

Unt~ connexion quadridimensionelle symetrique 

un tenseur mixte Cl) : 

Cl)f = r~ = fgPu [05 flo'A + ~~~.9'.,),.] 
un tenseur covariant symetrique 

notons que 1 'on a 

(24) 

(voir (19)) (25} 

(26) 

(27) 

En portant dans (16) on en deduit immediatement la connexion de U; on pent en 

deduire le tenseur de Riemann-Christoffel de U, et !'interpreter sur U au moyen des 
ses oomposantes tranversales; indiquons seulement les composantes transversales 
du tenseur de Ricci qui definissent respeotivement un tenseur symetrique, un co-
vooteur et un scalaire : 

-R"5 = il~.,. = a.r~s+a.,.r:5+f:"r~s-f»:pr~5 

Rss=osr:6- r;sf'!~~ 

I 

J 

(28) 
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-11 importe de remarquer que toutes les grandeurs ci-dessus (a !'exception des fi>. 
et des 9'>-p) sont fonction, non seulement des xP., mais aussi de x5 ; elles ne definis-

sont done pas, 8. proprement parler, des champs sm 0. 

§ 3. INTERPRETATION DES EQUATIONS DE CHAMP 

Nous avons indique plus ha.ut quelle& eta.ient les equations de champ de la thCorio 
(voir (1), (2), (3)). 

Si nous voulons adopter !'approximation de .Bergmann-Einstein, nous serous 
oblige de renoncer tt certaines de ces equations, afin d 'obtenir un systemo compatible 
avec les liaisons (10) et (11). 

On peut eviter tout arbitrairc dans cc choix en utilisant lc calcul des Yariation~ : 
i1 suffit d'ecrire que l'action penta-Uimensionnelle est stationnaire dans les variations 
des champs compatibles avec ces liaisons. En introduisant des multiplicateurs do 
Lagrange repartis ex et p~~. , ceci peut s'ecrire : 

fi designant !'action pentadimensionnelle. 

On constate que cette condition n'altere pas les equations d 'onde. 

Compt-e tenu de l'idcntite : (voir (I], (34.13)) 

(29) 

(30) 

ou 'U designe Ia racine ca.rrtSe de la valeur abtmlue du determinant <.los 'Ji~r, · on voit lfU'il 
faut remplacer !'equation (2) par le systeme 

(31) 
Compte tenu de la periodicite, !'elimination de ex ot des {JP. est immediate; il reste 

(32) 

(33) 

On constate immediatomeut que co systemc (:i2, 33) est equivalent aux equations 
transversales 

2;r 

I:u ep.a dx5 = o 
0 

(3-!) 

u designant la racine carrec de la valeur absoluo du cJetenninant des §)..~~. ; on trouYe 
done des equations invaria.ntes de jauge, commo il falla.it s'y attendre. 

25 

L--------------------------------------------------- --- ---
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Il reste a voir si cette approximation est bonne, o'est a dire si !'equation sans 
liaisons (2) est suffisaminent bien verifiee. 

Or nous savons que les equations d'onde, qui, ne sont pas modifiees par l'approxi· 
mation, imposent la condition (3) : 

[div E>] = 0 (36) 

Du systcme (34, 35, 36) on tire, en utilisant leD formule~ du § 1 

(37) 

(3S) 

Le systemo (35, 37) est lineaire et homogene par rapport ala variable u 0~'5 ; onpeut 
l'etudier comme probleme de Sturm-Liouville; a cause de la periodicite on peut verifier 
qu'il n'admet que la solution nulle si l'operateur <l>(cf. 25) est assez petit (par exemple 
s'il a une norme inferieure a 0,08); dans les conditions wmelle&, ceci a lieu 0 >, etpar 
consequent les equations (34, 35), avec la condition (36) qui est automatiquement 

verifiee comme consequence des equations d'onde, entrafllent eli5 _ o, et en portant 

dans (3S), ilr, [u 055] = 0. 

Par consequent, on constate que !'approximation des gcodesiqucs fermees scm 

bonne si Ja grandeur u@ss qui ne depend quo de:; x~', n'm;t pas trop grande--co qu'on 
peut tenter de nSrifier dans chaque cas. 

Pour etudier lc systemo (34, 35), il est commode de devcloppor los cunposantes 
du tenseur g en serie de Fom·ier(2>: 

+oo 

f/;~; = L ~jk exp (inx5
) (39) 

-00 

Puisque l'un des objectifs de la presente etude est d'evaluer le caractere non sta-
tionnaire des Yik• il est indique d'utiliser une methode de perturbations au voisinage de 
l'etat stationnaire : on traitera dono les termes n i= 0 de la serie (39) commo des in-
finiment petits du premier ordre, ce qui fournira des equations lineairos pour les evaluer. 

En decomposant l'equation (34) en serie do Fourier, et en y portant les valeurs 
(3!1) on trouve : 

1°) pour n = 0, !'equation 

(40) 

(1) Un cuntre-exemple exigorait par exemple un <'htlrnp mt1gnetique do l'ordre do 1034 gauss. 

(2) Voir la reference (VI). Les quantites Ujk sont des functions des XP. souls; pour n 'f-. 0, co sont .. 
des nombres complexes, qui no Bont pas invariants de ja.uge. 
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le premier membrc est celui de !'equation classique d'Einstein derivee de la metriq1te 
stationnaire g; au second membre apparaissent les valeurs moyennes (sur x5), reperees 

f) 

par un indice inferieur 0, des tenseurs Tp.v des phenomenes divers, ainsi qne le tenseut 

( 41) 

c'est a. dire le tenseur d'impulsion-energie classique du champ electromagnetique 
FP.I•' 

2°) pour n "#- 0, on trouve une equation aux derivees partielles lineait·e concer-

nant le champ rle tcnseurs g"',.; !'equation sans second membre peut etre consideree 
n 

comme equation d'onde d'uneparticule de spin 2, de charge ne, de masse n ~ #n X 51017 

GeV; aucune patticule connue n 'atteint cetto masse U>; done, dans le conditions usuelles, 
on peut reduire !'equation en ne conservant que le terme de masse, dont le coefficient 
est preponderant; compte tenu du second membre, il reste 

(42) 

ce qui permet dan chaque cas particulier d'evaluer si ces termes sont 

etl'ectivement petits, comme on l'avait suppose a priori; notons que le coefficient X' ;
2 

e 
au second membre de (42) vaut 10-m em-' environ dans les unites quantiques 
habituelles (1i; = c = 1 ). 

Entin l'equa.tion (35) s'ecrit, en negligeant les infiniment petits du premier ordre 

I div F = 4TT'i.J j (43) 

on reconnait le second groupe des equations de Maxwell (le premier a ere ecrit plus haut 
en {12)), J designant le vecteur courant tlectrique des phenomenes. 

Le theoreme de conservation (l) donne d 'ailleurs (en en prenant la valeur moyenne 
sur x5) : 

(44) 

ce qui exprime la conservation de l'energie et de !'impulsion du champ, compte tenu 
des efforts elect.romagnetiques qu'H subit (voir [I)), et 

div J = 0 (45) 

qui exprime la conservation de l'electricire. 

(1) I..es partirmles lea plus energiques que !'on s it obse!'Vees dans Ice rayons cosmiques atteignent 
environ 1010 GeV. 
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§ 4. CAS DEB BOSONS SCALAIRES 

Considerons le cas d 'un champ decrit par une variable reelle 'f' , pourvu de Ia den· 
site lagrangienne invariant.e (voir [I], § 42) : 

(a = constante reelle) (46) 

Si l'on decompose 'f' en serie de Fourier suivant xl', l'etude de l'ordre de grandeur 
des differents termes montre que l'on ne pourra observer qu'une couple do valeurs 
opposees de l'indice n (voir [I], (42.17)) : nous poserons done 

'P = <ll exp (inx6)+<1l exp (- inx5) (<ll = fonction complexc des x") 

Appliquons les methodeR de calcul ci-dessus : 

a) avec les notations geometriques de ([I]), on trouvc l'equation d 'omle : 

~l . ine. ] [ itLe ] m2 d1v- - ti Int. (A) v-~ Ext (A) <ll+Jia «1> = 0 

(47) 

en l'abf!ence de champ gravitationnel (relativite restreinte) elle se reduit a : 

(48) 

on reoonnait l' equation de Klein -Gordon pour unb )son de spin 0, de masse m , de oharge 
electrique ne, en presence du champ elactromagnetiq ue. 

b) le tenRenr d'impuhlion-tSnergie Ill et le vectenr courant electrique sont donnee 
par les formules : 

ine [ - ine -] JJJ. = -~ oJJ.cll+-ti- A~'<!l ·«1>-j- conjugnc 

--- ··-- · - -----
(1) NmtR ecrivons ici Tp.. 1\U lieu de Tp. ' 

Q 

( !iO) 
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On reconnait 11\ ausr,i des expressions bien connues (tout au moins dansle cas A = 0) 
invariant6s de jauge; le )edeur pOUlT& verifier dUI.' C~S formules ]e theoreme genera} 
suivant 1equell'equation d'onde (4-7) entraine les identites (44) et (45); en adoptant 
}'approximation de Ja relativite rcstrt'int·e, celles-ci s'eorivent 

(51) 

(52) 

cett.e verification est bien connue en !'absence de champ; mais c'est surtout la presence 
du champ qui 1·end interessante la formule (51), car elle permet d'apprecier los efforts 
electromagnetiques, et notamment do companw les unites mecaniques avec lcs unites 
electriques. 

c) il ref!te a ccrire !'equation d'Einstein (40) 

R",. - !Rgl!,. +Ag",. ~ xTf.l.,. (53) 

et ]'equation de Maxwell 

cliv F = 47r.J (54) 

qui montrent. comment la particulo conf!iclerec• est source dn champ de gravitation 
et du champ electromagnetique. 

d) Enfin on peut-bien qu'il n 'y ait pas <!' interpretation quadridimensionnelle 
claasique-verifier que !'equation d 'onde (47) et les equations d 'Einstein (53) et de 
Maxwell (54) entraincnt bien les identitf:\s eta.blies au § 3 

calculer la valeur de ®55 et des g"". 
n 

§ 5, CONCLUSION 

Lc test do Ia theorie que nous venons d'effccteur ost done f!atisfaisa.nt a donx 
points de vue : 

d'une part, l'existence de t.ermcs non stationnaires dans ]a metriqne ne perturhc 
pas ]'interpretation classique tant. que l'on se limite au domaine des energies infer-
ieures a 1017 Gc l' - ce qui sera longtemps le cas avec Ies acoolerateurs de pa.rticules ... 
d'autre part les previsions de la. theorie concernant le role a.ctif des pa.rticules 
chargees eoincident exactemcnt avec les formules postulees en mecanique ondulatoire 
-au moins dans le cas envisage ici des bosons scalairos. Les methodes indiquees 
permettent d'ailleurs de faire los calcnls dans le cas des particules de spin ! et 
l(voir [I], § 45 et note III). 
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II manque cependant un axiome de Ia mecanique ondulatoire : c'est celui 
qui concerne Ia nm'TT!.alisation de Ia fonction d 'onde ci>. 11 semble que l'on ne puisse 
y parvenir par cette voie qu'en construisant une theorie quantique des champs qui 
respecte le principe de relativite a 5 dimensions. 
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