
DEFINITION ~OVARIANTE DES EQUILIBRES THERMODYNAMIQUES 

par 

Jean- Marie Souriau 

Faculté des Sciences de Marseille 

Novembre 1965 



.. 

.. 
r 

.. 

DEFINITION COVARIANTE DES EQUILIBRES THERMODYNAMIQUES 

par Jean-Marie Souriau , Faculté de s Sciences de Marseille . 

Sommaire : 

Nous définissons les équilibres thermodynamiques d ' un système mé­

canique au moyen d ' un groupe d ' invariance G ; on retrouve la définit ion 

classique dans le cas où G est le groupe des translations dans le temps • 

Ceci permet de généraliser les notions cl assiques d ' entr opie , de 

chal eur, de température , de chaleur spécifique . La tempér ature généralisée, 

notamment , appartient à l ' algèbre de Lie du groupe . 

Des exemples sont étudiés (gaz parfait en mouvement , cent rifugeu­

se) en mécanique classique et en mécanique r elativist e . Un effet relati~ 

viste est mis en évidence (le fluide tour nant en équilibre n ' est pas i so­

therme) . 

La tempér ature apparaît génér alement comme un quadrive cteur, qui 

indique nota~ent le sens d ' écoulement du temps • 
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Summary . 

We de~ine the thermodynami cal equi libriums o~ a mechanical system 

u si ng an invar iance group G o~ t he system. We ~ind t he classicel de~ini­

tion when G i s t he gr oup of translatio~of tL~e . 

This all ows us t o give a generali zat i on of the classi cal notions o~ 

entropy, hea.t , specii'ic heat, temper ature . Thi z gener alized temper ature i n 

par t icular l ies i n the Lie a l gebra o~ t he gr oup . 

Some specifie exampl~ are studi ed (perfect gas i n ~otion , centrifuge ) 

in cl assicc.l and r e l o.ti visti c me chanics . A r el ati vi s t i c e~~e ct i s put i n 

light (the r ot a t±ng ~luid in equilibrium i s not isotherm ) . 

The t emperat ur e i s shown to be gener ally a quadrivector which points 

toward the ~uture . 
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(2 ) 

(3) 

(4) --

2 ) 

§ 1 Un problème varia tionnel 

On rencontre souvent, en calcul des probabilités, le problème sui-

vant 

Soit V une variété différ entiable , sur laquelle est définie une 

densité positive continue , que nous note rons dw . 

Soient E un e space vectoriel de dimension finie ; x -+ U(x) une 

f onction continue, définie sur V , à valeurs dans E ; Q un él ément de 

E . 

que 

Tr ouver une fonction positive x~ p (x) , continue sur V ,telle 

[
11 

p(x) dw = 1 

f U(x) p (x) dw = Q 
u 

et qui r ende extrêmale l'intégrale (appelée entropie de la fonction p 

pour la densité dw) : 

s = - J p(x) Log(p(x) ) dw 

u 

Les techniques usuelles du calcul des variations montr ent que l'entropie 

ne peut être stationnaire que s ' i l existe un scalaire l et un élément 

El du dual de E t els que 

p(x) - exp ( - 1jr - e.U(x) ) 



3 ) 

(~ et 8 sont de s multipl icateurs de Lagrange associés aux liaisons 
.· 

(1 ) et (2) ) . 

En por tant 1~ v.:.leur (4) de p dans ces équations de Jiaison, on trouve 

(5) 1jl = Log J exp ( - e .U(x) ) dw 

v 
e t fu U(x) exp( - e .U(x) ) dw 

(6) Q = r exp ( -e.u(x)) dw 

• v 

Pour que l e problème soit possible, il est donc nécessair e que les intégra-

l es écrites soient conversentes, e t que ces r elations (5) et (6) soient 

vérifiées; en fait , ces conditions sont aussi suffisantes, car ell es en-

traînent l a convergence de l ' intégr ale (3 ) de l ' entropie; on trouve im-

médiateoent 

(7) s=1jl + 8 . Q 

On peut nontrer de plus que cette valeur constitue un maximum strict de s 

(coopte t enu des liaisons) ; on en déduit facilement que l'égalité (6) , 

considérée comme équation en~ , possède au plus une solution pour chaque 

(8) valeur de Q, sauf dans l e cas où l' ensemble de valeurs de U serait 

contenu dans un sous- e space affine de E, strictement plus petit (1) . 

Supposons de plus que les intégrales qui forment le numérateur e t l e déno-

minateur de l ' expr ession (6) de Q soient uniformément convergent es 

( 1) Ce cas se r amène immédiatement au cas général, en posant 

V(x) = U(x) - U(x ) 
0 

e t en travaillant dans l ' espace de valeurs de V(x) . 
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(9 ) 

( 1 o) 

4) 

dans un voisinage de la valeur trouvée e de e . On peut alor s montr er 
0 

que la fonction e ~ v définie par (5 ) est différentiable au voisinage 

de 6 , et que l ' équation (6 ) peut s ' écr i r e 

5v= - 5e . Q v ô e 

ou(si l ' on identifie E avec son bidual ) 

Q = - ..M._ ae 

La vér ification formelle est t r ès facile , en dérivant (5) sous le 

signe / . 

- Une condition suppléocntair e (conver gence uniforme de l ' int égr a l e 

J U(x) ~ U(x) exp ( - e .U(x)) dw au voisinage de e 
0

) permet de montrer 

v 
que v est deux fois différ entiabl e en e , e t que la dérivée seconde est 

(11 ) une forme définie positive ( t oujours sous réserve du cas d ' exception si­

gnalé en ( G ) ) , donc que v est une fonction convexe de e . Dans ce 

( 12 ) 

cas , les deux fonctions e ~ Q et Q ~ e , mutuellement inverses, défi-

nie s par (6) ou (10) s~nt toutes deux différ entiables . 

I l en r ésulte également que l ' entr opi e s est fonction différent iable 

de e (ou do Q) ; en différ entiant ( 7 ), coopte tenu de (9), il vient 

ô s = 6 . 5Q 

Un exemple important de ce processus consiste à pr endr e pour V 

un espace vectoriel de dimension finie , e t pour U(x) le couple ( ~) ; 

la va l eur de Q définie par (2) est alors l ' ensemble de s moments du 

premier et du second ordre de l a loi de probabili té p ; l ' équation (6) 
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5) 

est résol ubl e pourvu que les moments soient ceux d ' une loi de probabil ité 

quelconque ; (4) défini t alors la l oi normale (courbe en cloche de Gauss 

dans le cas de la dioension 1 ) a~1ettant l es moments donnés . 

§ 2 Mécanique statistique classigue . 

Considér ons un système · :éc.:-.ni quc à n paramètr es 1 n 
q ' ••• q 

On sait que l ' on peut r epér er un mouvement du système par sa phase à un 

i nstant arbitraire t , c ' est à dire (à des considérations global e s pr ès ) 

par les val eurs des coordonnées canoniques 

1 
q , n 

• • • q ' P1 • • • • Pn 

à l ' instant t . 

On peut donc désigner par 

du système ; l es coordonnée s qj , 

variété de dimension 2n ( 1) ; l e 

v l ' ensembl e 

p. donnent à 
J 

changenent de 

s impl ement un changement de coor donnée dans V. 

abstrait des mouvements 

v une structure de 

l ' instant t définira 

Le théorème de Liouville montr e que l es changements de coordonnées ainsi 

définis ont un jacobien égal à 1 ; ceci permet de définir sur V une 

densité 

d (1) = dq1 n ••• • dq ••• • dp 
n 

dite densi té de Liouville , qui ne dépend pas du choix de l ' instant t, 

(1) [ ] Voir SOURIAU V • 
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( 13 ) 

.. 
( 14) 

: 

( 15) 

( 16) 

( 17 ) 

6) 

ni d'ailleurs du choix des coordonnées qj • 

Un état classique (ou mouvement) du système nécanique est un point 

x de V ; on appelle état statistique du système une loi de probabilité 

définie sur V ; en util isant l a mesur e de Liouvill e dw , on peut donc 

définir un état statistique par une fonct i on positive p , définie sur 

V ( 
1 ) , telle que : 

J p (x) d w = 1 

v 

Si U(x) est une fonction définie sur V, on appelle valeur moyen-

~ de U dans l' état p l ' intégr ale 

f U(x) p (x) 
v 

dw 

P~r définition (2
) , on appelle équilibr e thermogynagque un état 

statistique qui r ende maximum l' entropie 

s = - J p(x) log( p(x)) dw 

v 
parmi tous l e s états qui donnent une va l eur moyenne Q à l ' éner gie 

J H(x) dw = Q 

v 

(1 ) On peut , si l ' on veut, choisir un instant t , e t exprimer p(x) 

en fonction des coordonnées qj et p . de l ' espace de phases qui sont 
J 

celles du système , à l ' inst~nt t , dans le mouvement x ; on démontre alors 

que p vérifie l ' équation d ' évolution 

.2E _ L 2_2. aH _ 2-.2. aH 
at - a :p • a-qJ a q~ ap . 

J J 

H étant 1~ fonction hnniltonienne . 

(2 ) Voir par exemple JAYNES [ II] , MACKEY [~. Le point de vue de 

KHINCHIN [III) est un peu différent . 
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( 18) 

7) 

On est donc conduit à un cas particulier du probl ème traité au § 1 . 

(Comparer 1 et 13, 2 ct 17 , 3 et 1 6) ; ici Q est scalair e , donc aussi 

l e multiplicateur de Lagrange 0 . 

Si l ' on traite de cette façon un syst ème composé de par ticules li-

br e s, enfennées dans une enceinte , o:o constat e que 1 ' on arrive à la des-

cription d ' un gaz parfai t en équilibr e , à condition de poser 

1 e - -­
kT 

T étant l a t empérature absolue du gaz, k l a const ante de Boltzmann . e 

( 19 ) peut donc être: considéré corrune un r epérage de la t empér ature (pas plus ex-

traordinaire. que l ' échelle Fahrenheit) . Notons que l a fonnule ( 12) donne 

s 

ni l ' on pose S = ks; on r e t rouve ainsi l a définition thennodynamique de 

l ' entropie, puisque l a seul e énergie d ' un gaz parfai t au repos est sa cha-

l eur Q ; l a fonction * s ' identif·ie avec l e potentiel thennodynamigue ; 

l a fonnule (4) qui ~ 1 6crit 

p(x) = C • exp (- ~T ) 

permet de retrouver l a loi de distribution des vit esse s de M~;ell ; 

~ ~ ~ l ' inég~lité ( 11) ,~ > 0 , indique ici que la chaleur spécifigue 
dG2 dT 

est posit i ve . 
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( 22 ) 

(23) 

8) 

§ 3: Equilibr es pernis pur un groupe de Lie . 

La définition ( 15) de l' équilibre thermodynamique coïncide avec 

l es données expérimentales ; on peut donc la considérer comme un pr incipe 
visib l enent 

de l a Mécanique Statistique. Mais ce principe n ' e st ,f)as covariant du point 

de vue r elativiste ; nous allons fomulcr un énoncé covariant, cont enant 

l e pr incipe ci-dessus comne cas particul ier, e t comparer ses conséquences 

avec l' expérience . 

No tons d ' abord que l a forne par ticulièr e des équations de l a dy-

namique ne joue aucun r8le dans l a f ormul ation ci-dessus ; i l suffit que 

l e oouvenent du système soit défini par un problèoe var iat ionnel régulier 

é 1 t 1 
L(t,qj , qj ' ) dt= 0 

t 
0 

avec un l agrangien l suffisamment différentiabl0 pour que l ' on puisse 

construi r e lu variété U , e t établir l e théor ème de Liouville ; il suf-

fit de défini:!:· l es vc.riables p. par 
J 

at 
P j = a~ ' 

On peut d ' ailleur s trc.itcr l e teops comme l es autres var iables qj en 

r eprésentant l e nouvcment à l ' aide d ' un puramêtre arbitrair e a ; il suf-

fit de poser n+l ) t = q , e t l e pr incipe ( 21 s'écrira 

0 = u L (q , q ) da: ç: 1 0:1 J • J J = 1, 2 • • n+1 

0: 0 

avec 

•J d J 
q - S!.L_ 

- d a: 
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(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

.. 

co qui ne change pas l e s variable s 

P - t 
n-t1 -

L 
j 

•• p .q J 
J 

p ., et donne en plus 
J 

c ' est à dire da ns l e s problèi:10s classiques 

P - - H n+·l - • 

H étant l ' énergie du système . 

9) 

On sait que l e système e st conserva tif (c' est à dire que H e st 

une intégrale première )si l e lagr angien ne dépend pas explici tement de t ; 

ce ci est un cas particulier du théorème de Noether 

Si une transformation infinitésimale 

l aisse invaricnt l e l agr angie n L, l a grandeur 

\ J 
u = L PJ oQ 

J 
est une intégral e pr emière de s équations aux variations . 

On voit donc que le seul point qui empêche la définition de l'équilibre: 

thexnodynruaique d'être· covariante e st l e rôle particulier joué par 1 ' éner-

gie , qui n ' est que la variable conjuguée du temps (au signe pr ès) , ou, de 

façon plus précise, la grandeur associée par l e théorèm~ de Noether à l ' in 

variance du système par transl ation dans l e temps . 
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Nous proposons donc de le r enplncer par l ' énoncé suivant 

On considère un système mécanique dont l e l agr angien est invar iant par 

un groupe de Li e G • 

(29) Nous définirons les états d ' équilibre parois par le groupe G comme les 

états statistiques qui r endent maxinurn l ' entropi e , tout en assurant des 

valeurs noyennes données à tout e s l es variables associées par le théorème 

de Noether aux transfomations infi nités:iJnal os du gr oupe . 

Remarquons d ' abor d que l e théor ème de Noether peroet d ' associer à chaque 

mouvement x du systène une gr andeur U(x) pr ise dcns l e dual vectoriel 

de l' algèbr e de Lie A du gr oupe ; il suffit en effet de poser pour tou-

te dér ivati on ô prise dans cette al gèbre de Li e 

(30) 

( 31~ On peut donc appliquer l es r ésul tats du § 1 à la détermination des équi-

libr es permis par G ; il suffit do r emar quer que , puisque l ' espace E 

est ici l e dual de A , l a gr andeur 8 appartiendr a à cette algèbr e de 

Lie A • c ' est elle quo nous appeller ons températur e , par extension de la 

r emar que ( 19) . La grandeur Q , génér alisation de la chaleur, appar tien-

dr a au dual de A ; l a gr andeur _ML 
dB 

ser a une forme bil inéaire , symé-

trique e t posi tive sur A , qui génér alise l e chal eur spécifique . 

Avant de passer aux exanpl e s , indiquons quel ques r enarques importantes 

(32) - Si G' est un sous- groupe de G , tous l es équilibres permis par G' 

ser ont permis par G ; autrenent dit, l ' ensembl e des équilibre s permis 

par G ast fonction croissante de G • Ceci r ésulte immédiatement de l a 
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11 ) 

déf i ni t i on (29 ) • 

- Il est clair que les él éoont s du groupe G opèr ent sur l e s mouvenents; 

de o ême , si ô est une dér ivat i on prise dans l ' al gèbr e de Li e A, e t si 

x est un ~ouvement, on d0f init sans ambiguité ôx ôx est un vecteur 

tangent en x à l e variété U de s mouveoents . 

Nous dirons qu 'un ét at s t a tist i que p e st invo.rio.nt par ô si ô(p (x)] 

est nul pour t out x ; clans cc cas, p ser a i nvariant par l e s transforma-

tions fini e s de G cngvndrée s par ô . 

On peut alors ét ablir l e théorème suivant 

Pour qu ' un éta t d ' équi libre permis par un groupe G soit i nvar iant par un 

élément ô de l ' algèbre de Lie A , il f aut e t il suffit que 

[ô , e J = o 
1 

1 
Le désignant l a t empérature d ' équilibr e (1 ) . 

Dans l e ca s thermodynami que classique , où l e groupe G e st celui des trat 

l a tions dans l e t emps, e t par conséquent abélien, on voit que l e s états 

d'équilibres sont tous invariants par G, c ' e st à dire permanents . Nous 

( 1 ) On sait en effet définir le crochet de Lie de deux éléments de 

A, Ce théorème suppose que l e gr oupe G opèr e effe ctivement sur l' espace 

de configuration : l e eus contraire s'y r amène en r emplaçant G par son 

quotient par l o noyau de sa r epr ésenta tion sur ce t e space , ce qui ne 

change pasle s ét a t s d ' équilibre . La déoonstra tion est f acile , si l'on 

introduit l a structure sygpl e ctigue de U (voir SOURIAU [V] ) . 
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verr ons plus loin un exempl e d ' équilibres qui ne sont pus invariants par 

le gr oupe . 

- Dans l e cas d ' un système mécanique composé de plusieurs par ties sans 

actions outuelle s , ou avec des inter actions t r ès faibles , on pr end comme 

l agrangien l a somoe de s lagrangiens ( exempl e : particules d ' un gaz par fai t, 

dont on néglige l e s collisions) . L' espace U des mouvements du système est 

alor s l e pr oduit direct de s e spa ce s Uk des diverses composantes . 

Si le gr oupe G opèr e séparénent sur chacune des parties , c ' est à 

dire sur chacun de s Uk ' on peut montrer que les états d ' équilibre du sys­

tème complet sont composés d ' états d ' équilibr e de s sys tème s composants as­

(34) tre ints à la condition d ' avoir tous l a même t empérature (duns l ' algèbr e de 

Lie de G) . 

Dans l e cas classique , on r econnait la définition empirique de l a 

t empér ature , grandeur r epér able (thermosta ts) ; nous i nt erpr èt erons ce r é­

sulta t ()4) dans l es exemples qui suivent . 

§ 4 Exempl es . 

Pour appl iquer l u définition (29) des équil ibr e s theroodynanique s ~ 

il suffit de se donner un système mécanigue e t un groupe G de symét rie s 

du système l e s équilibr es sont dès lors entièr ement déterminés par l es 

calculs du § 1. 
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La te~pérature généralisée est un élément e de l ' algèbr e de Lie 

de G , en fonction duquel on obtient la loi de pr obabilité de l ' équilibre 

(fo~ules (4) et (5) ) ; le condition de convergence uniforme des intégrales 

(5) et (6) l~uite l' ensenble des e à certaines valeurs (un ensemble ouver t 

dans l ' algèbr e de Lie) qu ' il f aut déterminer . On peut ensuite calculer, en 

fonction de e , la chaleur généralisée Q [( 6) ou (10)] , et les valeurs moyen· 

nes et fonctions de r épartition de cer taine s grandeurs caractéristiques ( 14- ), 

ce qui permettr a l ' interprétation physique . 

Exemple I Vent . 

Considérons un systène de particules libres , de ~asse s respectives 

m. , nous pr enons le l agrangien 
J 

et comme gr oupe celui des transla tions d ' espace ct de temps . 

La t empérature est ici un vecteur d ' espace- temps, dont nous dési-

gner ons les composantes par ôt, ôx, ôy, ôz . 

(35) L' équilibre correspondant, f acile à calculer, s ' interprète comme 

1 1 état d ' un gaz pari' ait, de température absolue T = k~t , immobile dans 

ôx §x 6 z 
tout r epèr e de vitesse 5t , ôt ,~ • 

Les résultats généraux se vér ifient facilement : l ' état est perma-

~ et homogène, puisque l e gr oupe est abél ien (th . 33 ) ; deux fluides trè~ 

dispersés qui s ' interpénètrent n ' atteindront l' équil ibre global que 
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(36) 

14. ) 

s ' i l s a cquièr ent mêne tenpér~turo vector iel le (th . 35) ; ils doivent donc 

avoir non seulement même t enpér at ur c ~bsolue , nc.is aussi nêi:le vitesse ooyenne ; 

l ' expér ience et l e bon sens se r allient à ce r ésultat . 

Exemple II Gaz parfait r el ativiste . 

On pr end co~e l agr angi en d ' une particule de masse m 

2 , 2 
mc ~ 1 -v 

2 
c 

v désignant l a vite s se de l a particul e , c la vitesse de la lunièr e . Il 

e st i ndispensabl e ici d ' introduir e toutes les translations d ' e space- t emps 

si l ' on ne veut pas rompr e l a synétr ie r elativiste . G est donc le même 

gr oupe que dans l ' exempl e I . 

(37) - La conver gence de s i ntégr ale s (5) et (6) iopose au vecteur- t empér a t ure e 

(38) 

d ' êtr e du genre avenir ; il est donc indiqué , pour étudier l ' équilibr e en 

ques t ion, d ' utiliser un laboratoir e dont la vitesse unitair e es t parallèle 

à l a t empér ature . 

Les cooposantes de 6 sont alor s ot, O, O, 0 ; dans un volume 

donné du l aboratoir e , à un i nst ant donné (1 ) , la réparti t i on de vitesses 

est donnée par la densit é de pr obabili t é 

2 
C x exp ( _ o c ô t 

j 1 - ~2 
) ù.v dv dit 

x y z 

c 

( 1 ) ' Il s agit de l a simultanéité pr opre du labor atoir e . 
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Si on suppose c gr and devant v ( "basses" t empér atures) , on t r ouve comme 

appr oxioat ion de cet te loi 

(39 ) C' exp 
2 

( - 0 v ôt 
2 

) dv dv dv 
x y z 

c ' est à dir e l a loi de 1iaxv•ell pour un gaz parfait de t empér ature absolue 

(40 ) T = 1 
k ô t 

Nous pourr ons donc pr endre cette formule comme définition de l a 

t empér ature absolue propr e du baz ; l e gaz parfait r el ativi ste est donc ca-

ractér isé par sa vitesse unitaire moyenne 

(41 ) u = e 
lei 

et par sa t empér a ture absolue pr opr e 

(42 ) T 1 
= k lei 

l a loi de r épar tition dans l e r epèr e pr opr e étant (38 ). (1) 

- On peut bien entendu définir, dans un r epère guelcongue, l e nombr e 

(43) 'r ' = 
1 

k ô t 

( 1 ) ( ) On obtient donc , par application du pr incipe 29 , l es bases de 

la théor ie du gaz parfait relativiste , t elle s qu ' el l es sont développées par 

exemple dans SYNGE [VII] . 



. . 
(44) 

(45) 

. ~ 

16) 

il sera lié à la tempér~ture absolue propre par la formule ( 1) 

T 
T'= --

c~ étant l a vitesse moyenne dans ce repère 

Exemple III : Centr~ugeuse 

Considérons de s molécules libres dans une enceinte à symétrie de 

révol ution ; soit G le groupe des rotations autour de 1 ' axe ( e-+ e + Cte 

en coordonnées polaire s) e t des ~ranslations dans le temps . 

On t r ouve alors , co·:une champ de vi tes ses moyennes , celui des vi t es se s d ' un 
ôO 

solide en rotation uniforme, avec la vitesse angulair e w = ~ ( ô e 

et ôt ét ant l es composantes de e) ; on dècrit donc une centrifugeuse à 

gaz . La r épartition de densit é en fonction de l a distance r à l ' axe est 

-- 2 2 
(

.:lir w 
p = Po exp 

2RT 
) 

M désignant la masse mol éculaire, R la constante des gaz parfaits. On 

trouve le même résultat que par application des équations de la mécanique de~ 

fluides (une foi s que l'on sai t que le mouvement est solide!); cependant, dan~ 

l e cas d ' un mélange gazeux, la formule (46) doit s ' appliquer séparément à 

chacune des composantes ; on obtient donc ainsi la loi de répartition des 

concentrations en fonction de r. 

Dans l e cas d ' une enceinte sphérique , on peut augmenter le groupe G en 

admettant toutes les rotations ; comme ce groupe n ' est pas abélien, les 

solutions n ' auront pas la symétrie sphér i que (th. 33) ; on trouve en effet 

(
1

) Voir ARZELIES [!] e t SUTCLIFFE[VI] , au suje t de l a variance relativiste 

de l a tempér a ture absolue ; il nous semble qu ' il n'~ a pa s de problème si 

l' on considèr e , comme ici, l a température comme un vecteur . 
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17) 

une rotation uniforme autour d ' un axe déteroiné par e. 

Exemple IV Centrifugeuse r el ativiste . 

Ce cas se traite uvee l e même gr oupe que précédemment (ses éléments 

sont à la fois de s transformations do Galilée e t des transformations de 

Lorentz-Poincaré ) e t avec l e lagr angien r el ativiste (36 ) pour l e s par ti-

cules . 

Indiquons l a densité de pr obabilité d ' une particule de masse m, 

sur son espace U (qui peut êtr e identifi6 avec l ' e space de phases à un 

instant quelconque , puisque l a solution est stationnaire en t ) . 

En utilisant des coordonnées cylindre- pol aires r , e, z, e t l eurs variables 

conjuguées r e spective s 

rn r' 
(~ v/c) Pr = 

~ 1 - ~2 
= 

2 
rn r 8 ' 

Pe = 

~ 1 - ~2 

m z ' 
Pz = 

~ 1- ~2 

cette densité de probabilité est 
2 

te 2 2 2 Pe 
C x exp ( - c[m c +pr+ ~ 

r 

ôt , ôG désignant les composante s de l a "températur e" e ; pour que son 
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(50) 

(51) 

(52) 

(53) 

18) 

intégr al e conver ge, on trouve aisément l es conditions 

8 t > 0 , 

R désignant le r ayon de la centri fugeuse . 

En chaque point U de l ' e space- temps, on trouve une r épar tition de 

vitesse du m~me type (39) que dans l e cas du vent relativiste , avec un 

vecteur aM var iable ; on peut donc encor e attribuer au f l uide , en chaque 

point, une vi tesse moyenne 

u = ~ 
le 1 ),{ 

et une t empérature absolue pr opr e 

T = 1 

Le champ de vitesses moyennes coïncide avec celui qui a été t r ouvé 

dans le cas précédent (chanp des vitesses d ' un solide non relativis te 

tournant avec la vitesse angula i r e 86 
w = 8t ) ; 

Compt e tenu des conditions de conver gence (50) , on voit que les par adoxe s 

du sol ide tournant rela tiviste sont agr éablement évités . 

Quant au champ de tempér atures ab solues pr opres , il est donné par 

l a formule 

T 
T = ----~o~----

2 2 
-~ 

2 
c 
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19) 

La théor ie prévoit donc un nouvel effet , propr ement relativiste, suivant le-

quel l a t eopéra ture "physique " du gaz n ' est pas constante dans ce t équili-

bre thermodynamique , mais augment e vers l es bords . 

§ 5 Localisation de la t empér ature vectorielle. 

Dans tous l e s exempl es pr écédents, l e groupe G considéré n ' est pa; 

un groupe abstrait, mais un groupe de transformations de l ' espace- temps. 

Le s éléments de l ' algèbre de Lie de G peuvent donc se r eprésent er concr è-

t ement comme des champs de vecteurs de l ' e space- t emps • 

La t empérature ab str·ai t e définie en (3 1) ser a donc elle aussi un 

champ de vecteurs (1 ) t H ; on pourra donc parler en chaque poin m de l' es· 

pace- temps de l a t empérature vectorielle ~' ou, si l ' on pr éfère , de la 

vitesse moyenne e t de la température ab solue propre qui sont reliée s à 

E\i par l es fomules (51) et (52) . 

Si on inclut dans l e système une bulle de gaz parfait, celle- ci 

pourra servir de thermomètre vectoriel : l a répartition des vitesses des 

molécules dét ermine ra compl èt ement l e vecteur eM ; nous avons vu qu ' il 

en était ainsi dans l e cas de l a centrifugeuse, et il est f acile de l e 

démontrer en généra l . 

(
1

) Ici se pose une question d ' analyse dimensionnelle ; on peut cons1 

sur l es exempl es traités que le vecteur ey est en fait l e produit d ' un 

ve cteur par une action hamiltonienne ; on obtiendra une vér i t abl e t empér< 

re vectorielle si l ' on divi se systématiquement l e l agr angien par une con 

t ante universelle ayant l es dimensions d ' une a ction, que nous laissons ~ 

l e cteur l e soin de choisir . 
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Remarquons enfin que l e l agrangien (36) que nous avons utilisé pour l e 
• 

fluide relativiste n ' est pas invariant dans l es transformations de Lorentz 

antichrones, ce qui exclut son utilisation en r elativité générale ; on est · 

donc conduit à introduir e un doubl e signe devant l e r adical, c ' est à dire 

à considérer aussi des particul es de masse négative . 

On cons ta t e que 1 ' équilibr e thermodynamique simultané de particul e: 

à masses positives et néga tives est impossible (les intégrales diver gent 

toujours) , et que l' équilibr e de particules de masses négatives ne peut 

avoir lieu qu ' avec un vect eur t empér ature du genre passé ; c ' est à dire , si 

' (1 ) • 1 on veut , une tempér ature ab solue négative 

Ceci suggèr e une façon d ' échapper au par adoxe de l ' irréver sibilité 

thermodynamique : il suffi t d ' identifier le sens de l a non- décroissance de 

l ' entropie avec l e sens d ' écoulement du t emps indigué par le vecteur t empé· 

r ature pour avoir un énoncé invariant par le changement de t en - t . 

- o- o- o- o- o-

(1) Voir TERLETSKY [VIII ). 
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