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PHYSIQUE THEORIQUE. - Moddles classiques quantifiables pour les particules
hlLmentaires. Note (.) de M. Jnru-llknrn Sounuur pr6sent6e par
M. Louis de Broqlie.

1. Conorror,ocrE srrMpr,Ecrrqun o'uN GRoupE on Lrn. -  Soit  G un
groupe de Lie, a7, sor, algdbre de Lie, e7* Ie dual vectoriel de f.. Soit rL-r frert
la repr6sentation duale de la repr6sentation adjointe de G.

On appelle $'*-cocycle (de degr6 r) toute application difldrentiable 0
de G dans $'* verifl'ant

0 (ab) -  0 (a) -r  au.  (0 (D) ) .

Soit f I 'application lin6aire tangente d 0 en l'6l6ment neutre de G;

/ est une application lin6aire de $' dans $.*, donc une forme bilin6aire
sl.r $,; nous dirons que le cocycle 0 est symplectique si / est antisym6trique.

On appelle cobord d'un 6l6ment p d" a!* l 'application 0

0 (a) :  ou_(tr)  _ r ;

tout cobord est un cocycle symplectique I deux cocycles symplectiques
sont dits cohomologues si leur diff6rence est un cobord; les classes de
cohomologie correspondantes forment un espace vectoriel (espace de
cohomolo gie sy mplectique).

2.  Vlnr6rfs syMpLECTreuES Lssocr6ps AUx cRoupnS DE Lrn.
Soit 0 un cocycle symplectique. G opdre aussi sur $-* selon

au.,o (P) :  uu.Qt) -+ 0 (a).

Soit U une orbite conespondante, pr un point de U.
dp est tangent A U en p s'il existe un Z€$' tel que

dp-pad(z)-+f(z) ;

on d6finit une z-forme o sur U en posant

o (dp) (dp) -  dp .Z'  s i  dp :  p .  ad (  Z')  -r  . f  (Z')  ,

o donne d U une structure de pari1td symplectiqu,e, str laquelle G opdre en
laissant o invariante.

Rdciproquement, si V est une vari6t6 symplectique simplement connexe
sur laquelle G opdre transitivement en pr6servant la forme symplectique,
il lui est associ6 un cocycle symplectique 0, et une application { de V sur
une orbile U associ6e A 0 par I'algorithme ci-dessus; V et U ont mdme
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dimension; 'f est, au moins localement, une transformation canonique
et commute avec les op6rations du groupe.

La structure des orbites ne d6pend que de la classe de cohomologie
de 0; on est donc ramen6 au seul cas 0 :  o si  la cohomologie symplect ique
de G est nul le;  on sai t  que c'est le cas si  G est connexe et semi-simple
(theordme de Whitehead); une v6rification directe montre que c'est aussi
le cas pour les groupes orthogonaufr rrorr homogdnes, en particulier pour le
groupe de Lorentz-Poincar6.

3. Repn6sENTATroNS uNrrArRES .q.ssocrfns. -  Si  I 'on peut construire
tn espace fibrd quantif.ant W ayant pour base une des orbites ainsi cons-
truites lvoir (')1, il existe un espace hilbertien de fonctions d6finies sur W
qui est espace de reprdsentations unitaires projectives pour le groupe G.
On dispose ainsi d'un algorithme trbs g6n6ral pour construire des repr6-
sentations unitaires des groupes de Lie.

4.  Appr-rc l r roN AUX pARTrcuLEs 6r-6upnrArRns NoN RELATrvrsrES. -
Dans une Note ant6r ieure ( ' ) ,  nous avons propos6 comme moddles des
particules el6mentaires les vari6t6s symplectiques associ6es au groupe de
Lorentz-Poincar6 par l 'algorithme pr6c6dent et leurs espaces fibr6s quan-
t i f iants;  nous n'avions en fai t  consid6re que le cas 0 -  o,  mais nous venons
de constater que c'est le seul possible.

La situation est diff6rente si l 'on cherche des moddles non relativistes;
en efTet, l 'ensemble des mouvements libres d'un point mat6riel newtonien
de masse mest une vari6t6 de dimension 6, munie d'une structure symplec-
tique invariante par le groupe de Galil6e d6finie i l 'aide de la z-forme

(m clY, AX -  V At)  -  (  m 6\ ,  dX -Y dt '2

(V, vitesse; X, positionl t, temps) et dont la classe d,e cohomologie symplec-
tique n'est pas nullel d cette classe sont associ6es d'autres orbites symplec-
tiques par l 'algorithme ci-dessus I on constate qu'elles coincident avec le
moddle que nous ayons propos6 pour les particules polaris4es de masse m;
elles sont index6es par un nombre / qui s'interprdte comme un moment
cinetique propre, et sont quantifiables lorsque zjllt est entieri pourT : hf z,
rappelons que la quantification conduit d un spineur de Pauli dont les
deux composantes verifient l '6quation de Schrijdinger.

La masse s'interprdte donc comme une classe de cohomologie symplec-
tique du groupe de Galil6e; par cons6quent, les particules de masse nulle
doivent 6tre d6crites par une orbite d cohomologie nulie.

L'une d'el les, de dimension 6, peut se rep6rer par un pseudo-vecteur
unitaire S, un instant t, une droite D paralldle d S et un nombre e) avec
la forme symplectique suivante :

+ r{<dS, dX>-<aS, dX)l-+ j (S,  dS x dS)-+- dedt-6edt.

On peut I' interpr6ter comme une particule d'6nergie e, de moment cin6-
tique propre,l, {ui parcourt la droite D avec une vitesse infinie, d I' instant t.
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Si j : h, ceIIe orbite est quantifiable, et la quantification montre que la
particule est polarisde circulairement (i droite ou i gauche suivant le signe
du pseudo-scalaire k),  et  que sa longueur d, 'ond,e est za'hl lk l .Nous avons
donc un mod,dle non relatieiste d,e photory notons que deux photons de
couleurs diff6rentes apparaissent comme des particules distinctes - ce qui
est possible grAce d. l 'absence d'effet Doppler pour une particule de vitesse
infinie.

Le moddle propos6 ne coincide p&s avec I'approximation de I'optique
g6om6trique; en effet, le deuxidme terme de O s'oppose d des circonstances
familidres telles que la focalisation d'un faisceau paralldle par une lentille,
l 'existence d'un principe variationnel d la Fermat, etc. Ce n'est qu'en
n6gligeant 7 qu'on arrive aux conceptions classiques I notamment d la
description d'un 6tat photomdtrique - qui est simplement une loi de proba-
bilit6 d6finie sur l 'orbite.

On obtient aussi un moddle quantifiable en faisant j : h.lz; il donne
une description non relativiste du neutrino.

(*) Sdance du 3 jui l let 1967.
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