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PHYSIQUE MATHEMATIQUE, — Sur le mouvement des particules dans le
champ électromagnétique. Note (*) de M. Juan-Mamie Souriav pré-
sentée par M. André Lichnerowicz.

-

Appelons matiére passive une matiére qui subit les actions du champ de
gravitation et du champ électromagnétique, mais qui peut étre négligée en
tant que source de ces deux champs.

On peut associer a la matiére deux champs d’univers, X — T (T, tenseur
symétrique d’impulsion-énergie) et X > J (J, vecteur densité de courant-
charge); ils vérifient les équations

(1) dudt=0; OTH+Fy k=0

qul expriment respectivement la conservation de 1’électricité et ’action
des forces électromagnétiques (F, champ électromagnétique) et gravita-
tionnelles (grace aux dérivations covariantes notées ).

Il existe quelques bonnes raisons de penser que ce schéma est universel,
c¢’est-a-dire qu’il est valable pour toute espéce de matitre passive (quelle
que so1t sa structure intime, qui peut se manifester par des variables et des
équations supplémentaires); en particulier, on peut les déduire de la théorie
unitaire pentadimensionnelle, par le processus méme d’approximation qui
conduit a la « théorie provisoire » de I’électromagnétisme et de la gravitation
[eoir (*);les 5 équations (1) ci-dessus expriment la nullité de la divergence
d’un tenseur symétrique & 5 dimensions]. Nous allons voir qu’il permet de
rendre compte directement du comportement dynamique et électromagné-
tiques des particules & spin.

G

Introduisons les deux fonctionnelles linéaires & et F définies par
(3) & (X > B) :fJP-ﬁp,vol; F(X > y) :_fTF-"nwvol,

les intégrales étant prises sur I’univers, le vecteur { et le tenseur symétrique Y
étant des variables d’essal & support compact; vol désigne 1’élément de

volume riemannien.

On montre alors que & et & caractérisent les répartitions de courant-

charge et d'impulsion-énergie, et que les principes (1) se traduisent par les
équations
(3) E(X>B)=o s1 ﬁp_:dp,u,

()  EXPB)+F(Xpy)=o si fu=F,V, Tm,:%[(')pvﬁa.,vp],

u et V élant des variables d’essal & support compact (scalaire et vectorielle
respectivement).
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Expérimentalement, une particule est une répartition de matiére négli-
geable dés que 'on s’éloigne d’une ligne d’univers I'; on doit donc obtenir
une description au moins approximative de toute particule passive en
remplacant & et F par des tenseurs-distributions admettant I' comme
support, et vérifiant les équations (3) et (4).

Traitons le cas de distributions d’ordre 1; le calcul montre alors qu’il
existe un nombre g et, en tout point X de I', un vecteur P et deux tenseurs
antisymétriques S et M, tels que

(5) . @(X»,B):qfﬁudxu-—l—fduﬁ.,l\lwdf,

(6) F(Xr>7) = f [P*Yog =+ SB¥ 0, 7,] dXP — f F, %y, MP d,
(7) | dPy= gFy, dX*+ ~ dv M 9, Fyy,

(8) dS+P— Pt dXP — PP d Xt + d7[MwYF,P— MPY F 4]

(nous nous sommes placé, pour simplifier, en relativité restreinte).

Des méthodes que nous avons exposées dans une Note antérieure (*) per-
mettent de déduire de (5) et (6) les interprétations suivantes : ¢, charge
électrique; P, 1mpulsion-énergie; S, tenseur de spin; M, tenseur moment
électromagnétique (dans le cas ou1 le paramétre T est le temps propre).

Les équations (7) et (8) doivent étre universelles; ainsi, dans le cas ou &
et & sont des mesures, S et M sont nuls, on retrouve les équations du mou-
vement d’une particule chargée sans spin (dont la masse m est définie par
I'intégrale premiére P, P*= m?).

Dans le cas général, le systéme (7) et (8) ne fournit pas d’équation du
mouvement; ce qui est naturel puisque le choix de la courbe I' contient une
part d’arbitraire liée a la nature méme du processus d’approximation. En
supposant positive la répartition d’énergie, 1l est naturel de choisir pour I’

la courbe décrite par le centre de masse; ce qui fournit ’équation supplé-
mentaire

(9) S, = o.

Cependant, on n’obtient pas encore de sysiéme détermimste; il reste a
écrire des conditions décrivant de la structure intime de la particule consi-
dérée, et qui n’ont aucune raison d’étre umverselles.

On peut les chercher en postulant, non pas un formalisme lagrangien

(11 n’en existe pas pour les particules & spin), mais , plus souplement, un
formalisme symplectique. :

Dans le cas des particules « élémentaires » considérons la 2-forme o :

(10) Ak 3P, — §Xb dPy + o SkVgh? dSy, 35y + g Fyy dX 5XY
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dont la dérivée extérieure est nulle, avec les haisons (g), (11), (12) :
(11) SyyS#v—12s?,

(12) P Pr=m*+ ZES§, Fo,

s, m, i étant des constantes. Les équations du mouvement qui dérivent de ¢
[poir ()] contiennent exactement les équations universelles ci-dessus; le
moment électromagnétique M étant proportionnel a4 S (ce qui exprime la
nullité du moment électrique); W, s, m s’interprétent comme moment
magnétique, spin et masse (en ’absence de champ) de la particule. La
forme (10) ci-dessus ne différe que par des termes du second ordre en F.de
celle que nous avons proposée antérieurement (°); elle conduit donc dans
les cas expérimentaux aux mémes équations du mouvement, et en parti-
culier 4 ’équation phénoménologique de Thomas (*), et Bargman, Michel,
Telegdi (*), vérifide expérimentalement avec une trés grande précision lors
de la mesure du moment magnétique anormal de I’électron et du muon.

(*) Séance du 16 novembre 1970. ,

(1) Géomélrie et Relativité, Hermann, Paris, 1964.

(%) Comples rendus, 271, série A, 1970, p. 751.

(*) Structure des systémes dynamiques, Dunod, Paris, 197o0.
(*) Phil. Mayg., 3, 1927, p. 1.

(®) Phys. Rev. Lett., 2, 1959, p. 435. ‘
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