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I - VARIETES SII},IPLECT]QUES ET COHOMOLOGIE EN MECAI{IQTJE
-  3 - :  - :  - .  :  - ;  - :  - :  - :  - :  - :  - -  3- :  - :  -  :  - :  - :  . - :  - :  - : -  3 - :* :" :  " - : - ;  - :  - : -

On appelle vari6t6 symplectique tme vari6t6 di.ff6rmtiable sur

1aque1le on a dEfini wre 2-forme o telle qrr" 
(') 

,

( r  )

a) o est rEgul idre

b) au voisinnge de chaque point de U , iI existe des coordonn6es

locales dans lesquelles les composantes o*r, de 6 sont cons-

t  antes.

Le th6ordme de Darboux indique que lton peut remplacer la con-

di t ion b) par z

bt)  La d6riv€e extErieure de ct est nul le.

Cette structure symplectique a 6t6 reconnue et d6crite en d6tails, G!-!j9,

par J.L. Lagrange\t /  ;  Ia var i6t6 est dans ce cas l rensemble des mouvements

drwr systdme dyn.anrique lagrangien ; les composantes covariantes et contra-

var iantes de o ,  que Lagrange note (rrb) et  [a,ul  ,  sont appel6es tra-

ditionnellement ttparenthdses de Poissonrr et |tcrochets de Lagrrange" ; elles

interviennent esserrtiellement dans Ia th6orie de la trvariations des constarr-

tes arbitrai.resil d6couverte pa.r Lagrange afin de traiter Ie probldme des

perturbations en M6carrique c6leste.

Si dx et 6x d6sisnent des variations arbitraires du mouveme:rt

x ,  la quant i t6

o*u dxP 6xv

que nous noterons ici

o(ax) (ox)

peut sf e>rprimer au moyen des coordorur6es canoniques P; qi A une date t
J

\1t M6canique Analytique, d,euxidme partie, section V

f r l\ r 
' Synonynes : 2-forme - Tenseur covariant antisyn6trique du 2dme ordreo

t
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1)

par Ia formule (Lagr.ange,

(e) o(ax)(ox)

Dans Ie cas otr lron doru:e aussi

compl6t6e (n. Cartan) en :

(g) o(ax)(ox) =

enfin Ia fornrule suivante

o(ax) (ox) = _t."hdE
K

t  dp .6qJ -  6p.dqJ o
;  -J '  'J  -
.J

des variations A t 
' 

cette formule doit €tre

- iE [ap=6qJ - 6p"aqJl]  + dt6H - 6tdII
: .JJ
u.\

(H = fonction hamiltonieru:e) ;

;

--+ -) -+ ->. >
- 11 at . 64.- - V: 6t > - (rq 6V,--F,- 6t , dr"--V,-dt >-k-- ' -k l (  k K K '  K K

Ioc.  c i t . )  :

ona

(+)

qui -fait intervenir les masses n1 des points mat6riels contposarrt Ie systdme'

leurs posit ions 
f ,  

leurs vi tesses V ,  ua les forcet {  auxquel les

ils sont soumis (Ies crochets 1 , ) d6siginent le produit scalaire ordinaire).

Dans Ie cas drun syst€rne dynamique isol€, on coruraft a Priori

certaines transformations qui opdrerrt sur les mouvements du systdme : les

translat ions dfespace ou de temps ;  1es rotat ions drespace ;  Ies rr transfor-

mations de Ga1i16eil, ou rrlgnctsrrqui consistent A commr,miquer une mGme vitesse

A tous les points du systdme ; on constate imm6diatemerrt' sur la formule (4),

gue ces transformations ne changent pas la quantit6 o(ax)(0x) 
' 

d.or-c qttelles

pr6servent Ia structrrre symplectique de Irespace U des mouvements : nous

dirons que ces trarrsforrnations sont des srrmplectomorphismes de Ia vari6t6

symplectique U o

par composition, ces diverses transformations engmdrent r,ln groupe G , Ie

groupe de Ga1i16e ; G possdde rxre structure de grouPe de Lie ; sa dimension

est 10 . Nous d6signerons par g",i") le mouvenent ddduit drr.m mouvement

x dg systdme par l rappl icat ion drun 616ment a de G; on se trouve alors

dans Ia situation suivante :

71/P "n6



3)

:tique

lu grcupe G dans le grouPe des sYni-

= a-ob- '.1J 1J

:ation diff6rentiable de GxU dans U.

Chaque fois gue ces axiomes (5) se trouvent v6rifi6s r nous dirons que G

est rm groupe dvnamique de U o

Soit 7, r.m 616ment de lralgdbre de Lie I drwr groupe dy-

namique G ; Z peut €tre consid6r6 conme un vecteur tangent A Ia vari6t6

G en son 616rnent neutre € e Si nous calcrrlons

(6) 6teu(*) l

avecunevar iat ion(1) 6 te l leque 6x=o ,  6a=Z r  .3=e'ond6f i -

nit ainsi wr vecteur tangent A U en x , que nous noterons ZU(x) ; A

tout 616ment Z de $ est donc associ6 r.rn champ de vecteur ZV de la va-

r i6t€ U .

En utilisant Ie fait que les 
fu 

sont des symplectomorphismes,

on peut montrer que la d6riv6e de Lie du tenseur O associ6e au vecteur ZU

est nulle ; err util isant gne fortm.rle de cartanr on en d6duit :

0) [vol(zu(x)) + v[o(zu(x))1 = o

ofi V d6signe ItopEration de d6rivation extdrieure. Comme Vo = O (ci-dessus,

(1.b ' ) ) ,  l r  reste

(B) v[o(zu(x)) l  = o 
'

ce qui montre que Ia 1-forme o(ZU("))  ,  contract6e de o avec le vecteur

ZU(x) ,  aune d6riv6e ext6r ieure nul le ;  donc qurel le est,  localement '  14

(t)  
Synonymes :  var iat ion, d6r ivat ion.
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4'\

d6riv6e ext6r ieure drwre O-forme, crest-A-dire drun scalaire -u ;

(g) "( fu("))  
= -vu

.formule qui sf 6crit aussi z

( to)  o(zu(x))  (0")  = -  6u

pour toute d6rivat ion 6 tel Ie que

u nrest d6f inie {oans un

6Z = 0.

ouvert connexe) qutir une constarrte

addit ive prds, par cette - formule.

Nous pouvons reproduire cette proc€dure pour tout vecteur Z

pris dans I  ;  i l  est . faci le (en choisissant une base de I  )  de choisir

u fonction lin6aire de Z i on arrive ainsi au r6sultat .fondamental sui-

vant i

( r t )

Si G est un groupe dynanrique de U , iI existe, dans wr voi-

sinage de chaque point de U , une application $ de U dans gx

(espace vector iel  dual ae l talgdbre de Lie g ae e )  tel le que

"( fu("))(o*)  
= -6p(z) [p=r1l(") ]

pour toute d6rivation 6 telle que Z = O o

f i  nrest d6f ini  qurA wre constar i te addit ive prds"

7t/e "+oe

gro



Exarninons le cas du groupe de Galil

gdbre de Lie I agit sur ltespace-temps E s

1i'\ f -il' 
* p? +

z^l  I  -  Io\ .  
)  \  c

Cette interpr6tat ion de p exPl ique la

ploierons d6sorrnais : nous dirons que p est

dynami.qua.

5)

616ment 7, de ltal-

formule

terminologie que nous em-

Ie momeet associ6 au grouPe

d6finissant

noterons

( r  z)

ainsi lme rrtransformation de Ga1il6err infinit6simale. Nous

un 616ment du dual

mule

r . r ,  = t i : , i , i ,uJ
,,t

9 ; 6tant convenu qufil opdre sur Z selon Ia for-

( r  )

Dans 1e cas ori ti est le moment dfrrn syst€me dynamique, Ie calcul

montre que 7 est Ie rnoment cinCtique (du systdnre d.ans Ie mouvement x),

5>.on impulsion, E son EEWi.g ; quant d Ia variable fl>, elle srEcrit

*A- ?t , m 6tant la masse du systdme, G son barycentre ; 1e .fait que

l.! soit une constarrte du mouvemeet (th6rodme de Norther g&a€raIis€) aonne

donc les thdordmes gen6raux de Ia M6canique, y compris le fait que Ie bary-

centre a un mouvement rectiligrne r.rriforme. Notons en passarrt que 1e rrprin-

cipe de 1r6gal i t6 de l ract ion et de Ia r6act ionrtest une cons6guence du

fai t  que 1e groupe de GaIi I6e est un grouPe dynamique - et  qur i l  nry a

d.onc pas lier.l de Ie posttller A part.

Soit maintsrant a r,ur 6l6ment quelconque dtun grouPe dyna-

mique e (rigure). ot, sait faire op6rer a sr.'r un point x de U , defi-

nissant ainsi un point xx = q(x) ; pur ailleurs, on sait faire op€rer a

f  r ' \t ' '  Autrement di t

male ,$ t -g

et -E drune

f,? est Ia variable conjug6e drune rotation infinit6si-

la variable conjugru6e dfun boost infinit6simal g*t F*

translat ion spat iale V> 
"a 

temporel le e
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sur le moment FI , ea utilisant la Itrepr6sentation co-adjointerr de G , ce

qui conduit A un nouveau mornent po = u ,*(U) . On pourrait srattendre

ng

-i  
ce que F soi t  le momeet associ6 au point *o ,  c?est- i -dire que :

t (eu("))  = e*($("))
)+ +e'

En fait, S est bien lur moment de *'- :, mais ce nrest pas n6cessairernent

Ie rn6me que celui qui a 6t6 choisi initialement (n?oublions Pas fa pr6sen-

ce drwre constante addit ive arbi traire dans t !)  ;  en drautres termes, i l

existe une constante 0 (aans g" ) telle que

1'(qr(*))  -  err , ( , l l (*))  = e.

Cette rrconstantett peut se calcul.t noio chaque valeur de a ; si nous Ia

notons e(a) , on obtient donc la formule

( r  g)  SQr("))  a 
*( t (x))  

= e (")
J

11 est iru,r6diat de d6duire de cette formule ltidentit6

(r+) 0(axb) = c*(0( l ) )+e(a) va,b eG.

I

11 se trouve que 0 est diffCrevrtiable ; si nous d6sigrrons Par f 1a

d6riv6e de 0 au point e , f est 6videmment une application de I dans

Itg^ ,  crest- i -dire rrne forme bi l in6aire sur g n

par d6rivat ion ae (tg) ,  on 6tabl i t  faci lement l r ident i t6

(15) o(zu(x))(z 'u(x))  = pJ "  lz ,z ' f  + r(z)(z ' )

of i  la notat ion [  ,  ]  aesigne le crochet de l ralgdbre de Lie" I I  resulte

imm6diatement de cette formule que f est antisym6trique .

Nous appellerons cocycles (symplectiques) du groupe G toute apPli-

cation de G dans go v6ri.fiant (t+) et ayant une d6riv6e antisym6tri-

que au poi4t € c II est 6vident que 1es cocyd,es Peuvent €tre recens6s

independanmert de toute vari6t6 swnplectrique sur lequel G Porf,ffiait

opErer ; ils forment un es.Pace Vectoriel I on peut montrer que sa dimerr-

sion est f in ie,

71/P.N6
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La recherche des cocycles est dtai l leurs faci l i t6e par l r ident i td

de Bargnarue

( r  e )  r ( [x,v ' l )  (z)  + t ( lu,z ] )  (x)  + r( [z,x])  (v)

que l ton obt ient par d6rivat ion de (t+) o

Etudions l ref fet  sur le corycle 0 de la constarrte arbi trai-

re qui figrure dans 1e moment p = $(x) ; cornme 0 d6pend lin6airement

de S ron voi t  que cet ef fet  pour sr6cr ire

(17) [p-p*Ho] -  
[e-e+cobora(po)]

r fcobordrr 6tant une appl icat ion l in6aire de g* dans lrespace des co-

cycles ; it r6sulte inrm6diatement ae (t4) que

( r  e) couord(pro) (a) .  / . .  \= Fo -  4 * \F!o/  o

Autrernent dit, les diff6rerrts cocycles associ6s A un groupe dynanriqr,ie ne

dif-fdrent que drun cobord (on dit qurils sont cohomologrues) ; fu quantit6

ind6pendante du choix de la constante est donc la classe de cohomologie

de 0 ;  crest r .ur 616ment de l respace vector iel  de cohomologie de G ,

quot ient de l respace des cocycles par l respace des cobords ;  i l  est cfair

que cet espace peut,  lu i-aussi ,  st6tudier sans avoir  A connaftre de Ia

vari6t6 U o

Ainsi, dans Ie cas du groupe de Gafil6e, Vo tsargnann a montr6 .(a

l ra ide d.e l f idevrt i t6 ( t : ) )  que l respace de cohomologie a la dimersion 1

autrement dit, iI existe un cocycle particr.il ier 0o du groupe de Ga1i16e

tel  oue tout cocvcle de G sf6cr ive :

(1 e) = *0o + cobord(po)

tt
S^ 6tarrt rm 6l-6rrrent de g , m un scalaire qui repdre la cfasse de'o

cohomologie de 0 ,

Pour toute vari6t6 syrnplectique admettant le groupe de Ga1i16e com-

me groupe dynarnique, on pourra donc choisir le moment p = $(x) d.e sorte

71/P.N5
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que :

(eo) a/\= m U ta,  .
v$(q,(")) - e *(,t,("))

9

En traitant Ie cas drr.rn syst6me conpos6 de point mat6rielsr on cons-

tate que le nombre m est la masse du systdme : on voit donc que Ia masset

en m6canique cI assique, est d6finie aLt moyer d";ne cI asse de cohomologie.

Une guestion importarrte est de savoir dans que1lc mesure cette .formule

(eO) permet de .faire disp.arattre la constante arbitrairu Po figurant dans

le moment ; comrfle po ne fignrre que Par son cobord. (formule(7)), on voit

qur i l  reste, conme afbi traire,  un €16ment quelconque du;rovau de IraPPl i-

cation cobord : le calcu1 montre quc ce noyau est constitu6 par les po de

la .forme

l f i , (notat ion ( tz))  ;

par cons€quent, Ia formufe (t9) a6termine entidrement Ie momeirt cin6tique

t , ttimpulsion Ft, lu grandeur f,; mais if reste lme constarrte addi!.ive

irr6duct ible dars 1-r6nergie E o

Cette 6tude nous permet dtalalyser les diff6reJrces -fondamentales entre Ia

m6carrique classique et la mGcanique relativiste ; on admettra encoret en

relat iv i t6 restreinte, que I tespace des mouvements dfun systdme isol6 est

r.ine vari6t6 syTnplectique ; r'nais cette fois, crest le groupe de Poincar6

(groupe de Lorentz 
^an 

homogdne) qui sera pris comme grouPe dynamigue"

11 nrest Pas trds di f f ic i le,  dans ce cas, de montrer gue lrappl ica-

tion cobord est rlrre !ii.1g de f srrr lrespace des cocyc]es. Par cons6-

querrt, la cohomologie du groupe est nul1e, iI nrexiste plus de nombre ana-

logrue a la masse classique, qui soit caract6ristique du systdme dorur6 ; il

existe r.m choix du moment l.! permettant dr arueuler Ie cocycle 0 ; les for-

rnules (t S) et (t:) aevien"ne:t alors :

(er ) = eu*(t("))

6o, 07, no]

71/P.4o5
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e)

(zz) o(zu (x) ) (z 'u (x) ) = pr lzrzrT.

Commetbobordrt est wre application injective, Ie choix du moment est unique ;

Ia condition (Zt ) caract6rise entidrenent le moment relativiste ; er parti-

cur l ier l rdnergie relat iv iste est ddf inie sans constaete arbi traire.

Nous allons constru.ire, dans lf expos6 II , r:n modile syrnplec-

tique pour le point mat6riel libre relativiste ; ce moddle contisrt une

constante arbitrairu to ; lr6nergie du systdrne est 6gale A

*"2(zg) fr,
,v

f1 --
V"2

eIIe d6pend donc expliciteirent du mouvement; e:r particulier IrEnergie au

repos est 6gale A

(z+) *^ .2 .

Drautre partr  i I  existe un processus drapproximation qui permet de

passer de ce moddle relativiste i rm moddle classique ; dans ce cas la

1 )  l ' r \

masse est  €gaIe A % ,  l r6nergie i  
t^ort  + Cte \ r /  

;  ces r6sul tats

montrent que crest la cohomologie qui permet de doruner un statut rigoureux

d Ia relat ion drEinstein

(25) E
2

= inC

qui associe deux grandeurs appartenant d des th€ories physiques diff6rentes:

Ir6nergie relat iv iste E et Ia masse classique !11 o

Nous allons maintsrarrt 6tudier les applications A 1a m6canique

de quelques r6sultats math6matiques, donn6s ici sars d6monstration.

D6f ini t ion

ri6t6s symplectiques, avec Ies 2-

s Ie produit direct U, x U, , muni

(1)
cette cons-

on travaille.

Le choix apparennnent

tante d6pend en fait

objectif qui consisterait A arueuler

du r€f6rentiel ga1il6en dans }equel

71/P.N6
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(za)

Th6ordrne

(zt)

Th6ordme

(  ee)

o(ax)(6x) = or(ax, , ) (6"r)  + or(axr)(o"r)  [x = (x. ,  = *r) l

est une vari6t6 syrnplectigue i nous Irappelerons Produit svmplectique

direct de Ut et U2 .

Soit U wre vari6t6 syrnplectique ; G un groupe dynarnique

de U o 0n suppose que

G est un groupe ab6lien corulexe de dimmsion rr o

- 11 existe un mome:t E .

- La 2-forrne f associ6e (notation (tS)) est $Eafigry.

Alors

1 o G est isomorphe au groupe additif ( At, * )

20 U est wr produit synplectique direct de deux vari6t6s Ut , UZ t

Ut = vari6t6 tRn , munie de Ia 2-forme constante o1 = f ;

U, = sous-var i6t6 de U, dr,6quat ion p = O, munie de Ia 2-

forme o2 induite de ce1le de U .

Soit U une va1.16t6 synplectique ; G un groupe dynanique

de Uo

On suppose que

- G possdde un sous-groupe de Lie G invariant, ab6lien, corurexe.

La forme ? induite par f sur l-ralgdbre de Lie V de G' est

r6gul idre"

Alors

U est un produit direct symplectique (tfr6ordme pr6c6dent appli-

qu6 au groupe dynanrigue E I ;

G opdre sur U en respectant Ia d6composit ion Ut x U, i

71/P.Q6
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| " 
. fe6l est un sroupe dynamique de u 

(t ) .

Ce thdordme srappt ique en part icul ier aux cas suivants.

-  On considdre (en relat iv i t6 restreinte) une part icule charg6e soumise

A r.rn charnp 6lectronragnr6tique constaurt F . IL est clair que ce Probldme

admet comme groupe dyn.anrique G rlr,t sous-grouPe du groupe de Poincar6, i

savoir le groupe des trarrsformations qui conservent Ie chamP 6lectromagrn6-

tique ; il est clair aussi que G possdde colnme sous-groupe invariant Ie

groupe d des translations drespace-temps (puisque E est sous-grouPe

invariant du groupe de Poincar6) ;  l ralgdbre de Lie de E est l fesPace de

Minkowski ; Ie calcul montre que la 2-forme f est Proportiorueelle zu

champ €Iectromagn6tique F ; par cons6quent, si F est r6gsltu" (e) 
, le

th6ordme (eg) stappl ique ;  l respace des mouvements est une vari6t6 de di-

mension 6 , produit direct d.e Ilespace de Minkowski (mr.mi de la 2*forrne

F ) pu" wre vari6t6 de dimension 2 ; i] possdde un grouPe dynamique plus

grand que G , Er savoir le produit direct de G par Cft ; ce dernier grou-

pe est constitu par les transformations de Lorentz qui corrunutent avec F ;

sa dimension est 2 A it possdde donc un moment A 2 comPosantes, qui sont

de nouvelles constantes du mouvement ; lrtme drelles est nulle 
(g) 

i

Itautre peut srinterpr6ter comme la mesure du chamP 6lectrique dans Ie 16-

.f€rentiel propre de Ia Particurle.

Un autre cas drapplication, beaucoup plus g6n6ra1 , est celui dfr-m sys-

tdme galil6err libre de masse non nulle.

(t ) f f suffit de faire opErer wr 616ment de G sur U4 
' 

wI autre 616rnent

de G sur UZ"

(2) 
Ctest-A-d.ire si lcs champs 6lectrique et magrn6tique ne sont pas or-

thogonauxo

(3) ge ne serait pas Ie cas si Ia particule 6tait munie dtune charge nqqn€-

t:lgEg'

71/P.406
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II suffit de preedre comme groupe G Ie groupe de Galil€e ;

cornme sous-groupe G Ie groupe de dimerrsion 5 engendr6 par les transla-

tions et les boosts (addition dfrxre rritesse constante) ; on v6rifie 1es con-

ditions ae (ZZ) ; par cons6quent, U se d6compose n€cessairen".ent en produit

direct drune vari6t6 de dimension 6 (ctest Irespace des mouvements du bary-

centre consid6r6 conme point mat6riel dou6 de Ia masse totale) par une autre

vari6t6 sy'nplectique (espace d.es mouvements trautourrt du barycentre); 1e nou-

sous le

momerrt ci-

veau groupe dynarnique Gfr' , de d.imension 4 ; est isomorphe au produit di-

rect SO(S) x n ; Ia ccnporante So(3) est connue des physicieas

nom d.e groupe de spin ; Ie moment de Gfr est constitu6 par Ie

n6t ique propre et l r6nergie propre.

On voit comment le th6ordme (eB) permet dr6tendre les th6ordmes de

Koevrig A tout systdne classique, m€me sr i l  nrest pas compos6 de points mat€'

riels (exemple : une particule i spin, dont les mouvements autour du bary-

centre const i tuent une vari6t6 de dimension 2 ,  isomorphe A la sphdre , ,  
( t ) .

Comme Ie groupe de Poincar6 ne possdde pas de sous-groupe G v6ri-

fiant les conditions du th6ordrne (ZB) , la d6composition barvcentrique ne sfap$

guepas A lamdcanique relat iv iste des systdmes ;  crest l - rune des di f f icul tGs

quril faudra surmonter pour construire un rnoddle relativiste de particules

en interaetiono

( r  )
Ce fait permet de di-ffCrencier radicalement Ia particule i spin drun

solide tuurnant.

71/P.4c,6
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II - MODELES SYMPLECTIQUES DE PARTICI]LES
- : -  : -  : - : - : - : -  3- : -  3-  : -3- : -  ! -  : -  3-3- : -  : - : - : - : -

Nous allons entreprendre naintenant rrne 6tude inverse ; au

Iieu df6tudier les propri6t6s des systdmes dynamiques dorrr6s Par La nature,

nous a1lons essayer de construire des moddles de tels systdmes.

Comme principe, nous postulerons seulement que lrespace U

des mouvenents dfun systdme dynanrique isol6 est une vari6t6 symPlectique

admettant comme groupe dynamique 1e groupe de Poincar6 ; nous renongons donc

a priori A lrexistence drun formalisme lagrangien ou hamiltonierr, et n€me

A Itexistence dfun espace de phase ou de conf igurat ion.

On peut d6montrer (en utilisant Ia formule (ZZ)) que le moment

l, peut se d€finir sur U tout entier (et pas seulement localementr comme

nous Ie perrnettai t  Ie th6ordme de Poincar6) 
( t) .  

Bien srtendu, nous nor-

maliserons le moment par 1a condition (Zt , 22) .

Nous allons faire maintenant wre hypothdse restrictive : nous

suPPoseronSque1egroupedePoincar6Gopdre!.@!'surU,c|est .

i-dire que, pour tout couple de mouvements (xrxt) du systdne, iI existe r.ut

/a\

616ment a de G tel que xt = q(x) 
t'/ o li lous verrons a posteriori que

les systdmes r6pondant d cette condition sont simplement Ies rrparticules

616merrtairesrr.

A bien l r6tude

Le

du

fait g6om6trique fondamental qui Permet a.lors de mener

systdme est Ie suivant s on Peut caract6riser entitre

( r \\ ' /  Ce nfest pas Ie cas en m6canique classique : i l  pourrait arr iverr a priori ,

que l r6nergie soit tme fonction multiformeo On postule g6n6ralernent que ceci

nramive pas : on voit que ce principe phenom6nologique de Ia rn6canique clas-

sique peut €tre consid6r6 comme un enprunt licite A ladcanique relativiste.

\t/ Arrt".*ent dit, les mouvements ne diffdrent fes wrs des autres que Par.

leur situatic:r spatio-temporelle ; en choisissant convenablement un r€f6rentiel

de Lorentz, tous les mouvements ont Ia m€me description.
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ment \l/ chaque mouvenent x du systdme par son

habitude bien connue d.es physiciers, habitude

matiquemert.

Le simple examen de Ia figrure ci-d.essus montre, lorsgue

ltespace des mouvements, que 1e moment p d6crit une orbite de

sentat ion co-adjointe de c sur g* (z)(g)

qui

14)

moment 4t ; crest une

est ic i  just i f i6e math6-

x

1a

d6crit

repr6-

On peut montrer que tout vecteur tangent A U e1 un point x se

met sous Ia forme ZU(x) ; iI en r6sulte imm€diatement que la formule (ZZ)

peut Stre prise comme d6finition de 1a forme o ; pour toute orbite co-

adjointe O de G , on d6montre que cette d6finition est coh6rente, cfest-

A-dire qurelle dor:ne effectivement une structure symplectique A O o

Le probldme est maintenant purement calo-ilatoire : iI suffit de

classer les orbites co-adjointes du groupe de Poincar6, rrrwries chacune de

leur structure symplectique intrinsdqueo

( r )
En fait, ce thGordne suppose une cond.ition topologique (que Ie stabi-

lisateur du momei:t dans 1a repr6sentation co-adjointe soit un sous-

groupe connexe du groupe de Poincar6) ; i1 existe un cas or) cette con-

di t ion nrest pas v6r i- f i6e, lorsquroa admet dans le groupe de Poincar6

les sym6tr ies spat iales ;  alors i I  est possible que Ia descr ipt ion drun

mouvement x exfge, en plus du momsrt S , Ia connalssance drune qudl-

t i t6 pouvant prendre 2 valeurs ( Ia pari t6 intr insdque),

(z)
On rappelle que G opdre transitivement sur U , et que nous avons pu

annuler Ie cocycle 6 .

(g)
On appelle orbite dtun groupe op6rant sur un ensemble E Ireirsemble

des irnages drun point dorur6 de E par tous les 6l6ments du grouPe.
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Un 616ment Z de lralgdbre de Lie I  de G peut se ca-

ract€riser par un op6rateur antisym6tniqtle A et un vecteur f de lres-

pace de Minkovski E , op6rarrt selon la formule

(29) z.(x)  = A.x+I (xee)

Nous noterons

(so) l,! = [UrpJ [i 't antisyn6trique, P = vecteur]

un 6l6ment de I , op6rant sur I selon

(st ;

Avec ces conventions M est Ie moment de Lorente, P la quadri-impulsion;

i I  est int€ressant de def inir  Ia polar isat ion W de la part icule par la

formule

(gz) l i l  = 
"(M)oP

x(U) 6tant le tenseur adjoint de lvi. En effet, u: calcrrl sir,rple montre

que les carr6s scalaires des vecteurs P et W sont tous Ies deux i.nva-

r iants par la repr6sentat ion co-adjointe, donc quri ls sont constants sur

chaque orbite.

Nous nr6tudierons pas Ie cas oil P serait un vecteur de

genre tempsr eui correspondrait aux rrtachyonstr ; nous pourrons donc poser

<PrP) = 
^2

le nombre r6e1 m ainsi  ddf ini  6tant la masse (au repos) ae ta part ior le.

r-)-m >-9.

I1 r6sulte imm6diatement de Ia d6finition (32) que les vecteurs

P et W sont orthogonaux ; W 6tant orthogonal A un vecteur de geJire

temps, est un vecteur de genre esPace ; nous Pourrons donc poser :

<Wrw> = -^2 t2

d€finissant ainsi un nombre s qui sera Ie gglg de Ia particule.

T1/P.N6



16)

l-e)--:-=-9--{Y-=-9)
Dans ce cas, on montre que chaque mouvement de Ia Partictrle est dEfini par

r.ure droite T paralld1e A P ( sa tigne drr.urivers) ; la dimqrsion de

lrespace des mouvements est 6 ; ta forme o est d6finie simPlement Par

(Sg) o(ax)(Ox) = <dX,6P> <dP,6X> (X = point  arbi t ra i re de T)

Crest le point rnat6riel libre relativiste auquel nous avons fait allusion

plus hauto

r-U-:/-q
Alors la descr ipt ion drun mouvenent inclut A la. fois r .me trajectoire T

et un tenseur antisym6trique S (tenseur de spin) verifiant

(g+)
S.P = O

.2
rr(S')  = -2s-

ce qui donne Ia dimension B a lrespace des mouvementso

La forme o stobtient en ajoutant d (gS) Ia quar,rtit6

( e:;
1-

- i  t r (as.  s.6s) c
5

on a ai.esi un moddle symplectique de particule a spin ; contrai-

rement au cas pr6c6d.ent, on peut nrontrer gue ce nroddle ne possdde ni for-

t',r \
mal isme lagrangien, ni  formal isme harr i l tonien, ni  mdme d@'' .

I I )Yn = O

Le seul cas physiquenrent int6ressant est ceiui oD. W est isotrope ; i1

est alors paralldle A P r ce qui pernet de poser

W = SP

( r  )
Ceci r6sulte de Propri6t6s topologiques globales ; on Peut toujours

trouver des coordorur6es canoniques, maij elles laisselt n6cessaire-

rnent 6chaPper certaines orientations de spino

71fiP.q6



t7)

s est un )seudo-scalaire ; sa valeur absorue est re spin de ra parti-

c lr Ie,  son signe lrh6l ic i t6 ;  la dimension de lrespace des mouvements est

6 ; on peut caractdriser chaque mouvement par wre trajectoire T iso-

trope et par le vecteur p(parA11dle i T) ; mais il importe de remarquer

que ra tr4iectoire d6pend du r6f6rertiel choisi ; rorsguro: .fait varier

ce detrnier, T parcourt r.m 2-p1an isotrope.

Ce moddle convient aux neutrinos et aux photons - qui apparaissent coffne

des particrrles polaris6es circulairement ; lt .h61icit6 indique le sens

de polar isat ion.
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COMI{EI.NAIRES

9g4TIIXIgATIgI

Consid6rons Ie probldme de la quantification sous la -forme que lui a

donn6 Dirac : faire corresPondre A chaque variable dyramique u r.rn op6rateur

hermitien (que nous noterons I ; ,..rr un espace de Hilbert H de fagon a

r6al iser les relat ions

. ;  _ i . i r
(op6rateur identique sur H)

dans r.m systdme drunit6s o,) Ia constante de Planck h est prise 6gale A

zTt .

Nous avons montr6 en 1965 que lron pouvait r6soudre ce probldme en

construisarrt un espace fibr6 Y ayant pour base la vari6t6 sirmprectique u

des mouvements ; y est une vari6t6 munie drune 1-forme o , v6rifiant

les condit ions suivantes :

(sa;

tcer(6) n tcer(v@ est un espace de dimension 1 i

-  Ies l igrnes de force de cet espace vector ier sont ferm6es ;

la circulation de 6 sur ces courbes ferm6es est 6ga1e i Ia

constante de plsrrck ;

chacune de ces rigrnes de force est mise en correspondance avec un

point de u , de sorte que lrinvariant int6gral v6 correspond.e

d Ia forrne de Lagrange o de U o

Darrs ces conditions H est un espace fonctionner sur

l iser effect ivement les relat ions de Dirac (Sl) .

71/P,4O5
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I la is Ia construct ion (gB) ("quant i f icat ion g6om6tr iquerr)  nfest pas

toujours possible I  lorsqurel le l rest,  el le nrest pas toujours uniquer Ainsi

dans le cas drune part icule i  spin, une condit ion n6cessaire et suff isante

de possibi l i t6 est  Ia relat ion

(gg) (n entier)

les spins des part icules ;  dans ce casqui est effectivement v6rifi6e

Ia quanti-fication est unique.

par contre, pour un systdrne de particules, iI y a exactement 2 quantifica-

tions g6om6triques possibles ; elles sont effectivement r€alis6es dans la

nature (statistiques de Bose-Einstein et de Fermi-Dirac). II est int6res-

sant d.e renar.qulgp que le d6nombrement des quantifications utilise Ie "glg*Pg

drhomotopie,t  de la var i6t6 syrnplect ique U ;  ce nrest Pas le seul exemple

de propri6t6s quantiques subordonn6es A un probl8me drhomotopie (voir Par

exemple la th6orie des suPer-conducter.rrs).

Les groupes dynarniques, aprds quantification, posent des questions

nouvel les et int6ressarrtes :  i l  stagi t  de savoir  s i  on peut }es rrrelevert tpar

des groupes operant sur Y en respectant ta forme 6 (ttquantonrorphismest').

Dans bien deS cas, ce reldvement conduit A construire une extension non tri-

v iale du groupe :  ainsi ,  di l ts Ie cas de }rosci l lateur harmonique, le grouPe

des translations se'reldve par un grouPe non ab6liee (fe grouPe de lieyl) ;

crest Ie groupe de Poincar6 ou son rev€tement a 2 feui l lets qui se reldve,

darrs le cas drrrne particule i spin, selon la parit6 du nonbre n de Ia for-

mufe (39) i  arnsi  srexpl ique un paradoxe de Ia m6canique quant ique (Irusagle

des spirenps qui ne sont d6finis qut au signe prds dans la g6orn6trie de

lrespace de Minkowski) .

h
--2

Par
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I lEII gg! g!=I9I= g! _ELEII4I Ig :

En M6canique ga1il6anne, les th6ordmes de Koenig auxquels nous avons

fait allusion plus haut permettent de r6duire Ia description drune Particule

quelcoeque A une vari6t6 s)ryirplectique sur laquelle opdre Ie groupe

SO(3) x lR o Ainsi ,  l ratome drhydrogdne classique, dont l respace des mouve-

menrs propres est dGcrit par 1es 3 lois de K6p1er. On peut montrer que SO(4)

est groupe dynanrique de cette vari6t6, et qurit est relevable sans extension

aprds quanti.fication ; ceci 'rexpliquert Ia d6g6n6rescence des 6tats station-

naires de lrhydrogdne.

Mais le probldme devient bezucoup plus difficile dans Ie cas drrme

part icule relat iv iste ;  ainsi  que nous lravons d6jA remarqu6r i l  nfest Plus

possible de d€crire les I 'nouvements propresrr de 1a part io.r leo La d6f ini t ion

m€me dfrrne particule compos6e devient sujette A caution ; la d6composition

classique du systdme ee particules passives et forces drinteraction cesse

dr€tre possible, puisque Ia relat iv i t6 interdi t  de dist inguer entre la masse

des part icules et I rEnergie dr interact ion"

!4EII gg!E= g= ! 99 glgg g= g=si = gg 4y!

La dynamique d,es particules soumises A wr chanP Electromagn6tique

peut s!6tudier dans le forrnalisme symplectique -on arrive ainsi A reformuler

de fagon satisfaisante les 6quations de Bargmann, I' l ichel et Telegdi par

exemple, dans le cas des partictrles A spin charg6es et aimant6es.

Lrusage de la relativit6 g6n6rate permet 6galenrerrt de traiter les Particules

soumises au charnp de gravitationr dvec des r6sultats satisfaisants. Ceperi-

dant, te lien profond qui pourrait unir Ia relativit6 g6n6ra1e avec Ia for-

mulation symplectique -lien dont lfexistence est sugger6e par certains cas

particulers- reste encore A d6couvrir.
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