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SUR LA VARIÉTÉ DE KÉPLER (*) 

JEA..t'i-MARIE SOURIAU 

lo Équations du mouvement dans un champ Coulombien attractif. 

Considérons une particule de masse m, occupant la position r E R3 

à la date t, soumise à la force coulombienne attractive F = - k(r/~03 ) 

( r = Il r Il ; k > 0) o 

En désignant pat· v sa vitesse, les équations du mouvement s'écrivent 

(J.l) 
dv kr 

tn- = - - 0 

dt ~·3 ' 

on sait qu'elles admettent l'intégrale première de l'énergie 

(J o2) 
1 k 

h =- mv2 - -
~ r' 

Nous choisirons les ~randeurs 

(v= l!vll) 0 

(1.3) m, (2·nn = constante de Planck) , 

comme unités respecthoes ùe masse, longueru· et temps ; si bien que 
l'on aura désormais 

(1.4 ) 1n = 1' 

Intégration des équations. 

Considérons la variable 

(201) 

(•) I risultati consoguiti in qucsto hworo sono stati esposti n e lla conferenza 
tenuta il 20 gennaio 19730 
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definie, pour cbaque,mou...-cment, à une constante adclitiYc pr{•s. Nous 
désignerons par ' la dérivat.ion par rapport à a. Choisissons la var·iable 
q uaclrid imcnsionnelle 

(!?.2) 

un calcul immédiat donne: 

X "= ' " r , (<r v\ v -~) 
(!?.3 ) ( r ,v) 

x~~~ = (~) + 2hX' , X 1
V = 2hX '' ' 

(nous notons par <, ) le produit scalaire de R3 }. 

La dernière des équations (2.3) montre que la matrice 4 x 4 

(2.4) 1l'I = (X X ' X " X '" ), 

Yérifie l'équn,tion diff(• rcntielle linéait·c à coefficients constants 

(!? .5) 
dili 

- =Jlf·A 
da ' 

où l'on a posé 

A~(~ 
0 0 ,J (!? .6) 
0 0 

1 0 

0 1 

L'int~gration de (2.5) est immédiate 

(!? .7) .M = M 0 exp (aA). 

Le C.'tlcul de l'exponentielle est aisé par les méthodes standard <le l'al­
gèbre linéaire; on trouve, clans le cn,s h -# 0 

1 0 0 0 

IX 1 0 0 

(2.8) exp[aA] = ch Àa - 1 sb Î.a 
ch }.a ), sh.Â.a 

},2 ---;:---
sb },a -la ch .Â.a -1 sh Àoc 

ch ).oc J.3 ).! }. 
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À étant une racine carrée (rfelle ou imaginaire) de 2h (les valeurs 
propres de A sont O, 0, )., - .?. ). Bien entendu, le choix de ). n' importe 
pas, tous le8 élément.s de cet te matrice sont des fonctions paires de ) .. 

Les formules (2.2 ), (2.3), (2 .7), (2.8) donnent explicitement, en 
fonction de ex et des conditions initiales, la valeur deR variables t, r , 
r , ·rv, ( r ,v) , ( r v )v - r fr; par exemple: 

(:.L9 ) 
~h i.cx ch }.ex - l f>h i.a. - i.rx. 

l = f0 + 1"0 - }- . - + ( r o, V o> ). 2 + i.3 

Le cas h = 0 peut sc tra iter directement; on peut aussi calculer 
exp (rx.A. ) en faisant tendre ;. vers 0 dans (2 .8) (l'exponentielle étant 
une application continue), ce qui donne 

<xp 1 • A 1 ~ ( "~ " 
0 0 

~) (:! . 1 0) 
(1 

x 
. a.3 (i C('! !:! IX. 

et 

(:Ul ) 
o:: a3 

l = l 0 -r 1"0 CX. + ( r o 1 V o) -i + 6 ; 

r est un polynome du second degré en ex, ce qui montre que la tra­
jectoire est une parabole. 

Dans Je cas h < 0, (2.9) s'écrit {•videmment 

(:! .] 2) 
I'Îil !JGt ] - cos !JCX. 

l = f0 + 1"0 ..L ( r 0 , v 0 ) ---- T 
!J !J: 

!JGt - sinwx. + 3 
!J 

Dans les t rois ca., on constate que a ~--+ t est un homéomorphisme 
de la droite réelle sur elle-même: ceci justifie a. posteriori le choix 
dn paramètre a pour décrire le mou,·ement. 

3. Collisions. 

Il faut notct· que certains mou>ements (tous ceux où r 0 et v 0 ne 
sont pas imlèpendants) comportent une collision de la particule avec 
le centre a t tractif 0, collision qui se produit a>ec une vitesse infinie, 
ainsi que le mont re (1.2). 
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On pourrait convenir que le mouvement cesse après le choc; mais 
nous constatons que la. résolut ion précédente des équations du mouve­
rnent nous donne le moyen de prolonger les mouvements au delà des 
chocs; toutes les variables apparaissant dans la matrice .ilf(t, r , r, 
rv , etc.) ne subissent évidemment aucune singularité au moment 
du choc (1). 

4. Espace des mouvements et variété de Képler. 

Considét·ons l'espace d'évolution V, de dimension 7, parcouru par 
la variable y = (v, r , t) (figure 1). Chaque solution des équat ions du 
mouYement définit évidemment une courbe x tracée dans V; x est 

1 1 \ , 
r y i 

énergie l • temps ~ ~ 
to t1 h 0 

Figure 1. 

une partie de V que nous appellerons <<mouvement >>. Puisque chaque 
condit ion initiale définit un mouvement, les mouvements forment une 

(1) P our une collis ion à l ' instant 0, X 0 e t X{, snut nul" : 1~ est nul, r~ est un 
vecteur unitaire; le mouvement s'écrit 

, ch ).oc - 1 sb },oc - i.oc 
r = r0 - ----;;2 , t = - .P- ; 

Jo mobile • rebondit • sur le cen tre 11-ttract if, comme si la collision était élastique ; 
dans le cas de l'énergie négative, le mouvem!'nt est périod ique, e t comporte une 
infini té de collisions. 
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partition de V; nous noterons U l' ensemble quotient (ensemble ab­
strait des mouvements). 

Nous allons munir canoniquement U d 'une structure de variété 
(analytique) de dimension 6. 

Choisissons en effet une date t0 ; la section de V par t = t0 est un 
espace de dimension 6 (<<espace de phases à l'instant t0 >>). 

Chaque mouvement x coupe l 'espace de phases t = t0 en un seul 
point Yo= (r0 , v 0 , t 0 ), à l'exception des mouvements (x' ) qui compor­
tent une collision à cette date. 

L'application Xl-+ (v 0 , r 0 ) définit donc un système de coordonnées 
de U; en faisant varier la date t0 ! on obtient ainsi un atlas de U, 
puisque tous les mouvements sont repérés; les fm·muJcs de changement 
de coordonnées (v0, r 0 ) ~--+ (v1, r l) étant analytiques (ce qui résulte de 
l'intégration précédente, même pour les mouvements comportant 
des collisions entre t0 et tJ, U est bien une variété analytique. 

Nous appellerons désormais espace des 11nouvements l'ensemble U 
muni de cette structure de variété. 

Ptùsque h est une intégrale première, il existe une application 
(analytique) x 1-+ h de U sur R; l'inégalité h < 0 définit un ouvert K 
de U, qui est donc une sous-variété analytique de dimension 6; nous 
appellerons K <<variété de Képler >>, puisqu'elle est constituée des mou­
vements vérifiant les trois lois de Képler (complétés par le mouvements 
elliptiques <<aplat is •> sur un segment de droite). 

Notons que les 6 nombres que les astronomes donnent pour carac­
tériser le mouvement des planètes (inclinaison, demi-grand axe, lon­
gitude du noeud ascendant, longitude du périhélie, excentricité, date 
du passage au périhélie par exemple) et qu'on appelle <<éléments de 
l'orbite >> constituent une carte locale de la variété de Képler. 

5. Paramètres de Fock. 

Puisque l'espace d'évolut ion est de dimension 6, il est clair que 
les 16 éléments de la matrice M = (XX' X" X "') sont nécessairement 

soumis à des liaisons ; l'une d'olles est la relation X "' = (~) + 2hX' 

déjà donnée en (2.3). Étudions les relations existant entre X " et X". 
On rappelle (2.3) que 

(5.1) 
r '' = ( r , v) v - ~ t" = ( r , v ) 

?' 

r '" = 2hrv t'"= t + 2hr 
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Il en résult e facilement les formules: 

(5.~) 

et, si h =i= 0, 

(5.3) 

( r ", r '" ) - ?. ht" t'"= 0 

[t"-l ] x 2h. ;;. O l, 
1 

r '' f" + r"+ r " [l - tm] 
r = - -----

'2h 

"' r 
V = -­

t111- 1 

Réciproquement, si on se donne r ", r '", t" , t'1 solutions de (5.2) (<~'·ec 

t "'=i= l) , et si J'on défini t r et v par (5.3 ), les formules (5 .1 ) sont vé­
r ifi ées. 

Plaçons nous sur la. Ya t·iét é de K l-pler (h < 0) i posons 

(5.4) 
1 B = (t~;8) ( "') o=--- 0 = er 

- v=:Fh t''' 

pour norma~iser la forme quadratique qui appara it évidemment dans 
les formules (5.2) . Alors celles-ci deviennent 

(5.5) ( B , C) = 0 

où l'on utilise la norme euclidienne et le produit scala ire de R•. E lles 
exprimen t que B et C constit uent une base orthonormale d ' un sous­
espace de R4 • 

(5 .6) On peut a ussi remarquer que ces équations définissent une 
sous-Yariété (]) de R 4 x R4

, que nous appellerons ici variété de 
fi'ock . 



Sur la variété de Képler 349 

. Il est po~sible de considérer les éléments de R• comme des quater­
mons: ce qut permet de repérer un point (B, 0) de la variété de Fock 
pat· le couple (B, D), avec D = B-1 x 0 (opérations quaternioniques); 
aJorl'i les t•qua.tions de la. >ariété deYiennent: 

(5.7) 

Les ,·ar.iables B et D sont indépendantes; B parcourt la sphère S
3

, 

D la sphère S2 ; donc: 

(5.8) La variété de Fock est difféomorphe à S
3 
x S

2
• 

'est donc une Yariété compacte, simplement connexe, de dimen­
sion il. 

Il ri•suJtc facilement des résultats précédents que l'on peut mettre 
en bijection la. Yariété de Képler a>ec le produit direct R x C/J, en re­
pérant un mouYement par le couple (Loge, (B0 0 0)), B 0 ct 00 dési­
gnant les valeurs de B et 0 à une date t0 arbitraire; ces ~ >aria bles de 
Fock •> ont <'·té utilisi•es par de nombreux auteUI·s [6, ~, 10, 11]. Mais 
ell<'S ont un incon\'l'•nient grave: la <'Orresponda.nce ainsi définie entre 
la. vm·iHt'• 1lc Képler et R x if> n'est pas 1tn difféomorphisme, bien qu'elle 
soit un homéomorphisme: les variables de Fock comportent des sin­
gnla rit(•s pout· les mouvements comportant une collision à la date t0 • 

CcR t·i·sulta.ts vont drcouler immMiatement du * suh·ant. 

ü. Structure de la variété de Képler. 

Re\'(mons aux notations (2 .3) et définissons deux vecteurs U et r 
de R• par la formule 

(6.1) (Ur) = (X"X'' ) exp [-t•e !!:)] · 
En utilisant l'équation difit•rentielle XlV ~ 'Jh x · (2.3), la dériva­

tion de (6.1) fottrnit 

~ ( U Y) = (UV)(~ ::!oh) 11 - t"' J. 

soit, grâce iL (i:i. l) 

!!_ (UV) = - 2h( U l') (O 
dt 1 

en sc souvenant que dt = rda (2 .1). 

:lh) 
0 ' 
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(6.2) s' intègre en 

[ (o :!
0
k)] , (6.3) (UV) = ( U0 r o) exp - 2ht 

1 

U0 et V 0 étant les valeurs pour t = O. 
Supposons h :;6 0 ; il est immédiat que la correspondance (6.1) d(·­

finit une application (X~ X '" ) f-+- (UV) de la Yariété (/>,. définie par les 
(\qua.tions (5.2) sur elle-même (puisque t" est l'une des coordonnées 
de X "); cette application est analytique; nous allons constater qu'elle 
est bijective et bicontinue. 

En effet, (UV) étant donnés sur $ ,. , l 'équation (6. L) pourra se 
résoudre en 

si nous trouvons la valeur de t'' convenable, c'est-à-dire égale à. la. qua­
trième coordonnée de X ". On a donc à resoudre l'équation numérique 

(OOOl)·(UY)·exp [t· (~ 3

0
k)] · (~) = t" , 

qui se développe en 

(6.4) U l 
, ,, ,r sh }.t'';. " 

4 c 1 11t + , , ;. = t , 

u. et v. étant les dernières composantes de U et V. 
r~a. discussion de cette équat ion montre qu'elle admet une setùe 

solut ion réelle t"; aussi bien pour h > 0 (A réel) que h < 0 (A imagi­
naire)) ; dans ce dernier cas par exemple, on reconna.it en (6.4 ) l' équa­
tion de K épler 

la. r elation a.2 + b2 ..;; 1 qui assure l'existence et l'uniciU• de la solution 
est une conséquence de l'équation de WA vérifiée par (UV). 

De plus t" est une fonction continue de (UV): (X" X m) f-+- (UV) 
est bien un homéomorphisme de w,. sur elle-même. Mais ce n 'est pas 
tm difféomorphisme: le calcul montre facilement que le rang de l'ap­
plication linéaire tangente s'abaisse de 5 à 4 aux points où t'" = 1; les 
singularités correspondent aux collisions. 



Sur la variété de K6pler 351 

La bijectivit<' nous permet cependant de repérer analytiquement 
par (h, U0 , V0 ) tout mouvement (d'énergie non nulle) qui n 'a pa.s de 
collision à la date t = 0 ; tout mouvement sera repérable par (h, U1 , V 1 ) 

s'il n'a pas de collision à une date t1 ; grâce à (6.3), on constate que 

(6.()) 

(U,l.,) = ((10 r o) exp[- 2ht, (~ 

Wo r o) = (l·, 1·, ) exp [2ht, (~ 

co qui montre que (h U0 l'0 )t-+ (h U 1 V1 ) est prolongeable par une ap· 
plication bi-analytique de R• sur R•; ainsi se trouve vérifié directement 
le caractère analytique de la. variété des mouvements (d'énergie non 
nulle); on constate de plus que cette variété est repérée analyt-iquement 
par (hU0 V 0 ) . 

Restreignons-nous désormais au ras h < 0; comme nous l'avons 
fail1 en (5.4) pour X " et X "', normalisons les vecteurs U et V en posant 

] ) [' ' 

(! 

] e (6.ï) P = () = 1. 
' e 

1/(!; l 

cc qui revient à, poser 

(6.8) P = B cos w - C : in w (/ = B in oJ + C cos lo 

avec 

(6.9) 

Notons que la t1·anscription de (6.2) donne 

(6.1 0) 

(BC) et (PQ) sont deux repères orthonormés qui tournent dans 
le même ~-plan, avec un déphasage w variable; mais (PQ) tomne anc 
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une vitesse angulaire constante 1/rl, tandis que (RO) tourne avec 
des à-coups; en particulier, dans le cas de collisions, la vitesse angu­
laire de (BO) devient infinie. 

Nous obtenons ainsi le ré. ultat fondamental: 

(6.11) La variét{• de Kh>ler est (globalement et analytiquement) 
difféomorphe au produit rlirert R x if> de la droite réelle par 
la variété de Fock (5.6 ), dour à R x S3 x 82 : on obtiellt un tel 
difféomorphisme par 

P 1 et Q1 Haut le!i ' 'aleurs, à un instant arbitraire t1 , des va­
riables PQ (6.7). 

Ce r(•stùtat montrl' qu<' la nuiét(• de Ki•pler est sépa.rée (2 ) et sim­
plement connexe. 

Bien entendu, on pourrait donner nue structure di.fférentiable (ou 
analytique) ;'L la varil-té de Képler ell choisissant le pa.ram{•trage 
(Log (h (B 1 01 }) ; m~~i s cette structure dép endrai t de la date t 1 choisie. 

Les variables P , Q ont Hl• int rodui tes par Bacry [~] et Gyorgyi [7] 
comme g1;nérateurs fl'un groupe dynamique (voir ci-dessous, § 11); 
Pa uri et Onofri [ lJ] ont proposé de le; utili. et· pour repérer les mou­
vements. Nous l<>s lli·signerons dans la su ite comm<> wriable11 de Bacry­
Gyij,-gyi. 

Il peut être intt:•res~ant <Pintroduire la variable complexe 

(6.1~) z = ·v'ël P + 'i(.JJ , 

Il est el~~ir que 

(6.13) rz, z) = 0, z =P O 

< , ) désignant le l11'0duit scalaite p1·olongt.> par biliu{·a.ritl: de celui 
de R4

; rériproquement, toute solution de (6.13) sc met cl'unc seule 
façon sous la forme (6.8), (P, Q) appartenant à la vat·il-té de Fock, 
e étant positif: la variété de Képler est difféomorphe au cône isotrope 
de l'espace euclidien complexe de dimension 4. Il en rés tùte imm(·­
diatement que l'on peut la. munir d'une stt·ucture de variété analytique 
complexe (de dimension 3). 

(~) Co no serait pus le eus si l 'on nvait convcuu ùc fui~:o cesser les mouve ments 
après un ch oc ; d l'U X mouvements ayant un même prolongement nu travers du chue 
auraicnt alors une intersection non vide pour tous Jours voisinages resp!'ct.ifs . 
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' . Structure symplectique. 

On peut définir, sur l'espaee d 'évolution d'une particule soumise 
ù un champ de (orees F, une :!-forme cr par la. fot'mule suivante (3 ) : 

(7 .1 ) cr(by, ~ ' y) = ( m,c5v - Ft5t, ô'r - vô' t) - ( mc5'v - Fb' t, ôr - vôt'>, 

by et ô' y étant deux Yariations de la condition initiale y = (v , r , t). 
Il est f:wiJe de constater que les équations du mou•ement s'écrivent 

(ï .2) 

<'e qui constitue une généralisation du principe des travaux virtuels. 
Dans le cas ùu problème de Képler (et chaque fois que F dérive 

d'tm potentiel), la. dériYéc extérieure de a est nulle (cr est fermée): 
il en résulte alors que cr e ·t un invariant intégral absol1t, au sens d'Eli e 
Cartan, des équations ùu mouvement. 

En ù"autres termes, on peu t définir une 2-forme de l'espace des 
motœernents U (Yoir la figure 1 ), encore notée cr, par la formule 

( ï.3) a(ô.r, b ' .t) = a(tJy, l'J ' y) , 

(la forme de r est l'image réciproque de celle de u par la projection 
y 'r--7 x, qui est une application différentiable ouverte). 

La 2-forme de U est 1·égulière (son rang est égal à la dimension de U, 
donc 6) et ferm<;c; elle munit donc (J d'une structure symplectique. 

S. Homogénéité. 

Une circon. tance particulière apparaît ici, en raison de l1wmogénéitl· 
nu potentiel cotùombien. Si }. est un nombre =1= 0, on constate que 
la substitution 

(8.1) 

ne change pas les équations du mouYcmcnt : elle défi nit donc un groupe 
de dillt•omorpb ismcs de l'espace des mou,-ements T.l. La tra.n for-

( 3 ) \'o ir lu référence fl 4], où l'on t rouvera les démon.~lrationH d~Js rosulLat s 
pl'~sentés ic1. 

23 
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mation de h est 

si bien que <·es difiéomo1·phismes préservent la varii·ti• de K(·pk•J·. 
Leur action sur la forme a est éddente (en (ï .1)): 

(8.3) a -r Àa. 

Il en ri· ultf', si l'on définit une dérivation !50 en posr~nt 

À =- 1 ' 

c'cst-~t-dirc 

Ô0 V = - v, Ô0 t = 3t, 

que la dérivi•e tle Lie de a est i•gale à a (voir [H], p. 103) ct que a est 
la ùt'rin:Oe extt•rieure d 'une 1-formc éü donnée par 

rü(ôy) = a(Ô0 y, by) , 

c'est-à-dil·e, grâce à (7.1) 

(8.4) w(by) = ( v, br ) - hbt J_ o[3ht - 2( v , r ) J 1' 'Voy. 

Cette 1-forme est un invariant intégral absolu, contrairement it ht 
forme de Cartan qui est composée des deux premiers termes de l'ex­
pression (SA); on peut donc la calculer sur l'espace des mou ,·ements. 
En variables de Bacry-Gyôrgyi {4 ) on t rouve facilement (5 ) la formule 
particulièrement simple: 

( ' .5) 

( 4) L'expmssion est plus compliquée U\'CC les variables de :Fock; on troU\·c 
( ge, c5B)- e6B4 • 

(5 ) Il s uflit de choisir t = 0 dans (8.4) ce qui d onne tD(6y) = - ( r 0 • ôv 0)­

- b( r 0 ,v0): on passe au.x variables ùe F ock par les formules (5.3 ), puis aux variables 
d e Bacry-Gyorgyi par (6.8). 
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9. Structure symplectique de la variété de Képler . 

Lo•·sque le mouvement déct·it la. variété de Kl·plcr, la va•·iaùle Q., 
décrit la Hphère uni tt\ , 3 de R4 ; la variable n0 = - (!P,. d(•cTit l'er; pare 
vectoriel tangent à. 8 3 en Q0 (pri>é du vecteur nul); on pt>ut iclent itiee 
n 0 à un c~ovectem· tangent par la . t i'Uctmc euclidienne de R4

; on l'<'­
connat t alors dans (8.5) la 1-forme fondamentale d u fibrl• rot augent 
à 83 ; d 'où par déri\·ation ext t; t·ieure, le résultat : 

La variété de .K~pler est globalement symplcctomorpltl' au fibré 
cotangc•nt ~b la sphère S3 , pr ivé de . a. section nulle. 

1 0. Structure des variétés d'énergie constante. 

P ui:::quc la. variétt• de Képler e:;t ùifft•omOJ·plt<' iL R x ifJ (6.11 ), 
cùaque équation e = eo ((?0 = constante posit ive) ou lt = - 1 /:!.e~ (d. 
(5 .4-)) défini t une sou,<;-va riété tPg, de la variété de Kl•plet·, difféomorphe 
ù, la variété de .Fock ifJ = 83 x .'-12 , donc compacte et de dimension 5. 

Un calcul . impie monh·e que la 1-forme induit e par la 1-forme 
w (8.5) munit cette variété d 'une strtwture de contact; de fa.<; on pr(•cise 
Cf>g, est un fibré en ce1'cles au dessus d 'une ntriétô . ymplf."ct ique de 
dimension 4 , elle même ~ymplectomorphe a u produit sympl<•ctique 
direct de tleux sphèreS S~ (espace des états St<\tionnai res : \ 'OÏl' [J -1 ], 
p. 157) . L<l. ciJ·culation do w sw· cha,que cercle est éi!ale à '2nQ0 • 

Par conséquen t (j>u. est u ne 1:ariété quantique (ibidem, p . :n S) si 
eo = 1, c'c:t-à -dire si h = - i; compte t enu des uni tés rhoisies ( 1.3), 
on reconmtit l'état fondamental d 'un atome d hydrogène: l 'lot : ~ t sta­
t ionna it·e cla.s ·ique quant ifiable a même énergie que celui que l'on 
déduit de l'équation de chrôdingcr. 

On t rouve les aut res états pour f!o = n (E N), rn ident ifiant les 
sommets d' un polygone régulier à n sommets su•· chaque ec•·clc (mt; ­
t botle de ftt.sion, ibidem p. 326). On a a insi rctrou,-é le : pectre tliscr·et 
d'énergie Ile r a.tomo d'Hydrogène {6); la variétt:• de KPpler contient 
en eUe-même la quantification de es états stationnaire·. 

Noton. que r e. pace de Planck as. oci(• (ib . 363) est con!ïli tué des 
t r·arcs, sm· rJmque vari\•t\' C/J,., cl ef! fonctions ~-homogèn<'s de d<'gré n 
de hL var·i::tble z (6. 12 ). 

(1 ) On monlrc facaleml'nt que (/>q, n't•st pns q unnlifinblc s i l?o n 'est pas (' nt ier. 
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1 1 _ Groupes dynamiques de la variété de Képler . 

Il est bien connu que le groupe des difl'éomorphismes d'une variété 
V (not.(• DiiT(l')) se relève canoniquement à son fibré cotangent par 
un groupe de sy.mplectomorphi~mes respectant la section nulle. .En 
choisissant y = s3, on a donc le résultat suivant: 

(11.1) L e groupe Diff(8
3

) opèt·e symplectiquement sur la variété de· 
Képler _ 

Les groupes de difféomorphismes de cette variét-é sont appelés 
généralement groupes dyna miq1tes; on les distingue parfois en ~ groupes 
d 'in>a.riance >> et (< groupes de non-invariance » selon que l'action du 
groupe commute, ou non asec les translations temporelles: ce qui 
re,-i('nt à dire qu'elle conserYe le hamiltonien h, donc la. l'aria.ble r!· 

lei Q Cl$l la longueur du ,-ecteur tangent :t0 ; on obtiendra. donc un 
groupe d'im:ariance en se limitant aux: diffl>omorpbismes qui conser­
vent la. longueur des vecteurs cotangents, c'est-à-dire aux isométr ies 
de S

3
• Celles-ci sont obtenues par l 'action sur S3 du groupe orthogonal 

0(4) ; d'où le théorème: 

(ll.2) Le groupe O(J) est groupe d' invariance de la variété de Képler: 
il agit selon la formule 

Il est. clair que les orbites <1e 0 (4) sont les n~riétés d'énergie constante 
étudiées ci-dessus. 

Toute acLion , ymplectique d 'un groupe de Lie semi-simple donne 
lieu à la. construction d'un mom ent Jl, élément du dual de son algèbre 
de Lie ([14], p . 105) . 

Ici l'algèbre de Lie g est l'ensemble des matri ces antisymétriques 
4 X 4; la métrique llOSitiYe 

(ll .3) 

(qui est d'a illeurs égale à la forme de Killing au facteur près - ! ) 
per met d' identif1er Ç à son duaL Le momenL se ealcule immédiate­
ment en remarquaut que 0 (-1) laisse invariante la. ! -forme w (ibidem, 
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p. 107): on trouve 
0 la l2 - eel 

( 1, 
0 -1, - ec2 

( 11.4) Jl -
- /2 1, 0 - ee, 

[!Ca IJC2 er3 0 

/ 1 , 12 , 13 étant les composrmtes du moment cinétiq1M 

(l 1.5) l = r x v (X : produit vectoriel) , 

e, , e2 , e3 les romposantes cl tt t'ecteur de L en:: r9J 

(l 1.6) 

Le fait quo 0 (4) soit gr·oupe d' invariance -ou, si l'on veut, lo théo­
rème de Noether symplectique (7)- montre que l ct e sont des int~ ­

g,·a.lcs premières : elles ont connues, d'ailleurs, depuis Laplace, bien 
que le •ectcur e ne soit pas popu1a.ire chez les astronomes. Dès 1926, 
W. Pau1i avait reconnu que les composantes de la. matrice 1-t engen­
drent par crochets de P oisson, l'algèbre de Lie de 0 (4) p 2). C'est en 1966 
qu'est parue ln. première recherche de l'action globale du groupe [3]. 

On peut noter que l'action de O(.J) respecte la structure complexe 
de Ja variétl· de Képler (6.13). 

Un groupe de << non-inYariance >> est fournie par les transformations 
conformes de f33 : SUl' toute sphère de dimension > 2, CP groupe se con­
fond a•ec lo groupe anallagmatiq1te, c'est-à-dire le grou pe des t rans­
formations homographiques de R"+' qui respectent s •. l ei ce groupe 
est isomorphe à. 0 ( 4,1 lt (composantes orthocb1·ones du groupe de De 
Sitter 0 (4,1)). Son action sur S3 s'obtient en remarquant que le ,·ec-

teur ~ = (~) est isotrope dans l'espace hyperbolique .R4,1 de signa­

turc ----+; donc qu' il est transfo1·m<'· par 1 action de tout élé­
men t M de 0(4,1 ) en un a ut re w cteur isotrope. , i M est ortbochrone, 
M~ appartient i~ la m(•mc classe (futur ou passé>) que E: il existe donc 
;. > 0 t el que 

(11.7) . (rt) J / ' = 1. 1 ' 

Il suffit de poser Q' =- M(Q). 

( 7 ) Voir [14), p . 107. 
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Ainsi: 

0(4, l )î est un groupe dynamique de la variété Ile K (> pl t-t' (8). 

Les i. omi-tries sont un Nt.s particulier des transformations 
conformes ; par cotd·qnent l'action ùe 0 (-t , 1)t prolonge celle 
de 0 (-!). 

(11. ) 
On vérifie t.rès facilement que 0 (-t , 1)t opèt'<' tmnsitirnnent su•· 
Ja variét(· de Képler: la t lu'•oric des moment:; (rl·1l, p. 118) 
laisse donc prévoir que cette action est isomorphe à celle d<' 
0 (4, l )t sm· une OJ'bite de . a repri· ·entation coa.djointe (con­
Jondue ici avec la représe>ntation adjointe). 

Ln ,·éritication directe m{•ne fac ilement à l'énon<'<' • uiva nt: 

Soit Eu un espace euclidien hyperbolique de r-; ignn.tnre 
-- - - ...L oit gu l'algèbre de Lie du groupe 0 (-1, l )t de TJJ, 
c'est-à-dire des (•léments de L (b', E) qui sont antisym1>triques 
pom la stl'Ucture euclidienne. 
Soit fl l'ensemble des Z E g4•1 dont l'ensemble de valeur._ est 
ùe dimension 2 ct non ri•gtùic r (9 ). 

Alon;: 

1) ü est tme orbite de la représentat ion (eo)-adjoiuto de 0 (·1, 1); 
sa dimension est 6. 

(11.9) 2) Si l 'on a choisi une base or·thonormale de E4 1 tout élément 
Z E {) y est représenté par une mat•·ice 5 x 5 (10) 

(
QP-PQ P) 

(! p O , e > O: P , QE S3 : ( P,Qr~ O. 

3) r~a bijection de ü av<'C la variété de Képlcr que l 'on ob­
tient en iden tifiant e, P, Q avec les ,·at·iables de Gyorgyi­
Baet·y est un symplcctomorphisme (11 ). 

4.) L'action d<' 0 (4,1)~ stu fJ est alorf\ isom01·phc fL l'action 
analla.gma.t ique déHnie ci-dessus. 

(ti) 0 (-t, 1) complot opôr<l évidl'nunent , mais pa.a e!ftctitJemen/. 
(") C'cst-ù-ùit·o quo ln. métrique indui te' <lo la métr ique eu clidll'nnc de ./<.'4 •1 est 

dégénul'(·o. 
( 10) );ous ù é•!!ign ons part X la lig ne t rans posée d 'une colonno X . 
( 11 ) On rappc•lle q uC' toute o rbite coadjuinte es t munie canotuqucmcnl d ·uno 

struc ture symplt•ctique [8) , ( 14), p . 11 6. 
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Cette même méthode permet de prolonger l'action de 0 (4.1) par 
celle de 0 (4.2 ) (12) . 

(11.10) 

Soit Eu un espace euclidien de signature--- -++ . 
Soit gu l'algèbre de Lie de 0 (4,2 ). 
Soit Q ' l'ensemble des éléments Z de gu qui y(•rifient 

Alot·s: 

1) Q ' esL une orbite de la repr(•sentation (co)-adjointe de 
0 (-1,2): sa. dimension e.·t 6. 

2) Dans une base ort110normale <le Eu . tout éli•ment Z E Q ' 

est représenté par une matrice 6 x 6: 

p Q) 
0 1 , e =t= O; P, Qe S3 ; t P,Q)- 0. 

- 1 0 

3) tl' pos::~èdc deux composantes connexes, Q > 0 ct e < 0; 
chacune d'elles est symplecLomorphe à la Ya.riété de K(•pler. 

JJt' • ou -groupe ùe 0 ( l,2) qui con. en ·e chaque composante ùe Q ' 

est donc un groupe dynamiq1(e de la. ,·a.riété de Képlct·; il s'agit du 
groupe orthocht·oml' O(·t,:nt . ~oLons que le groupe complet 0 (4,2) 
agit pa.•· symplectomorphismes et a.nti- i'iymplectomorphismes (en iden­
tifiant, deux: points opposés de Q'). 

Cc groupe dynamique 0 (4 ,2 lt prolonge l'action de 0 ( 1,1 )ti ce n'est 
pas un sous-~roupe du gt·oupc dynamique Diff( '3 ) . 

1:!. I ndications sur les mouvements à énergie po itive • 

• oit H 3 l'hyperboloïde unité de 1 espace de ::\Iinkowski : 

H3 = {Q : Q est un Yecteur unitaire du genre futur} . 

Il e. t facile, pat· transposit ion des calctùs précédent:!, de >érifier 
que l'espace des mouYements ~b rnergie posit ive est symplectomorphe 
au fibr<' cotangent Îb H3 pri>é de sa section nulle. 

Il en résul te éYidemment que tout groupe de difféomorphismes 
de H3 sc relèYe pat· un groupe de symplectomorphismcs de la. "a.riété : 

( 12) Cette action a é té d onnée a u n iveau d e l'algèbre de Lie par G)·orgyi [ ï] ; 
global('mcn t. par Onofri e t Pauri [ Il ]. 
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notamment les isométries de la variété riemannienne H 3 fournissent 
un g1·oupe d'inva.rW.nce: il est isomorphe à 0 (3,1) (groupe de T .. orentz 
orthochrone ( 13 )). 

Il est facile de réaliser sur la Yariété l'algèbre de Lie des groupes 
0 (3,2) et 0 (4,2), respectiYement correspondants aux groupes 0 (-! 11) 
et 0(4,2) dans le cas de l'énergie négatiYe. 

Mais ces groupes n'opèrent pas sur la varié tt' des mounments; 
les champs de vecteurs associés à leurs g~nératems ne sont pas complets. 

D'ailleurs H 3 est difféomorphe à R3
; l'espace des mouvements it 

énergie positive est donc symplectomorpbe au cotangent de R3 privé 
de sa section nulle: en d 'autre termes il existe un système de coor­
données canoniques global (p1 , g1), ast reint à la seule condition 
(pl ,pz, Pa) =P O. 

(13) On rappelle que ce grou pe mw1it J-13 de la géométr ie d e Lo batchevsk i. 

Testo pervenuto il 22 gennaio 19ï3. 

Bozze licenziate il JO ottobrc 1974. 

RÉFÉRENCE 

[ l j L . A USI.A:O:DER e t B . K oSTA-"T, Bull. Ame r . Math . , oc .. ï 3 ( 1967). 692. 
[2J H . BAC"RY, Nuovo Cimonto (X ), 41 (1966), 222. 
[3] H . BACRY, H . R uEoo et J .-M. SoUBIAU, Commun. :\!ath. Phys., 3 ( 1966), 323. 
[4) A. O. BARUT etH. KLETNERT , Phys. Rev. , 156 ( 1967), 1541. 
[5] A . O. BAttUT e tH. KLEINERT. P hy s. Re\'., 157 (1 967), Il O. 
[6) V. FocK, Z. P h ys., 98 (1935), 145. 
[ 7) G. GYônon , Nuovo Cimento, 53 ( 1968), 71 ï. 
[8) A . A. KmiLLov, Uspeh i Ma t. Nauk., li (1962), 5ï. 
(9] P. S. de LAPLACE, Oeuvres. 

[10) J. MosER, Commun. P. App. Math ., 23 (1970), 609. 
[11) E. 0NOFRI et M. P AURI, P r eprint , U niY. di Parma (1971 ). 
( 12) W . PAULI, Z. P h ys ., 36 (1926), 336. 
[13) J. ?tL SoURIAU, Comm. Math. Phys., 1 (1966), 374. 
[14) J . M. SOOBJAU, Structure du SyBtèmu Dynamiquu (1970). 




