CONSTRUCTION EXPLICITE DE L'INDICE DE MASLOV. APPLICATIONS.

par Jean-Marie SOURIAU®

Abstract :

Le revétement universel de la grassmannienne lagrangienne est
plongé dans un espace numérique, ce qui permet de définir 1'indice de Maslov-

Arnold-Leray par une formule explicite.

Les propriétés cohomologiques de cet indice permettent de rendre
transitive la transformation de Fourier ; on construit ainsi un espace de

Hilbert ol agissent naturellement le groupe de Heisenberg-Weyl (représentation
de Schrddinger) et le groupe métaplectique (représentation de Shale-Weil).

Dans le cas d'un oscillateur harmonique, 1'espace ainsi construit
coincide avec 1'ensemble des solutions de 1'Bquation de Schridinger. Cette

équation est donc explicitement intégrée ; on obtient un prolongement de la

formule de Feynman qui est valable pour des durées arbjtrairement grandes.
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§1 - PLANS LAGRANGIENS

Soit G une 2-forme d'un espace vectoriel E , c'est-d-dire
un tenseur covariant antisymétrique d'ordre 2 . Contractée avec deux vecteurs
X,Y € E , on obtient un nombre que nous noterons
T(X,Y)

ou encore
g (X)(Y)

ce qui a 1'avantage de mettre en évidence 1a 1-forme

T Y s o (X)(Y)

et de présenter o
X = 6 (X)

comme une application de E dans son dual £* . Si elle est bijective, on
dit que O~ est une forme symplectique, ou que G donne & E une

structure d'espace vectoriel symplectique.

Dans un espace vectoriel symplectique, 1a relation

(1.1) a(X)(Y) =0

entre deux vecteurs X et Y s'appelle orthogonalité ; c'est une relation
symétrique ; si E' est un sous-espace vectoriel de E , 1'ensemble des X
orthogonaux a tous les vecteurs de E est un sous-espace vectoriel, que nous
noterons orth(E') ; on a la relation

(1.2) dim(E') + dim(orth(E')) = dim(E) .
E' sera dit isotrope si
(1.3) E' < orth(E")

c'est-da-dire si Tes éléments de E' sont deux a deux orthogonaux ; c'est Te

cas pour tous les espaces de dimension 1 , & cause de 1'antisymétrie de G
On appelle plan lagrangien tout sous-espace isotrope maximal (pour la rela-
tion d'inclusion) ; i1 est clair que tout sous-espace isotrope est inclus
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dans un plan Tagrangien ; que tout plan lagrangien pN vérifie

(1.4) A = orth( A )1,

§

et (grace & (1.2)) que tous les plans lagrangiens ont la méme dimension n ,
8gale 3 la moitié de celle de E ; i1 n'existe donc que des espaces symplec-
tigques de dimension paire.

Deux plans Tagrangiens N et }x sont dits transverses si
(.5) 7 O\0 p =}o}

ce qui s'écrit aussi (@ cause des dimensions de E , N, e )
(1.6) E= NG p

Si \A et )L sont lagrangiens transverses, nous noterons (Yxr> 1'appli

cation

(1.7) Lo 00 = o (O)(Y) V Xxen , Vvey{ ;

F e —
i
;
]
!

QT% est une bijection linéaire de ‘% sur )A*

Soient A oM \Y trois plans lagrangiens deux & deux
transverses ; alors 1'application

= V, e O, e O
(1.8) i})rv A Ay PV_
. * .
envoie  j~ dans son dual p 5 g Ay est donc un tenseur covariant

d'ordre 2 de [V visiblement injectif ; on vérifie facilement que gxrv
est symétrique, donc qu'il munit ;& d'une structure euclidienne ; nous
noterons

(1.9) ;rsgn(\ s oY)

la signature de g A iav , C'est-a-dire la trace de la matrice
¥
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)

représentant g,)fw dans une base orthonormale. Il est clair que
(1.10) sgn( A LY e i.—n T n-2, n}

si 2n est la dimension de E ; on peut choisir % s [4 Y pour que
toutes ces valeurs soient effectivement atteintes.

Nous verrons au §4 que sgn( /\, e ¥ )} est une fonttion anti-
symétrique de ses trois arguments, et que 1'on a

(1.11) sgn(/\ . ,A s ¥ ) =sgn( (ﬂ,lu,v)+sgn()\,f,v)+sgn(/\,}u,(ﬁ) \

—_—

si ¢ est un plan lagrangien transverse a \, | SR (Leray,[III]);]a cohomo-
Togie qui transparait dans ces formules sera exploitée au §8 ci-dessous.

§2 - ACTION DU GROUPE SYMPLECTIQUE

Soit E un espace vectoriel symplectique de dimension 2n , /\ un
plan Tagrangien de E . On peut construire un plan lagrangien M transverse
a A osi (Sl S2 Sn) est une base de A , la base duale de S s'iden
tifie (grace a la dualiteé U—)‘I‘ ) & une base (T1 T2 Tn) de Ko il
est clair que

(2.1) (S; +oe Sy Ty e Tp)

est une base de E , dans laquelle la matrice du tenseur (~  s'écrit

(2.2)
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on dit que (2.1) est une base canonique de E .

Si E' est un autre espace vectoriel symplectique de méme dimension, 1'appli-
cation Tinéaire a qui envoie les vecteurs d'une base canonique de E sur
ceux d'une base canonique de E' est évidemment un isomorphisme de la struc-

ture symplectique :

(2.3) a g L(E,E') , a bijectif , o-(a(X),a(Y)) = o (X,Y) XY

1'ensemble des a vérifiant (2.3) sera noté Sp(E,E') , (Sp(E) si E'=E) ;
i1 est clair que Sp(E) est un groupe, appelé groupe symplectique ; c'est

un sous-groupe fermé du groupe linéaire GL(E) , donc un groupe de Lie ;
c'est d'ailleurs un groupe semi-simple classique ; sa dimension est n(2n+l).

11 résulte de la construction (2.1) des bases canoniques que
Sp(E) agit transitivement sur 1'ensemble /\(E) des plans lagrangiens de
E ; on constate que Te stabilisateur d'un plan est un sous-groupe fermé
de Sp(E) , dont la dimension est n(3n+1)/2 ; ce qui confére a /\(E) une
structure de variété de dimension n{(n+l)/2 sur Taquelle Sp(E) agit diffé-

rentiablement ; cette variété _A(E) s'appelle la grassmannienne lagran-~

gienne de E .

La construction des bases canoniques (2.1) montre aussi que la figure
constituée par deux plans lagrangiens transverses est unique en géométrie
symplectique. Mais des triplets lagrangiens peuvent présenter n+l confi-
gurations ; en effet, si 7\, M ¥V sont des plans lagrangiens deux & deux
transverses dans E (resp. \' , r' , V' dans E' ) 1la condition

(2.4) | 11 existe a € Sp(E,E') tel que a(X\) =¥ calp ) =p s

entraine évidemment la condition
(2.5){ sgn(%,y,v ) = sgn( N, p v

Te calcul montre que cette condition est en fait suffisante.
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83 - REVETEMENT DE LA GRASSMANNIENNE LAGRANGIENNE

. n .
Considérons 1'espace vectoriel complexe , muni de la struc-
ture hermitienne définie par 1a forme sesquilinéaire positive

(3.1) <x,y> = x1 yl+ X2 y2 4o X" yn (xj, yj = coordonnées de X,y )

si 1'on sépare la partie réelle et la partie imaginaire de {x,y>:

(3'2) <X,}’> = g(X,y) - 1F(X,y)

on constate que §  munit C" d'une structure d'espace vectoriel symplec
tique réel de dimension 2n ; on peut le prendre comme modé&le pour un tel

espace ; son groupe symplectique sera noté Sp(n) .
Le groupe unitaire U(n) est défini comme 1'ensemble des

(3.3) gae 6L(n, C) / <a(x)s a(y)> =<xoy>  Vxoy ecc“}

tout a € U(n) respecte évidemment la forme (¢ ; donc
(3.4) U(n) C Sp(n)

on peut vérifier que tout élément du groupe symplectique Sp(n) s'écrit,
d'une seule fagon, sous la forme

(3.5) a oexp(b oG )

a el(n) , b étant une matrice complexe symétrique, C  1a conjugaison
complexe de C" . Ceci montre que Sp(n) est connexe et que son groupe
d'homotopie est Te méme que celui de U(n) (nous allons constater qu'il
stagit de Z. ).

(3.6) La grassmannienne
n P
lagrangienne de C sera notée J/\(n) s sioAe\ (n) , on peut choisir

une base (al, gy oo an) de qui soit orthonormale pour la structure
euclidienne définie par le tenseur g (3.2) ; on a donc, V j,k
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g(aj9 ak) = %Jk s G (as ak) =0
ce qui s'écrit simplement
(aj’ > = Ejk ;

cette relation exprime que la matrice formée avec les colonnes aj

est unitaire :
(3.7) [ ne Aln) l &~ & I1 existe a€U(n) , A= a(IR”)J

(3.8) .
Ainsi, dans 1'action de Sp(n) sur la grassmannienne lagrangienne
Ny, A(n) est orbite du sous-groupe compact connexe U{(n) , donc elle-
méme une variété compacte connexe ; le stabilisateur de [R " dans U(n)

est par définition le groupe orthogonal O(n) ; U(n) est donc difféomorphe

4 1a variété quotient U(n)/0(n) (Arnold, LI1)).

(3.9) De méme, 1'ensemble des plans lagrangiens orientés est difféomorphe
a U(n)/SO(n) ; c'est un revétement connexe & deux feuillets de A (n) , la
projection sur j\(n) consistant & "oublier" 1'orientation.

Au lieu de considérer /\ (n) comme un quotient de U(n) , on
peut aussi la plonger dans U(n)( [Ilﬂ) ; en effet, si a et a' sont
deux éléments de U(n) , i1 est clair que

1) =a’ C(a"4) ] { C = conju-

gaison
compliexe) ,

[a®™ = 2 ®Y)]es [ ace@

donc que 1'on peut identifier A(n) & 1'image de U(n) par 1'application

1

(3.10)  ab> A=acC(a")

image qui est 1'ensemble des matrices unitaires symétriques ; 1'identification
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d'un plan lagrangien X et d'une matrice ) est donnée par la régle

(3.11) [xed ] & [2=) co)

C(x) étant la colonne conjuguée d'une colonne X € c” ; on en déduit
les régles
(3.12) [ >\ et 7\‘ tr‘énsverses} & [ >\—}' 1'nvers1'b1e1

(3.13) ] alA) =a X C(a'l) ‘ Ya€Un),Vvre A(n)

ol a désigne ]'action (3.8) d'un élément a de U(n) sur J\(n).

N
Désignons par U(n) 1'ensemble des couples
(3.14) (a_,cf) a € Un , yem
vérifiant 1'équation

(3.15) det(a) = e’

N
si 1'on munit U(n) de la loi de composition x

(3.16) (a, (f) x (a', C.f') = (aa', <?+(f' )
PN . N
U(n) devient un groupe de Lie ; (a,4 ) +—> a est un morphisme de U(n) sur
U(n) , dont le noyau est le sous-groupe discret des (I, 2kw) , ke Z;
/(F) est donc un revétement de U(n) .
On remarque que 1'application
(3.17) (b ) > (be'F ng) be sum) , wem
AN
est un isomorphisme du produit direct SU(n) xTR sur le groupe U(n) , donc
~N N

que U(n) est simplement connexe : U(n) est donc revétement universel de
U(n).

N
(3.18) Gréce & la décomposition (3.5) , U(n) pourra s'identifier a la
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N
partie du rev@tement Sp(n) située au-dessus du sous-groupe U(n) de
Sp(n) ; en particulier, le générateur K du groupe d'homotopie de Sp(n)

s'identifie & 1'élément
(3.19) K= (I, 2w)

PN
de U(n).
N
De méme, si on considére la variété A(n) des

(3.20) (), 8) [(NeAl), 5eR  det(m=e'’]

le groupe discret des Lk :

(3.21) LLA,B)=(X,0+2r) , ke Z

et Ta projection

(3.22) (A,0) =
-
font de  A(n) un revétement de  A(n) ; 1'action (3.13) de U(n) sur
A(n) se relave par 1'action de U/(F) sur m) :
(3.23) (32¢) (29) = (a A cal) , 29 +0)

qui est encore/{rans'itive ; on constate que le stabilisateur qe 1'élément
(I,0) de N(n) est 1'ensemble des (a,0) , a vérifiant [ ael(n),
a = C(a) , det(a) = 1} s c'est-é—dire[a € SO(nﬁ;\j{(\n) est donc difféo-
morphe au quotient du groupe simp1eme/r£c connexe U(n) par le groupe connexe

S0(n) , donc simplement connexe ; A(n) est donc le revétement universel de
(3.24) A(n) ; Te groupe fondamental (3.21) de .A(n) est isomorphe & Z (Arnold, [II])
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§4 - INDICE DE MAsLov [I]

Si A est une matrice carrée, nous définirons le logarithme de A
par la formule

<
_ ! -1 -1

(4.1) Log(A) = %[SI—A] - [s1-1] ds

} o9
qui s'applique chaque fois que A ne posséde pas de valeur propre négative
ou nulle ; Log est une application C™ qui vérifie
(4.2) exp(Log(A)) = A si Log(A) existe ;
d'ol découle
(4.3) eTr(Log(R)) _ det(A)—] :
on notera que
(4.4) Log(A™}) = - Log(A)g .

Nous définirons 1'indice de Maslov m(u,u') de deux points

b= (NQ) . u=(N, 0

N
de _/\(n) par la formule

(4.5)

m(u,u') =_2_.1; l: §-08'+i Tr(Log(—) )\/"1»}

m{u,u') existe si la matrice -A At n'a pas de valeur propre négative
ou nulle. Comme i1 s'agit d'une matrice unitaire, i1 suffit qu'elle n'ait
pas la valeur propre -1 , c'est-3-dire que T - X)"’ soit inversible ;
donc que ) et )\’ soient transverses (3.12).

En utilisant (4.3) , on trouve

. , .
e21‘rr m{u,u') _ QinT

ce qui montre que
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m{u,u') eZ si n pair
(4.6)

m(u,u') € Z+—;—, si n impair ;

toutes les valeurs permises par cette régle sont effectivement atteintes,
car

(4.7) m(L"(u) , L" (u')) = k-k' + m{u,u')

L étant le générateur (3.21) du groupe d'homotopie de /\(n).

Le groupe symplectique Sp(n) agit sur A\(n) en conservant la transversalité
des couples de plans lagrangiens ; comme Sp(n) es/t\connexe, cette action se
re]é/vs en une action de son revétement universel Sp(n) sur le revétement

/A(n) . Donnons-nous un couple de points u,u'¢€ /m tels que m{u,u')
existe, donc que u et u' se projettent en des points transverses de A (n) ;
si a € SF(\n) > a(u) et a(u') se projetteront aussi en des points trans-
verses de  A(n) ; par suite, 1'application ai—> m(g(u), g(u')) envoie
la variété connexe Sp(n) dans Z ou Z+1/2 5 comme elle est continue,
elle est constante :

Pl
(4.8) m(a(u) , a(u')) = m(u, u') ¥ a€ Sp(E)

N
1'indice de Maslov est donc invariant par 1'action de Sp(E) ; sa définition

(4.5) ne dépend qu'en apparence de la structure hermitienne par laquelle
n

nous avons complété la structure symplectique de (E ; (4.5) est en fait

une formule pratique de calcul.

La formule

(4.9) m{u,u') + m(u',u) =0

est évidente sur (4.5) (utiliser (4.4)) ; quant & la formule de Leray

(4.10) m(u,u') + m(u',u") + m(u",u) =% san( s VL N ) }

) i
oll )\, >\ ,)\ sont les projections de wu, u', u" sur _A (n) , elle se
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vérifie facilement en utilisant un choix particulier de >\, N s X“ corres-
pondant & chaque signature ; elle s'étend ensuite au cas général par 1'action
du groupe symplectique (3.13) et de son revétement universel (3.23).
(4.9) et (4.10) 1impliquent immédiatement 1'antisymétrie de "sgn" et la
formule cohomologique (1.11) : la demi-signature apparait comme le cobord
de 1'indice de MasTov.

La définition proposée ici pour 1'indice de Maslov différe d'une
constante de celle de Leray ( Tn ). Indiquons comment elle se rattache
a la définition originale de Maslov ( L ).

Une variété V , plongée dans un espace vectoriel symplectique E ,
est dite lagrangienne si son plan tangent est lagrangien en tout point ; on
définit ainsi une application T de V dans A (E) (figure 1 ). Maslov
privilégie une direction lagrangienne particuliére >\° 3 1'ensemble des
x €V tels que T(x) ne soit pas transverse & 7\0 "s'appelle contour
apparent de V .

Soit F un arc de courbe tracé sur V , dont les extrémités
F(0) et F{1) n'appartiennent pas au contour apparent. T o F e/sE une o~
application de [0,1] dans  A(E), qui posséde un relévement ToF a (E).
Si 1'on choisit un relévement 3\\3 de N. s le nombre

(4.11) = m()\ 1)) - m(>\ ToF( ))

est un entier qui ne dépend ni du choix du relévement de T « F , ni de celui
de X, (voir (4.7)) ; c'est 1'indice de Maslov proprement dit de 1'arc F .

IT est nul si 1'arc ne rencontre pas le contour apparent (parce qu'alors
AN =S
t }—em(}, ToF(t)) est une fonction continue & valeurs entiéres).

Si Ta courbe est un lacet (F F(O)) , la formule (4.7) montre
que Te F(1 k(T F 0)) L étant le générateur (3.21) du groupe d'homo-
topie de /\(E) » Kk T1'indice du lacet. Par conséquent k repére la classe
'd'homotopie de ToF , et ne dépend pas de N, ; un lacet dont 1'indice de
Maslov n'est pas nul rencontre donc les contours apparents attachés & toutes

les directions lagrangiennes.

Si V est orientable, 1'application T se reléve par une applica-
tion TV a la variété des plans lagrangiens orientables, qui est un revétement
connexe & deux feuillets de A(E) (3.9) , donc identifiable au quotient de
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“A(E) par L2 . Alors 1'indice de tout lacet tracé sur V est un nombre

- Figure 1 -

§5 - DENSITES

Soit & un nombre positif, E un espace vectoriel réel de dimension
n . Appelons repére toute application linéaire S de ]'Rn dans E
X -densité de £ toute fonction

f définie sur les repéres at vérifiant

(5.1) £(SM) = F(S) ,det(M)’O( pour toute matrice M .
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Les ©(-densités réelles forment un espace vectoriel ordonné de dimension 1 ;
Te produit d'une {(X-densité et d'une [b-densité est une (O&+ [5 }-densité ;
la puissance (5 d'une  X-densité positive est une (o((b)-densité posi-
tive.

On appellera {X-densité d'une variété V tout champ continu de
X-densités de 1'espace tangent ; les difféomorphismes de V agissent Tiné-
airement sur les X-densités.
On sait définir 1'intégrale sur V

(5.2) 6
v

d'une 1-densité B 3 support compact ; cette intégrale est invariante par
difféomorphisme.

L'espace H,, des 1/2-densités complexes a support compact de V
est muni d'une structure préhilbertienne si 1'on pose

(5.3) <“P/‘v>v = Py b ) Yo, e H,

v

(5.4) Si a est un difféomorphisme de V sur une variété V' , 1'image

par a d'un élément de Hv est un élément de HV' , et cette application
est unitaire ; elle passe évidemment aux complétés 3'€v , a*fv, . En parti-
culier, le groupe des difféomorphismes de V sur V se représente unitaire:-

ment sur H, et

v )tV'

Si V et V' sont deux variétés de dimension n et n' , un
repére S de V en x et unrepére S' de V' en x' définissent natu-
rellement un repére du produit cartésien V x V' au point (x , x') ; nous

le noterons S & S' ;3 si G et ! sont des x-densités de V et V' ,
il existe une X -densité de V x V' , que nous noterons ki)@l.l)’ , telle

que
(5.5) [LPQ@Q)’](S@S'):‘-P(S) ‘-P’(S') en tout point de V x V' ;

nous 1'appellerons produit tensoriel de qJ et &P’ ; ce produit est

bi-linéaire.
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§6 - REPRESENTATION DE SCHR@DINGER.

Désignons par T e tore (groupe multiplicatif des nombres
complexes de module 1 ). E &tant un espace vectoriel symplectique de dimen-
sion 2n , considérons la variété Y = E xT parcourue par la variable

(6.1) - (x,2) [x € ,ze"ﬂ“l

Y peut &tre considérée comme un fibré principal au-dessus de E , par la
projection

(6.2) T x,

et T'action du tore
(6.3) Z(x,z) = (x,2z) [ Vze T |, V (x,2)e ¥ ]

Munissons Y de 1a 1-forme TJ  définie par

3z
cz

' — ﬂ_ e Ex, +

IT est immédiat que la dérivée extérieure de T est 1'image réciproque,
par la projection (6.2) de la forme O de E , que Te générateur I(%)
du tore est le vecteur vertical tel que :

(6.5) T (T(p) =1

Soit Quant(Y) 1le groupe des difféomorphismes de Y qui respectent
la forme ¥ ("quantomorphismes") ; tout quantomorphisme respecte la fibration,
et commute avec le tore ; il se projette donc sur E selon un difféomorphisme
qui respecte o ("symplectomorphisme") ; on définit ainsi un morphisme de
groupe

(6.6) Quant(Y) - —>  Sympl(E)

ce morphisme est surjectif ; son noyau est le tore, centre de Quant(Y) ;
Quant(Y) est donc une extension centrale de Sympl(E) .
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Le groupe (E,+) des translations de E est inclus dans Sympl1(E);
son image réciproque par le morphisme (6.6) sera appelé groupe de Heisenberg ;

il agit transitivement et librement sur Y , si bien qu'il s'identifie & Y
en choisissant arbitrairement son &lément neutre e ; nous prendrons

(6.7) e = (0,1)

ce qui fournit sur Y 1a loi de groupe

- i ]
(6.8) (x.2) x (x'.2") - (X+X,, o 2 T (x)(x ))

le tore Fﬂ“ est encore Te centre de Y

En choisissant une base canonique de E , on constate que 1'algébre de Lie
de Y est celle des "relations de commutation" de Heisenberg ; le groupe
lui-méme a &té introduit par Hermann Weyl,

Soit j\ un plan lagrangien de E ; 1'ensemble des

(6.9) (x,1) [xex]

est un sous-groupe abélien de Y , que nous noterons Y) ; les algébres de
Lie des Y, sont les sous-algébres maximales incluses dans ker(%J ) .

Notons Y/ )\ la variété quotient de Y par Yk 3 Y/ A  est une variéteé
de dimension n+l sur laquelle agit Y , et en particulier T ; 1'action
de T est libre.

Puisque T est le centre de Y , 1'espace H>‘ des tPe HY“(S,B}
qui vérifient la "condition de circulation"

(6.10) Z(P) =zx¥

est invariant par T'action de Y : i1 constitue donc un espace de représenta-
tion unitaire du groupe de Heisenberg : c'est la représentation de Schrédinger ;

nous allons chercher si 1'on peut identifier les représentations de Schrddinger
associées aux divers plans lagrangiens )\ € A(E) .
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§7 - PAIRING

Soient }\/'AEA(E) , A et }A transverses. E gtant un point
de Y , désignons par £ et w1 ses projections sur Y/X et Y/pm
(Figure 2) ; 1'application %> p= (¢, ) de Y dans le produit
cartésien V =[¥/3] x[Y/rx] est un plongement (parce que A et p sont
transverses).

(7.1) Soit I le générateur infinitésimal du tore agissant sur chacune
des varigtes Y , V/x , Y/p, V3 I(¢) = (I{8), I{m)) est 1'image de I(3%)
par le plongement §»—a‘> ; par contre le vecteur I'(f } = %(I(e ) -I(m))
est transversal & 1'image de Y .

Soient (¢ H) , We H,L ; qc&q) (5.5) est une semi-
densité & support compact de V , invariante par 1'action du tore (parce que
\.() et P vérifient chacune la condition de circulation (6.10)) ;81 S
est un repére de Y en i s 1'application

(7.2) | W Srs[¢e «P](l’(r), ;—;{_OS)

est une semi-densité de Y , elle aussi invariante par T

- Figure 2 -
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Par ailleurs le groupe de Lie Y posséde une semi-densité positive inva-
riante We : L We est une l-densité ; posons (cf.(5.2))

(7.3) (o, v> =\ wa, ;
M dv

on définit ainsi une forme sesqui-linéaire entre H, et H,k , appelée

"pairing” de H, et H,A ; bien qu'elle ne fasse pas intervenir la struc-
ture symplecti Ve, cette définition est équivalente a la définition origi-
nale de Kostantvét Sternberg. Notons que :

Le pairing posséde la symétrie hermitienne, en ce sens que

(7.4) <¢P/4’>)F = (b, ‘P>,4\A

i
il est invariant par 1'action du groupe de Heisenberg :

(7.5) alghralh)y =Ly v - sioa € Y]
¥l

a+> a designant la représentation
de Schrédinger (§¢)

Théoréme :

Soient MX et M’L les hilbertiens complétés de H), et H},, H
i1 existe une application unitaire “?\)‘ de N\ sur )‘fr caractérisée
par

{5, =9 ooy Vet Ve,

Ce théoréme suppose une normalisation convenable de la demi-forme invariante
W, » & savoir

0.7 1w ()™ ook

@ étant la densité de Liouville de E , P\ la densité de Haar de 1 3
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i1 se vérifie en choisissant une base canonique de E associée au couple
‘>\, o (voir (2.1)), ce qui permet d'identifier chacun des espaces &
LZ(T\?\“ ) 5 on constate alors que

1 —_— ) ‘:<V/‘1>
(7.8) <‘{’,\P>)\r = {JLT]Y‘H ¢lp) Y e dp dc‘

m&n

donc que CF)‘V est simplement une transformation de Fourier entre M,\
et b’t# ; on peut donc considérer le pairing comme une "géométrisation" de
la transformée de Fourier.

L'unitarité de f‘F et la formule (7.4) dimpliquent Ta formuie
M

(7.9) [/’F»)\r(]-1 T

’A)\

Une question se pose alors naturellement : le pairing est-il transitif ?
a-t-on f—??\ 3\;“ :@\N si N, gV sont transverses deux a deux ?
Dans le cas particulier le plus simple (n =1, sgn( '\, pevy ) =1)
on constate, en choisissant naturellement les coordonnées, que cette
question devient :

la fonctionnelle —F'

£

4 "L‘F[ﬁ*éhuﬂay( ya
Flg) by = e Dy
DB =

vérifie-t-elle F° =17

La réponse est non ; c'est seulement F24 qui est égal a
1'identité ; un calcul élémentaire montre en effet que F2 est le produit
de la conjuguée de F (égale a F_1 ) par 1'intégrale de Fresnel
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10

\ 2

. 2
1 e1y /2 dy
“0Q

dont la valeur est eiTr/4 ; on a donc q:/‘o pv = eiw/4 :S’\W :

le cas général se raméne a celui-ci en choisissant une base de 1'espace M
qui soit orthonormale pour la métrique I py (1.8) et en la complétant
canoniquement dans A (resp. dans ¥ ) ; ce qui conduit & la formule
générale

5. y /
’S; - :z)%m(k}y; ) /3):\ (]
(7.10) A T =€ i

sgn étant la fonction définie en (1.9).

Quel parti peut-on tirer de cette formule ? On peut songer & se
débarrasser du terme génant en déphasant Ta définition du pairing ; ce qui
revient & résoudre le probléme cohomologique implicitement posé par la
formule (1.11) , c'est-a-dire & considérer le cocycle "sgn" comme un
cobord : nous savons que ce n'est globalement possible qu'en passant au
revétement, et que la solution est fournie par 1'indice de MasTov.

§8 - ESPACE DE_SCHRODINGER

PN
Soit donc A (E) Tle revétement unixsrse1 de la grassmannienne
lagrangienne  A(E) , P 1a projection de A(E) sur  A(E) (voir le

§3).
SN
A tout w € A (E) , nous associerons 1'espace de Hilbert Eﬁ{. » que

Plw)
nous pourrons noter ch ; 1'ensemble des couples

w

(“/q’) [ue/\/(;)/,‘)l)ebf(‘d
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P
peut &tre considéré comme un fibré hilbertien de base NA(E) (figure 3).

Nous dirons que u et v sont transverses si les plans
lagrangiens P(u) et P(v) 1le sont ; nous poserons alors

- iTmlyy
2

(8.1) Fuv = € qu(u), P(v)

m étant 1'indice de Maslov (4.5) , CF‘ Ta "transformation de Fourier”
définie en (7.6).

IT est clair alors que

sur a’(u

F est une application unitaire de b(

uv v

= F

(8.2) Fuv vu

Fuv ° Fvw = Flw

$i u, v, w sont deux & deux transverses ; la définition (8.1) a é&té

choisie pour assurer la derniére de ces identités, grice a la formule de
Leray (4.10).

Théoreéme :

On peut prolonger 1'application (u,v) s Fuv a tous les couples
(8.3) | de  A(E) (transverses ou non) de fagon que les formules (8.2) restent
valables : ce prolongement est unique.

Etablissons d'abord deux lemmes :

I1 existe une partie & de A(E) telle que

- Deux éléments distincts t, t' de (:) sont transverses ;

(8.4) P
- Pour toute partie finie (u1 s Ups wens Ub) de  A(E) , i1 existe

t € @ qui est transverse a Ups ysenns up .

IT suffit évidemment de choisir une telle partie dans  A(E) et
de relever arbitrairement chacun de ses éléments. En supposant que E est



138

N
1'espace C » on choisira 1'ensemble des matrices z I ,[z e 1 (avec
T'identification (3.11) des plans lagrangiens & des matrices ). Les pro-
priétés (8.4) résultent immédiatement de (3.12) , qui implique

[ A transverse a zI] &~ i}\ n'admet pas la valeur propre z].

C.Q.F.D.

S
Pour tout couple u,v & A(E) , il existe une application d)w

telle que
(8.5)

¢uv=FUf o Fio [ Yte® |, t transverse 3 u et

IT suffit de montrer, si t et t'é€ @ , t et t' étant transverses @ u
et v, que
tv

ceci résulte des formules

-1
Fut‘ = Fi«(r A F‘:U) Ft'f\, :FE'EOFt\r ) Ff:t‘ = F-t;'t

valablesen raison de (8.2) parce que t et t' sont transverses (8.4).
C.Q.F.D.

I1 est alors élémentaire de vérifier que q’\uv est le prolongement unique

cherché de Fuv ; exemple : quels gue soient u, v, w, il existe t €@

transverse & u, v, w (8.4) ; on a alors

q>uv°d>vw =FoteFo e Fo “Fae T © dﬁ‘w

ce qui vérifie la derniére des formules (8.2).

C.Q.F.D.

Théoréme :

SN
(8.6) Fo=1 Yue A(F)
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(8.7) (e Ia« YV k,k'eZ

F ,
e, LY w0y «

i

L é&tant le générateur (3.21) du groupe d'homotopie de  A(E).

I1 suffit de choisir t transverse d u , d'écrire Fuu =F, o Ftu s

FL(u)u = FL(u)t a Ftu , d'utiliser la définition (8.1) de F , la

formule (7.9) et les propriétés (4.9), {(4.7) de 1'indice de Maslov.
C.Q.F.D.

(8.8) - La formule (8.7) montre que F ' =1 s
LRy, UKy A

donc qu'il n'est pas nécessaire d'utiliser le revétement universel de '/\(E)
pour parvenir au résultat : on peut si 1'on veut se contenter d'utiliser

la "variété de Maslov" , revétement 3 4 feuillets de la grassmannienne
lagrangienne (et par conséquent revétement & 2 feuillets de Ta variété des
plans lagrangiens orientés) ; mais ce n'est pas indispensable.

- Nous pouvons maintenant utiliser ces résultats pour trivialiser
le fibré hilbertien de 1a figure 3 , en identifiant toutes ses fibres & une
fibre-type X e
effet (7.13) et (7.16) montrent que la relation nu

(8.9) [(u,\?) m(w,w] = [w’: Fw(w)]

que nous appellerons "espace de Schrodinger" ; en

est une équivalence, et que la structure hilbertienne du quotient 3(5
définie par T'unitarité de 1'application

(8.10) D> classe (u, ¥)

est indépendante de u .

- La relation (7.5) indique que les "opérateurs de Schrodinger"
a commutent avec les GF;r , donc avec les Fuv » ce qui montre que 1'on

peut directement définir la représentation de Schriédinger sur 1'espace 31 E

par la formule

(8.11) a (classe (u,y)) = classe (u , a(¥))
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L

\/’— \\——“’"—l-——“—""’”j

|
!

v v
| I

AE) /’_‘\w/

PV 1
/\(E)w

- Figure 3 -

§9 - REPRESENTATION METAPLECTIQUE

La variétd Y a été munie, au §6 , d'une structure de "variété
quantique" définie par la forme TJ (6.4) et d'une structure de groupe
de Lie (6.8) . Il est facile de trouver les automorphismes simultanés de
ces deux structures : ce sont les images du groupe symplectique Sp(E) ,
agissant sur Y selon la régle

(9.1) a{x,z) = (a(x), z) [ aeSpe), xe E, ze‘TT'J

- Si a désigne un automorphisme d'un groupe de Lie G , H un sous-groupe
fermé de G , i1 est clair que a définit un difféomorphisme de la variété
G/H sur la variété G/a(H) par la formule
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(9.2) a(c]asseH(‘x)) = c]assea(H)(a(x)) Vx e 6

En appliquant ce procédé au cas G =Y , H=Yy , a € Sp(E)
(notations du §6), on voit que (9.2) définit un difféomorphisme de la
variété Y/x sur la variété Y/a( » donc une application unitaire
de Hy, sur H Yacn (5.4) 3 a étant un quantqmorphisme, commute
avec le tore (6.6) , si bien qu'il applique le sous-espace H, (défini
par la condition de circulation (6.10)) sur 1'espace H ; cette

a(x )
application unitaire passe aux complétés Mx’ Ma\(’»

IT résulte de Ta construction du pairing que a dédouble foncto-
riellement la figure 2 - donc que

(93) <g(q})’é(%>a(x\x(r) = <¢'({>>‘}*
£

ce qui se traduit (Cf. (7.6)) en

. o
(9.4) T = 2 ?MA =

oy, ay
N
Si donc nous choisissons un &lément b du groupe Sp(E) , revétement universel
de Sp(E) qui agit sur le revétement  A(E) de A(E) , et si nous désignons

par  Ti(b) sa projection sur Sp{E) , nous aurons (Cf. (8.1))

(9.5) Fou) b(v) = T(0) = Fyy e OR

N
ce qui montre que Sp(E) agit unitairement sur 1'espace de Schriddinger D¢ E
selon la formule

(9.16) b(classe (u, ¢ )) = classe (b(u), 1 () 4 ))

c'est la représentation de Shale-Weil ([V])

Cette représentation n'est pas fidéle ; considérons en effet le générateur
K= (I, 2w) du groupe d'homotopie de Sp(n) (3.19) H
son action sur A(n) , donnée par la formule (3.23) , est

(2, &) — (X, 0+bw)
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2

elle coincide donc avec celle de L™ (3.21) . I1 résulte alors de (8.7)

que

(9.7) Ky =-¢

donc que K2 appartient au noyau de la représentation i/li representat1on

de Shale-Weil est donc une représentation unitaire de Sp(E)/K , c'est-a-

dire du revétement & deux feuillets de Sp(E) , appelé groupe métaplectique
(d'o son nom de représentation métaplectique).

- On remarquera que le groupe métaplectique et le groupe de Heisenberg
engendrent un produit semi-direct, extension par['Z/ZZ];\"D" du groupe
des symplectomorphismes affines de E , et que celui-ci se représente sur
1'espace de Schrddinger Eﬁ(s ; cette "représentation de Weil-Weyl" contient
les deux précédentes.

§10 - APPLICATION A L'OSCILLATEUR HARMONIQUE

On appelle oscillateur harmonique & n dimensions un point g
mobile dans un espace euclidien de dimension n , les équations du mouvement
dérivant du lagrangien

(10.1) %mllg—‘g\lz -v()

ol 1'énergie potentielle v est une forme quadratique positive.

On peut choisir une base orthogonale ol cette forme est décomposée en carrés :

2 2
(10.2) v(q) = 3 JZ=1 WS g W, >0

ce qui fournit n ‘“mouvements propres” de 1'oscillateur, de périodes

respectives 27T / ooj .
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La linéarité des eéquations du mouvement et le calcul des crochets de
Lagrange montrent que 1'ensemble E des mouvements posséde une structure
d'espace vectoriel symplectique ; elle s'identifie & celle de q:“ (83) si

(10.3) 1°) on a choisi des unités de longueur, masse, temps telles que la

masse m soit égale & 1 et la constante de Planck & 2w

q .
2°) on désigne par pj les variables 'Hfi et on pose

L ?(‘r:‘ (11

gy

n

(10.4) "% = e C

b—f';m n
T 9

n

les valeurs des pj et qJ étant prises & la date t =0 .

Nous nous proposons de construire et d'interpréter 1'espace de
Schrodinger associé 2?(5- (§8).

Faisons quelques remarques préalables :

(10.5) Si on désigne par 3, 1'opération qui consiste & retarder un
mouvement d'une durée arbitraire T ,

tF—>at

est un morphisme du groupe additif TR dans 1e groupe symplectique Sp(E) ;
ici, dans le groupe unitaire, car

-vR,T
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(10.6) - t étant une date arbitraire, Tes mouvements dans lesquels le point gq

passe & 1'origine & 1'instant t forment un plan lagrangien >‘t , et 1'on a

;\'c+t =2, o‘b)

n
comme on a visiblement >\o= R™ , on a donc At = at(TR n) ; d'ol
avec 1'identification matricielle (3.10)

Xy =2, Clag ™) = g
-]

(10.7) - Les applications "C»al. , ti >‘t se relévent respectivement aux
"

revétements universels Sp(E)} , /\/(\E) par

ts——>b_c) b u,

de sorte que

on pourra choisir

b‘C = (a"C' )‘-[LJ1+H\+W,,]T> } u_l:: (azt )“2 {(A)1+.,.+LJ"] t)
|

(10.8) ~ L'indice de Maslov m(ut, %’+t) ne dépend que de T ; en effet
m(ut, ur+t) = m(bt(uo) , bt( ug)) =m(ug, u, ) (formule (4.8)) ; la
définition (4.5) donne alors

MUy Ugyy) = —;T-{{Z(uﬂ»f 40, )T+ 4 Tr(log(-a_, ¢ ))] ;

en utilisant le résultat auxiliaire

Log(-e™™ ) = 1[o<- ™ -2 Ent(e/2% )l Ve R-inZ

ol Ent désigne la partie entiére, il vient
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n

=n .
mug > Ugyy) =7+ Z Ent(ey T/ ) ;
J=1
on voit en particulier que Uy et Upst sont transverses si T n'est
pas demi-période d'un mouvement propre. m

(10.9) La variéte Y/)»t peut se repérer par les variables

i=ze§.JZF’}q”

q19 qzs seny qn s

les valeurs des qj et p. étant prises & 1'instant t ; un &lément de

J
T'espace X, s'écrit

At ’
bla, a0 e

n
p étant une demi-densite invariante sur R x W, stant a carré
sommable.

Alors un élément de 1'espace de Schrddinger Ey(g pourra étre
considéré comme une classe d'équivalence de couples (xt . q)t) pour la
relation ~o (8.9) ; en effectuant le calcul du pairing (Figure 2) et
en utilisant 1'indice de Maslov (10.8), on constate que cette relation

s'écrit o
. g{1+znk(3%:>]
L‘/T+E(q1) q) H "

o s (e
2» J S\h(u—r)[ 01,)(1# {qa‘*qa ]C s(

X kP (‘1, -9 )
dq!

dql n

PIEERN

T )]

chaque fois que u, et Uzt sont transverses, c'est-a-dire quand
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T n'est pas une demi-période.

Nous savons donc que M‘ est 1'ensemble des fonctions
des variables t, Qps--+5 Gy » qgui sont & carré sommable en Gpse -+,
pour chaque valeur de t , et qui vérifient cette équation (10.10) ;
nous savons d'ailleurs qu'elles constituent un espace de Hilbert, le carré
de Teur norme étant

2
(10.11) 'QP(ql,..., qn)‘ dq1 dqn
R ‘
qui est indépendante de t
- En effectuant quelques dérivations sous le signe , le lecteur se

convaincra sans trop de peine (voir Bérenguier [VII] }» que les solutions de
(10.10) verifient 1'équation de Schriodinger

(10.12) {—A&P o) Y= :'%LE

qui se trouve donc explicitement intégrée (10.10).

- Cette formule est d'ailleurs un prolongement de celle de Feynman ( [VI] )
qui s'applique seulement au cas ol \tl est inférieur & la plus petite
des demi-périodes (alors 1'indice de Maslov se simplifie en %sgn(‘z:)).

- On peut interpréter (10.10) de la fagon suivante : un retard de T
sur une foncti%'onde &b 1a transforme en bt('\la) s br é&tant
1'élément de Sp(E) calculé en (10.7) , b, agissant sur ¢ par
Ta représentation métaplectique (9.6) .

Utilisons cette remarque pour calculer “P.c,.r& dans un cas non
transverse : traitons le cas d'un oscillateur isotrope (toutes les fréquences
propres étant égales) ; prenons pour T la demi-période v E . On’
trouve facilement (en utilisant (10.5), (10.7), (3.21))

(10.13) agp = =1 4 byjp = (-1, -NW) 4 upyq/p = byjpluy) = L™ uy)

d'ol, par application de (9.6) , (8.9), (8.7)



147

(Pt-T/Z =i Do 1]

ce qui peut encore s'écrire

(10.14) Brog/plags <o ay) = 1" Ylaqamaps oes -ap)

Cette propriété des solutions de 1'équation de Schrddinger (10.12) peut

se vérifier directement sur chaque solution stationnaire (la vérification
fait intervenir 1'énergie du point 0 et Ta parité des polynomes d'Hermite).
E1le entraine évidemment

(10.15) Gor= (A" ¥ ;

Torsque la dimension n est impaire, les solutions de 1'équation de
Schrddinger ont une période double de celle des mouvements classiques.
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