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§1. ETATS STATISTIQUES CLASSIQUES

L'ensemble des mouvements d'un systéme dynamique posséde une structure de variété

symplectique : ce fait est connu depuis la fin du XVIIIéme siécle, méme s'il a un peu
été noyé par la scolastique.

En effet, dés 1788, J.L. Lagrange ("Mécanique Analytique") construisait les
"crochets” et "parenthéses” qui portent son nom ; ses calculs -~décrits dans Te lan-
gage actuel- montrent que ce sont les composantes covariantes (resp. contravariantes)
d'une 2-forme inversible o dans des coordonnées locales quelconques de 1'espace
des mouvements {(donc que &  est un invariant intégral absolu des équations du mou-
vement, au sens d'E. Cartan) ; Lagrange montrait de plus qu'il existe des coordonnées
dans lesquelles ces composantes sont constantes {que la forme & est plate). C'est
cette structure (variété munie d'une 2-forme inversible et plate) que 1'on appelle
aujourd'hui "symplectique".

Un état statistique classique est simplement une loi de probabilité définie sur

1'espace des mouvements U : il associe a tout ouvert Ll de U un nombre 13(11)
que 1'on interpréte comme la probabilité pour que le mouvement observé du systéme,

dans 1'état donné, appartienne a {1 . Cette interprétation exige de 1'application
p un certain nombre de propriétés classiques : p doit étre une mesure positive de
masse 1 .

Les états statistiques considérés par Boltzmann correspondent au cas o p est
complétement continue ; alors p se caractérise par une fonction E définie sur

U ("fonction de distribution") ; si on rapporte € & 1'espace des conditions ini-
tiales & 1'instant t (“espace de phases"), p vérifie nécessairement une équation
d'évolution, qui n'est autre que 1'équation de Liouville ;3 dans le cas de la théorie

cinétique des gaz, cette équation fournit, par un processus bien connu d'approxima-
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tions, 1'éguation de Boltzmann.

Les mathématiciens se partagent sur la maniére d'exposer la théorie de la mesu-
re ; au lieu de considérer Ta fonction p (définie sur certaines parties de U ),
on peut considérer la fonctionnelle linéaire m (définie sur certaines fonctions de

U} telle que

si f est la fonction caractéristique de SL
m Jjouit alors des propriétés suivantes :

m est linBaire sur 1'espace vectoriel §5(l1) des fonctions continues

bornées sur U.
(1.1) m(f) > 0 si f est une fonction positive (f(x)> 0, YxelU )
m(1) = 1 si 4 est la fonction unité (A(x) = 1 ,¥Vxe U )

que 1'on peut prendre comme axiomatique des lois de probabilités de U -donc ici des

états statistiques. L'ensemble Prob(U) des lois de probabilité de U ainsi défi-
ni est convexe (vérification élémentaire). On peut montrer (si U est séparée) que
Jes points extrémaux de ce convexe (les &léments de Prob(U) qui n'appartien-

nent & aucun segment de droit inclus dans Prob(U)} sont les "fonctions" de Dirac
X(a) associées aux points g & U

(1.2) (a)(f) = f(a) Vi e Q)

Dans un tel &tat, la probabilité pour que le mouvement soit a vaut 1 : on peut

donc identifier les mouvements (ou "états classiques") avec les états statistiques

extrémaux.

- On appelle variable dynamique toute fonction réelle

(1.3) g: (xe>u)
continue sur U.

A tout état statistique m, et d toute variable dynamique, on peut associer une
loi de probabilité }L de R :

(1.4) R = n(f o q) Vie & ®)

}i s'interpréte comme la loi de probabilité de la variable u dans 1'&tat m
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{ou plus briévement, comme spectre de u) ; on notera que ]1'état statistique est ca-
ractérisé par 1'ensemble des spectres des diverses variables dynamiques (si fé;GB(U),
m(f) est la valeur moyenne de la variable dynamique f(x} dans 1'état m).

Définitions

Soit K un ensemble convexe. Nous noterons Conv(K) 1'ensemble des bijec-

tions f de K dans K qui vérifient
(1.5) f(sx +{1-s]y) = s f(x) +[1-s}f(y) , Vse [0,1],¥x,ye K

Conv(K) est un groupe.
Si G est un groupe, nous appellerons action convexe de & sur K tout

| morphisme de G dans Conv(K).

Théoréme (&1émentaire) :

Soit Homeo(U) 1le groupe des homéomorphismes de U (bijections biconti-
nues). Si a € Homeo{U), m & Prob(U), fe & (U), nous poserons

(1.6) amy(fy = m{f - a).

Alors  at> a est une action convexe effective de Homeo(U) sur Prob(U).

Bien entendu, on obtient par ce moyen une action convexe sur Prob{(U) de tout
sous-groupe de Homeo{U) ; notamment du groupe Diff{U) des difféomorphismes de U,
et du groupe Sympi{U) des symplectomorphismes de U (difféomorphismes respectant

la forme de Lagrange & ).

La propriété des états statistiques classiques de fournir une action convexe
de Sympl{U) se retrouvera au niveau des &tats quantiques (§ 5 ci-dessous).
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§2. FONCTIONS DE TYPE POSITIF

La plupart des résultats figurant dans ce paragraphe sont bien connus, donc énon-
cés avec peu d'explications.

Définition

Soit G un groupe ; F une application de & dans C.

On dit que F est de type positif (synonyme : F>» 0, F€ /?(G)) si:
Pour tout entier n, pour toute application

(2.1) J b (Zj’aj)

de il,?,...n} dans Cx G, ona

- -1
L Zk Zj 2y F(aj X&k) >0 (x : loi du groupe G).
Jl
IT est clair que la matrice dont les éléments sont les nombres F(atg1 X ak)
est une matrice positive ; elle posséde donc la symétrie hermitienne, et son détermi-
nant est positif. E&n choisissant n = 2

, on en tire :

Si F»O
Fle) > 0 (e = é1ément neutre de G)
(2.2) L
Flah) = Fa) Vae 6
[Fla) | < fle) Vae 6.

Les fonctions de type positif sont donc bornées, et atteignent leur norme maximum au
point e.

(2.3 ) Appelons TO(G) 1'ensemble des fonctions F 3» 0 sur G qui vérifient

Fle) = 1.

(fonctions normées). On note cue :
r .
(2.4) _ Toute fonction 3> 0 est le produit d'une fonction normée par un nombre2 0.

(2.5) [ T (6) (resp. ®(6)) est convexe.
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{2.6) Si b est un automorphisme de G, et si on pose
b(F)(a) = F(b(a)) Y FeP(a), Vaek

b +> b est une action convexe du groupe des automorphismes sur 4? (G)
(resp. sur ’CB(G)).

Soit F €& “?O(G) ; en choisissant, dans la définition (2.1) n = 3 , en prenant

les (z.,aj) égaux & (F(b)—F(a},e),(1,a),(—1,b), il vient :

J

[Fb)-F(a)]® € 2 -2 Re(F(a™ x b))

d'ol résulte

(2.7) [Fa) - Fio)) < \/2 | Fre) - Fa™t x by s

Ceci montre, si G estun-groupe topologique, que toute fonction F 3> 0 , qui est
continue au point e est uniformément continue sur G ; ces fonctions forment encore
un convexe, qui sera noté “’(G) { 4?’0(6) pour celles qui sont normées).

En choisissant toujours n = 3, et en développant le déterminant de la matrice
d'éléments F@;l X ak), on constate que

Si Fe TG, ab € 6

(2.8)
[F(ax) - F(a)F(b) | < Vicle@2 Vo ? .
(2.9) IT en résulte que 1'image réciproque H de T (groupe multiplicatif des
nombres complexes de module 1) par F est un sous-groupe de G, et que
F(axb) = F(a) x F(b) Va e G, VbeH
en particulier F dinduit un caractére sur H (un morphisme de H dans T).
Théoréme :

(2.10)[ Si F 0, sa conjuguée F (ar»F(a)) est 3> 0.

(z11)[ si F, P sont 30, le produit FF' (arsF(a) F'(a)) est 0

(2.10) est trivial ; (2.11) se montre facilement & 1'aide de deux lemmes : si M
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une matrice positive, 7 quelcongue, M7 est positive ; si M et M' sont

positives, Tr(MM'} > O .

Théoraéme

{Bochner) :

(2.12)

T (m)

Soit E un espace vectoriel de dimension finje ; £* son dual.
Si m €& Prob(E) (notation {1.1})), si pe Ex, on pose

Tm(p) = mgreePh);

abs T est une bijection de Prob(E) sur 1'ensemble 7§ é(E*)[fonctions
»0 normées continues du groupe additif EX].

est la transformée de Fourier de la loi de probabilité m ; on 1'appelle

aussi fonction caractéristique.

-Soit m

une loi de probabilité sur une variété U ; considérons la fonctionnelle

non linéaire F

(2.13)

)y Vee & )

F(f) = m{xr> e

& (U) désignant 1'ensemble de toutes les fonctions réelles continues sur U .

11 est immédiat que :

(2.14)

a) F(k) =e si k est une fonction constante (k(x) = k V¥xe& U)

by F est une fonction de type positif sur le groupe additif C(U) H

¢y F est continue, en ce sens que 1'application

yHF(fy)

est continue si  y+sf  est une application d'une variété auxiliaire
vV dans E(U) , et si fy(x) est fonction continue du couple (y,x).

En particulier, si t& R, f € &(U), 1la fonction continue

(2.15)

t - F(tf)

est la fonction caractéristique de la loi de probabilité M de la variable dyna-
mique f(x) (Cf. (1.4)), et définit donc complétement celle-ci (th. de Bochner) ;

ainsi

F

définit Te spectre de toutes les variables dynamiques, donc Ta mesure m

elle-méme (§1}. C'est pourquoi nous appellerons F fonctionnelle caractéristique
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de la Toi de probabilité m.

Théoréme (Gelfand-Naimark-Segal)

(2.16) | Soit G un groupe ; F une applicationde G dans € ; Alors :

a) [ F»0 ]

b) I I1 existe un espace préhilbertien {resp. hilbertien) H , une repré-
sentation unitaire ar>a de G dans H , un vecteur Pey,
tels que

Fla) = <%.,a¥)> Vaes.

L"implication ‘ﬂ est triviale ; dans le sens 4 , on considére 1'espace H' des
fonctions f de G nulles en dehors d'un fini, muni de la semi-norme " f " =

q[g%. ;(;3 f(b) F(a'lxb) ; G agit unitairement sur H' ; H est le quotient

de H' par 1'ensemble des &léments de semi-norme nulle (resp. Son complété) ; ¢
la classe de Ta fonction a > 8 (a,e).

Le théoréme reste vrai si on ajoute & (2.16b) la condition

(2.16')| L'espace vectoriel engendré par les Q(Q)) (lorsque a parcourt G) est
dense dans H ;

Cette condition a 1'avantage de fixer les &léments H , ar>a de la représentation
a8 une équivalence unitaire prés.

(2.17) Si U est une variété séparée, on sait construire un espace préhilbertien
sur Tequel Diff(U) agit unitairement et effectivement (38 savoir 1'ensemble
des semi-densités (:?Q 4 support compact) ; (2.16 T) permet d'en déduire
une famille séparante de fonctions de type positif sur Diff(U). Pour tou-
te action C:N d'un groupe de Lie G sur U , on obtient une famille de
fonctions & la fois » 0 et C° sur G

Théoréme

(2.18) | Soit F une fonction de type positif normée sur un groupe de Lie G ; sup-
posons F de classe C2 ; soit é; 1'algébre de Lie de G . Alors

2

a) Flexp(Z)) = 1+ im(z) - 2[m@n)? + vz.n)] + sizif) [ze g1
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M é&tant une forme linBaire réelle sur é; , V une forme bilinéaire symé-

trigue réelle ; on a de plus :

b) Viz,2) »0 vze§

¢) V(z,2) vz - vzt > 3 oMz’ ¥i,2'¢ 8,
[z,2'] etant le crochet de Lie dans é;

L

Ce résultat se vérifie a 1'aide de (2.2), (2.8) et de la formule de Campbell-
Haussdorff.
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§3.  QUANTOMORPHISMES

Soit Y une variété connexe séparée de dimension impaire 2n+l (figure 1).
On appelle structure de contact Ta structure définie sur Y par la donnée d'une 1-

forme €% = dont le feuilletage caractéristique se réduit & 0 . On en dé-
duit que la dérivée extérieure G de [n) a parput le rang 2n ; le feuille-
tage caractéristique de &  est donc composé de courbes.

Si ces courbes sont compactes (ce sont alors des courbes fermées), le calcul
des variations montre que Ta circulation de TS sur chacune d'elles est constante;
nous dircns que Y est une variété guantique si cette constante est celle de Planck
(notée 27H).

IT1 existe alors sur Y un champ de vecteurs Eka 1(2))défini par

I(%) € ker(s)

o & (1() ="

Désignons par

exp(tI)(§,)

Ta solution de 1'équation différentielle
d
ER Y

qui prend la valeur 5, pour t =0 ; cette solution est une fonction périodigue
de période 21 ; par suite 1'application

(3.3) LN exp(tI)

définit une action différentiable libre du tore ‘T (notation (2.9)) sur Y . I

existe alors une variété symplectique U , et une submersion P de Y sur U, de
sorte que

(3.4) L'image réciproque de chague point x de U est une orbite de T

L'image réciproque de la forme symplectique de U est la dérivée extérieu-
re de W .
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Si U se trouve &tre 1'espace des mouvements d'un systéme dynamique (Cf. §l1), nous
dirons que Y est une pré-quantification du systéme.

(Fiﬁurg 1)

(3.5} 11 semble que la possibilité de préquantifier la variété des mouvements d'un
systéme dynamique doive &tre considérée comme une Toi de la nature ; ainsi

T'espace U des mouvements d'une particule & spin (de masse m positive

ou nulle) s'identifie & une orbite du groupe de Lorentz-Poincaré dans sa re-

présentation co-adjointe, munie de sa structure symplectique canonique (voir
(III}) ) ; la théorie de 1'homologie montre que U n'est préquan-

tifiable que si le spin s de la particule est un multiple entier de /2,

c'est bien ce qu'on constate expériemntalement {exemple : le spin d'un neu-

trino est /2, celui d'un photon H ).

{3.6) Dans Te cas ol i1 existe plusieurs préquantifications essentiellement dis-
tinctes, 1'une d'entre elles est significative physiguement (dans le cas d'un
systéme de particules indiscernables, i1 existe deux préquantifications,
correspondant respectivement auxcas des bosons et des fermions).

(3.7) Nous appelierons quantomorphismes les difféomorphismes de Y qui respectent

la forme =¥ ; tout quantomorphisme respecte aussi le champ de vecteurs
I {3.2), et commute donc avec 1'action du tore (3.3). I1 en résulte qu'il
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se projette sur U selon un symplectomorphisme ; ce qui définit un morphis-
me

(3.8) Quant(Y) —> Symp(U)

du groupe des quantomorphismes de Y dans le groupe des symplectomorphismes
de U . Le noyau de ce morphisme est le tore T" (agissant selon (3.3)) ;
T est le centre de Quant{Y).

Un groupe & un paramétre de quantomorphismes est une action ¢® du groupe

additif R sur Y , par guantomorphismes ; son générateur 7 est un champ de vec-
teur C0de Y qui vérifie

(3.9) exp(tZ) & Quant(Y) Yt e R

on dira que Z est un quantomorphisme infinitésimal de Y. On constate que le nombre

3.10 = L w(z()
(3.10) 2 = 4 (z(%))

est fonction différentiable de x seulement, et vérifie
(3.11) o (3%, z(3))=*f3u

pour toute dérivation §§ définie sur Y . Dans le cas particulier du vecteur
Z = I, générateur du tore, on trouve u=1 (3.2).

On notera que les formules (3.10) et (3.11) définissent réciproquement le champ
de vecteur Z si 1'on connait la variable dynamique u (définition (1.3)), si bien

gue nous pourrons noter celui-ci

(3.12) Zu

Réciproquement, si on se donne une variable dynamique différentiable u , le vecteur
Zu défini par {3.10) et (3.11) est un quantomorphisme infinitésimal & la seule con-
dition qu'il soit complet.

Le calcul montre que :
(3.13) [zu,zu,J - F Zry o]

ol [ZU,ZU.] est le crochet de Lie des champs de vecteurs Z,,Z ., [u,u'] Te

crochet de Poisson des variables dynamiques u et u'.
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§4. ETATS QUANTIQUES

Nous allons chercher une définition convenable des états quantiques en partant

de 1'idée suivante : ce sont des objets géométriques dont les états statistiques

classiques (§1) constituent une “approximation” valable seulement si 1a constante

de Planck h = 6,6262x10'27 g em? 571 peut &tre’négligée".

Si nous négligeons f dans 1a formule {3.13), on arrive & Ja conclusion {faus-
se} que 1'application

(4.1) u k> exp(Z)

est un isomorphisme du groupe additif des variables dynamiques avec le groupe des
quantomorphismes (en fait, cette application n'est pas partout définie, elle n'a au-
cune raison d'étre injective, ni surjective, et elle ne peut pas &tre un isomorphis-
me, puisque 1'un des groupes est commutatif, et pas 1'autre).

Si cependant on le croyait un instant, et si F @&tait la fonctionnelle carac-
téristique (2.13, 2.14) d'un &tat statistique classique, F serait 1a composée avec
ce morphisme d'une fonction d> de type positif sur Quant(Y) :

(4.2) 272 Fluy = @ (exp( Z)) Yue&(u)
1'application

(4.3) 272 t > P (exp(tz,))

serait 1a transformée de Fourier de 1a Toi de probabilité de u dans 1'état corres-

pondant (Cf. (2.15)) ;
La formule {2.14a) :

F(k) = e’k si k est une constante

montre gue 1'on aurait : )

277 b (exp(z)) = &% _
comme il se trouve que exp(Zk) est 1'action, sur Y , de 1'élément z = eTk du
tore {Cf. le §3), cette formule s'écrirait

(4.4) 277 de) -z VzeT

Mais rien ne nous empéche d'utiliser ces résultats faux comme définition axio-
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matique : nous appellerons "&tats quantiques" les fonctions d> : Quant(Y)—> €
vérifiant :
(4.5) | a) Pz = z VzeT

b) D et D o

) <b est continue, en ce sens que Cbalﬂ est continue chaque fois
que H est une application différentiable d'une variété dans Quant(Y)

(hy.

Bien entendu, ces objets ne pourront pas étre associés & un état statistique
par la formule (4.2), et devront donc étre é&tudiés directement.

Par exemple, si u engendre un groupe & un paramétre de quantomorphismes par
1'application
t — exp(tZu)

on constate -grace & la définition (4.5c) choisie pour Ta continuité de <b et au
théoréme de Bochner (2.12)- que 1'application

t— Cb (exp(tZu))

est la transformée de Fourier d'une Toi de probabilité rL de la droite réelle :
100
_ ist .
(4.6) ¢ (expltz)) = e'*dp(s) ;
PRER-S]
par analogie avec (4.3), nous interpréterons (L comme résultat (aléatoire) de la
mesure de u dans 1'état quantique 4> (nous dirons simplement spectre de wu).

IT ne reste plus qu'a tester Tes conséquences de 1'axiomatique (4.5) et de la
régle d'interprétation (4.6).

(4.7) Notons d'abord que 1'ensemble des états quantiques n'est pas vide : la mé-
thode des semi-densités permet de vérifier que 1'ensemble des fonctions
vérifiant (4.5) est séparant sur le groupe OQuant(Y) : si a,b € Quant(Y)
et si a # b, il existe un &tat quantique dD tel que (b(a) # & (b).

(") Une application H d'une variété V dans le groupe des difféomorphismes
d'une variété V' sera dite différentiable si  (x,x') >  H(x)(x")

est une application ™ de V x V' dans V' . En raison des axiomes
a) et b), P vérifie 1'inégalité (2.7) ; i1 suffit donc, pour qu'elle
soit continue, qu'elle le soit en 1'é&lément neutre.
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(4.8) Si k est une variable dynamique constante, Te spectre de k dans n'im-
porte quel &tat quantique (b est concentré au point k : il résulte en
effet de {4.5a} que

q><gxp(tzk)) = eitk

et il est clair que t e1tk est la transformée de Fourier de
1a mesure de Dirac rL: 3 (k). Par linéarité, on en d&duit que le
spectre de u+k est translaté par k du spectre de u ({dans n'importe
quel état).

(4.9) Par contre, si une variable dynamique u prend ses valeurs dans un ensemble

fermé EC R non réduit & un point, i1 peut arriver que le spectre de u

ne soit pas supporté par E (un contre-exemple est facile & construire a
1'aide d'une semi-densité) ; cet effet tunnd montre bien la différence entre
un etat quantique et un état statistique.

Soient p et g deux variables dont le crochet de Poisson vaut 1 ; la formule
{(3.13) montre que le crochet de Lie [Zp,Zq 1 vaut R 1 ; si K,}*-,V sont des
nombres réels, la formule (2.18a) donne , s'il existe, le développement 1imité au se-
cond ordre de F(exp Z)p+yq+v) ; on constate que M(Z ) et M(Zq) sont respective-

ment les valeurs moyennes de p et g, V(Zp,Zp) et V(Z_,Z ) les variances de ces
mémes variables (carrés de leurs écarts quadratiques moyens Ap, Ag). Lla formule

(2.18c) donne alors
4.10 Ap Nq > F
(4.10) PAg2> T

c'est la relation d'incertitude de Heisenberg, sous sa forme la plus précise {voir
par exemple (II) ).

Considérons plus généralement un groupe "quantodynamique", c'est-&-dire un sous-groupe
G de Quant(Y) qui posséde une structure de groupe de Lie telle que le plengement
de G dans Quant({Y) soit différentiable (1). Tout &tat quantique dD induit sur

& une fonction de type nositif CDG aui est continue. Elle est associée, par Te
théoréme de Gelfand-Naimark-Segal (2.16, 2.16b'), & une représentation unitaire de

G sur un certain hilbertien :

(4.11) a b

| v
-

(1) Au sens d&fini en (4.5) . 11 revient au méme de dire que G est un groupe

de Lie qui agit effectivement et différentiablement sur Y par quantomorphis-
mes.
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on vérifie facilement que la continuité de 4>G entraine la continuité de cette
représentation (4.11).

Les résultats connus sur les représentations unitaires continues des groupes
localement compacts permettent alors de faire des nrédictions sur les spectres des
variables dynamiques associBes au sous-groupes & un paramétre de 6 (“moments”}.
Dans de trés nombreux exemples, elles sont bien vérifiées (action du groupe 0O(4}
dans le cas des mouvements kénlériens ; action du groune de Poincaré dans le cas
d'une particule Tibre sans snin (ou de spin nh , ne Z) ; du revétement & deux
feuillets du qgroupe de Poincaré dans le cas d'une particule de spin 73/2; etc).
Les relations de commutation associées sont d'ailleurs 1'un des outils fondamentaux

de 1a mécanigue guantique.
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§5. LE PROBLEME DE L'OSCILLATEUR HARMONIQUE

I1 se trouve pourtant que ces prédictions tombent en défaut dans 1'un des cas

les plus simples : celui de 1'oscillateur harmonique & une dimension.

Comme pour tout systéme conservatif, le groupe des translations temporelles

est engendré par la variable dynamique t/R , E désignant 1'énergie ; en uti-
lisant Te fait que tous les mouvements sont périodiques de méme période T , on é-
tablit que exp(T ZE/ﬁ) est 1'identité sur Y ; par conséquent le spectre JA de
la variable E/fi vérifie (Cf.(4.6))
e
isT
(5.1) ‘;e dp(s) = 1

(]

ce qui n'est possible ( }L étant une mesure positive de masse 1) que si I

est supporté par 1'ensemble des points ol eiST = 1 ; ce qui donne pour le spectre
de 1'énergie les valeurs discrétes

2nwh _ . Ly
(5.2) R = nhy (neZ ; V¥ —T) ;

or les valeurs effectivement observées sont données par la formule
(5.3) n+xH ne

On peut Tever cette difficulté en admettant qu'une constante additive dans 1'é-
nergie est inobservable (les sauts quantiques ne permettent de mesurer que les diffé-
rences de valeurs de 1'énergie) ; mais cette formule empirique (5.3) fournit cepen-
dant une indication intéressante : elle conduit en effet & remplacer la formule
(5.1) par 1a formule "opposée" :

$0O

(5.4) 277 e T dps) = -1
. F

ou encore (Cf.(4.6)) :

(5.5) 227 ¢(exp(TZE/ﬁ) = -1

Ces formules suggérent de modifier la définition des états quantiques en y intro-
duisant des notions homotopiques : 1'application

(5.6) t > exp(t ZE/ﬂ) s
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Torsque t parcourt [p,T’, définit un lacef différentiable dans Quant(Y) ; la re-

lation (5.5) pourra prendre un sens si on définit db sur un revétement convenable ;
elle fournira une condition imposée & tous états.
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Pour réaliser ce programme, effectuons quelques constructions.

1°) Nous avons remarqué (3.8) que Ta projection sur U (figure 2) d'un quantomor-
phisme a définit un symplectomorphisme b , et que

(5.7) M1 (a k>b)
est un morphisme de aroupe. 11 est de plus différentiable, en ce sens gque son compo-
sé avec une application différentiable dans Quant(Y) (au sens (4.5)) est une appli-

cation différentiable dans Sympl(U).

2°) Soit U 1'espace fibré des repéres canoniques (1) de U (figure 2). U’

est un espace fibré principal de base U , dont le groupe structural est le groupe
Sp(n) des matrices symplectiques (1) d'ordre n . On montre que Sp(n) est con-

nexe ; U' est donc connexe si Y 1'est.
Tout symplectomorphisme b de U transforme un repére canonique au point X

en un repére canonique au point b(x) ; on peut donc relever b par un difféomor-
phisme ¢ de U' ;

(5.8) M, (b>c)

est un morphisme injectif différentiable de groupe ; par composition, on obtient
donc un morphisme différentiable

(5.9) M 3(a ) = My o My

de Quant(Y) dans Diff(U').

3°) Soit U" le revétement universel de U', P 1la projection de U" sur U'.

Les difféomorphismes f de U" qui vérifient

(1) Un repére S au point x est dit canonique si la matrice des composantes du

tenseur symplectique G dans Te repére S est égale a

1.
|
Jd =

_4.‘ ] 5
=y

une matrice M est symplectique si elle transforme un repére canonique en re-

pére symplectique, c'est-a-dire si wl oo ogw gt , M' étant la transpo-

sée de M .
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(5.10) P(X) = P(Y) = P(F(N) = P(f(v))

forment un groupe ; ils se projettent sur U' suivant un difféomorphisme c¢ :
coP = Pof;

(5.11) My(f > c)

est un morphisme différentiable et surjectif de ce groupe sur Diff(U').

4°) Soit Y'" 1'ensemble des couples Ei :~(§ ,X) de Y x U" qui se projettent
en un méme point x de U (figure 2). ¥ s x et X r~»x étant des submer-

sions, Y" est une variété.
Considérons 1'ensemble G des couples (a,f) :
(5.12) a € Quant(Y), f vérifie (5.10), Mj(a) = M,(f).
A cause de 1'injectivité de M2 , G est un groupe de difféomorphismes de Y" ;
{5.13) M5(a,f) > a

est un morphisme différentiable surjectif de G sur Quant{Y), dont le noyau s'iden-
tifie 3 1'ensemble des f € diff(U") verifiant

(5.14) Pof = P

c'est-a-dire au groupe fondamental d'homotopie de U’

(5.15) M, = M, o M

5
est un morphisme différentiable de G dans Symp1{U), dont le noyau est 1'ensemble des
(5.16) § (z,k) / z€ T, k € groupe d'homotopie de U'}.

Dans tous ces résultats, nous n'avons pas utilisé le fait qu'il s'agissait d'un
oscillateur harmonique, mais seulement que Y é&tait une variété connexe préquanti-

fiant une variété symplectique U .

Dans le cas d'un oscillateur harmonique, quelle que soit d'ailleurs sa dimension,
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la 1inéarité des équations du mouvement classique montre que U posséde une struc-
ture d'espace vectoriel symplectique ; i1 en résulte que U' est un espace fibré

au-dessus de U , et que le groupe d'homotopie de U' est isomorphe & celui des fi-
bres, donc & celui du groupe Sp(n), donc & Z (voir ( IV )). Nous pourrons donc
écrire le groupe (5.16) sous Ta forme

(5.17) i(z,Lp) / z2€T , p€Z }

L dasignant un générateur du groupe d'homotopie de U' (1).

Nous pourrons choisir 1'axiomatique suivante pour les états quantiques :

(5.18) | a) dz,Py = zx [-1]P;

b) d> est une fonction de type positif sur le groupe G ;

) (b est continue (2) .

La compatibilité de ces axiomes peut s'établir en construisant des semi-densités
sur Y" , en utilisant Te fait que le groupe (5.17) est dans le centre de G , et
que la condition (5.18a) fait coincider, sur ce groupe, Cb avec un caractére.

Soit GO 1'ensemble des éléments de G dont 1'image par M6 est une trans-
formation affine de U ; soit Ct; la fonction induite sur G, par un état P .

On vérifie que Go posséde une structure de groupe de Lie ; évidemment les a-
xiomes (5.18) induisent les conditions :

5.19) [ a) & z?) = zx[1]P;
b) d% est une fonction de type positif sur Go 3
) (tL est continue.
Or i1 se trouve (voir {( IV )) que 1'ensemble des solutions q) & carré

(*) Dans le cas de 1'oscillateur 3 1 dimension, on peut joindre 1'&lément (1,L)
de G & 1'@lément neutre par un chemin différentiable tracé dans G , qui se
projette sur Quant(Y)} par le lacet (5.6).

(") Définition analogue @ (4.5) ; nous utilisons le fait que G est un groupe de
difféomorphismes de Y" .
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sommabte de 1'@quation de Schriédinger de 1'oscillateur harmonique est un espace de
représentation unitaire de GO , et que les fonctions (t% assocides & chacune d'el-
les par la construction de Gelfand-Naimark-Segal vérifient ces axiomes (5.19). D'ou

Tes problémes suivants :

- Ces fonctions sont elles prolongeables au groupe G tout entier par des solutions
de (5.18) ? Peut-on déterminer un tel prolongement (par exemple en deman-
dant que Cb soit un point extrémal du convexe (5.19) 7

- Comment é&tendre cette définition des états & des systémes dynamiques non linéai-
res 7 Peut-on ainsi établir un lien avec les diverses éguations d'onde ?

Principe de correspondance.

Soit g£ G si Cb est un état quantique (5.18), posons
5.20 b)Y g - e Vg .
(5.20) g@¥g') = Plgeg ) g' €6 ;
on définit ainsi une action convexe (1.5) de G sur les états (voir (2.6)).

Si g€ Ker(Mg), i1 résulte de (5.17), (5.18a), (2.9) que g(P) =¢
par conséquent la formule (5.20) définit une action convexe de M6(G) = Sympl(U).
Les &tats quantiques sont donc des objets de géométrie symplectique (au sens de
Felix Klein), au méme titre que les états statistiques (voir (1.6)) et que Tes &tats

classiques ; ainsi se manifeste, au niveau de T'axiomatique (5.18), Te principe de
correspondance entre les mécaniques quantique et classique.
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