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§i. ETATS STATISTIQUES CLASSIQUES 

L'ensemble des mouvements d'un syst~me dynamique poss~de une s t ructure de var i# t#  

symplectique : ce f a i t  est connu depuis la f i n  du XVlll6me s i#c le ,  m#me s ' i l  a un peu 

#t# noy# par la scolast ique.  

En e f f e t ,  d6s 1788, J.L. Laarange ("M6canique Analy t ique")  cons t ru i sa i t  les 

"crochets" et  "parentheses" qui por tent  son nom ; ses ca lcu ls  -d#cr i t s  dans le lan-  

gage ac tue l -  montrent que ce sont les composantes covar iantes (resp. cont ravar iantes)  

d'une 2-forme inve rs ib le  ~- darts des coordonn~es loca les quelconques de l 'espace 

des mouvements (donc que ~" est un i nva r i an t  in t#gra l  absolu des #quations du mou- 

vement, au sens d'E. Cartan) ; Lagrange mont ra i t  de plus q u ' i l  ex i s te  des coordonn#es 

darts lesque l les  ces composantes sont constantes (que la forme ~- est p la te ) .  C'est 

cet te  s t ructure (var i# t#  munie d'une 2-forme inve rs ib le  et p la te)  que l ' o n  appel le  

aujourd 'hui  "symplect ique".  

Un # ta t  s t a t i s t i q u e  classique est simplement une l o i  de p r o b a b i l i t #  d# f i n ie  sur 

I Iespace des mouvements U : i l  associe ~ tout  ouvert  , ~  de U un nombre I~(~- )  

que l ' on  in te rp r~ te  comme la p r o b a b i l i t #  pour que le mouvement observ# du syst~me, 

dans l ' ~ t a t  donn#, appart ienne ~ I].  Cette i n t e r p r # t a t i o n  exige de l ' a p p l i c a t i o n  

p un cer ta in  nombre de propr i6t#s classiques : p do i t  # t re une mesure pos i t i ve  de 

masse 1 . 

Les #tats  s ta t i s t i ques  consid#r#s par Boltzmann correspondent au cas o~ p est 

compl#tement continue ; a lors  p se caract~r ise  par une fonc t ion  ~ d# f i n i e  sur 

U ( " fonc t i on  de d i s t r i b u t i o n " )  ; si on rapporte ~ ~ l 'espace des condi t ions i n i -  

t i a l e s  ~ l ' i n s t a n t  t ("espace de phases"), ~ v # r i f i e  n#cessairement une ~quation 

d ' #vo lu t i on ,  qui n 'es t  autre que l ' ~qua t ion  de L i o u v i l l e  ; dans le cas de la th#or ie  

c in~t ique des gaz, cet te  ~quation f o u r n i t ,  par un processus bien connu d'approxima- 
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t i ons ,  l ' 6qua t ion  de Boltzmann. 

Les mathSmaticiens se partagent sur la  maniSre d'exposer la thSor ie de la mesu- 

re ; au l i eu  de considSrer la fonc t ion  p (d6 f i n ie  sur certa ines par t ies  de U ), 

on peut considSrer la f onc t i onne l l e  l i nSa i re  m (dSf in ie  sur cer ta ines fonct ions de 

U ) t e l l e  que 

m(f) = p ( £ )  

si f est la  fonc t ion  carac tSr is t ique de 

m j o u i t  a lors  des propri~tSs suivantes : 

m est l i nSa i re  sur l 'espace vec to r ie l  6 ( U )  des fonct ions continues 

born6es sur U. 

(1.1) m(f) >i 0 si f est une fonc t ion  pos i t i ve  ( f ( x )  >/ 0 , ~ × e  U ) 

m(~) = 1 si ~ est la  fonc t ion  uni t#  (~(x) = 1 , ~ z × ~  U ) 

que l ' on  peut prendre comme axiomatique des l o i s  de p robab i l i t ~s  de U -donc i c i  des 

Stats s ta t i s t i ques .  L'ensemble Prob(U) des l o i s  de p robab i l i tS  de U a ins i  d~ f i -  

ni est convexe ( v S r i f i c a t i o n  SISmentaire). On peut montrer (si  U est s#par#e) que 

les points extrSmaux de ce convexe ( les 61~ments de Prob(U) qui n ' appa r t i en -  

nent ~ aucun segment de d r o i t  inc lus dans Prob(U)) sont les " fonc t ions"  de Dirac 

~(a)  associ~es aux points a ~ U 

(1.2) ~ ( a ) ( f )  f (a )  V f  ~ ~ ( U )  

Dans un te l  Stat ,  la  p r o b a b i l i t 6  pour que le mouvement so i t  a vaut 1 : on peut 

donc i d e n t i f i e r  les mouvements (ou "Stats c lassiques")  avec les Stats s ta t i s t i ques  

extrSmaux. 

On appel le  va r iab le  dynamique toute fonc t ion  r # e l l e  

(1.3) g : ( x ~ u )  

continue sur U. 

A tout  Stat s t a t i s t i q u e  m, et ~ toute va r iab le  dynamique, on peut associer une 

l o i  de p robab i l i tS  ~-~ de R : 

(1.4) i f ( f )  = m(f o g) • f e  ~1) (~R) 

]~  s ' i n t e rp rS te  comme la l o i  de p r o b a b i l i t #  de la va r iab le  u dans l ' # t a t  m 
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(ou plus bri~vement, comme spectre de u) ; on notera, que l ' ~ t a t  s t a t i s t i q u e  est ca- 

rac t#r is~  par l 'ensemble des spectres des diverses var iab les  dynamiques (si  f~(~) (U) ,  

m(f) est la  valeur  moyenne de la va r iab le  dynamique f ( x )  dans l ' ~ t a t  m). 

D# f i n i t i ons  : 

(1.5) 

Soi t  K un ensemble convexe. Nous noterons Conv(K) l 'ensemble des b i j ec -  

t ions f de K dans K qui v # r i f i e n t  

f (sx  +[1-s ]  y) = s f ( x )  + [1 -s~ f ( y )  , Vs~ [ O , l ] , V x , y ~  K 

Conv(K) est un groupe. 

Si G est un groupe, nous appel lerons act ion convexe de 

morphisme de G dans Cony(K). 

G sur K tout  

Th#or~me (#l~mentaire) : 

(1.6) 

Soi t  Homeo(U) le groupe des hom#omorphismes de U (b i j ec t i ons  b i c o n t i -  

nues). Si a ~ Homeo(U), m E Prob(U), f E ~) (U), nous poserons 

a (m) ( f )  = m(f o a).  

Alors a~-~ a est une act ion convexe e f f e c t i v e  de Homeo(U) sur Prob(U). 

Bien entendu, on ob t ien t  par ce moyen une act ion convexe sur Prob(U) de tout  

sous-groupe de Homeo(U) ; notamment du groupe Di f f (U)  des diff#omorphismes de U, 

et du groupe Sympl(U) des ~ } e c t o m o r p h i s m e s  de U (diff#omorphismes respectant 

la forme de Lagrange ~ ). 

La propr i6 t~ des #tats s ta t i s t i ques  classiques de f o u r n i r  une act ion convexe 

de Sympl(U) se ret rouvera au niveau des ~tats quantiques (§ 5 c i-dessous).  
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§2. FONCTIONS DE TYPE POSITIF 
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =  

La p lupar t  des r@sultats f i g u r a n t  dans ce paragraphe sont bien connus, donc @non- 

c#s avec peu d ' e x p l i c a t i o n s .  

D # f i n i t i o n  : 

So i t  G un groupe ; F une a p p l i c a t i o n  de G dans C. 

On d i t  que F est  de type p o s i t i f  (synonyme : F >> 0 , F ~ ' ~ ( G ) )  s i :  

Pour tou t  e n t i e r  n, oour tou te  a p p l i c a t i o n  

(2.1)  j ~ ( z j , a j )  

de ~1,2 . . . .  n }  dans C x G , on a 

Z h a k F (& -I &k) ) 0 (X : loi du groupe G). x 

II est c]air que la matrice dont les @l@ments sont les nombres F(a~ I a k ) X 

est  une mat r i ce  p o s i t i v e  ; e l l e  poss@de donc la  sym@trie hermi t ienne,  et  son de te rmi -  

nant est  p o s i t i f .  En cho is i ssan t  n = 2 , on en t i r e  : 

Si F>>O 

(2.2) 
F(e) ~ 0 

F(a -I) = F(a) V'a e G 

L IF(a) I ~<[ F(e) Va E G . 

(e = @l@ment neutre de G) 

Les fonc t ions  de type p o s i t i f  sont donc born@es, et  a t t e i gnen t  leur  norme maximum au 

po in t  e. 

(2 .3 )Appe lons  ~'~o(G) l 'ensemble des fonc t ions  F >> 0 sur G qui v@r i f i en t  

F(e) = 1 . 

( fonc t ions  norm@es). On note que : 

r 

(2.4) L Toute fonc t ion  >> 0 est  le p rodu i t  d'une fonc t ion  norm@e par un nombre~O. 

(2.5)  [ "~(G)  (resp. "~o(G)) est  convexe. 
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(2.6) Si b est un automorphisme de 

b(F)(a) : F(b(a))  

b I--> b est une act ion convexe 

(resp. sur t'~o(G)). 

G, et si on pose 

V F e ~ (G) ,  Va~ (i 

du groupe des automorphismes sur ~ ( G )  

Soi t  F ~ Co(G) ; en cho is issan t ,  dans la d@f in i t ion  (2.1) 

les ( z j , a j )  @gaux ~ ( F ( b ) - F ( a ) , e ) , ( 1 , a ) , ( - 1 , b ) ,  i l  v ien t  : 

} F(b)-F(a) l  2 ~< 2 - 2 Re(F(a "1 x b)) 

n = 3 , en prenant 

d'oh r@sulte 

(2.7) IF(a) - F(b)} < ~2 IF(e) - F(a -1 x b) I ; 

Ceci montre, si G estungroupe topologique,  que toute fonc t ion  F >~ 0 , qui est 

cont inue au po in t  e est uniform@ment continue sur G ; ces fonct ions forment encore 

un convexe, qui sera not@ ~ ( G )  ( ~ o ( G )  pour ce l les  qui sont norm@es). 

En cho is issant  toujours n = 3, et en d@veloppant le d@terminant de la matr ice 

F~  1 x ak), on constate que : d'@l~ments 

(2.8) 

Si F ~ "~o(G) , a,b E G 

I F(axb) - F(a)F(b) I ~< Jl-IF(a) 12 J' 1-IF(b)l ~ 

(2.9) I I e n  r~su l te  que l ' image r@ciproque H de T (groupe m u l t i p l i c a t i f  des 

nombres complexes de module 1) par F est un sous-groupe de G, et que 

F(axb) F(a) x F(b) Va e G , V b ~ H 

en p a r t i c u l i e r  F i n d u i t  un caract~re sur H (un morphisme de H dans T).  

Th@or@me : 

(2 .10) [  Si F >>0,  sa conjugu~e T (a~-~#-(-(a~) est >>  0 . 

(2 .11 ) [  Si F, F' sont >>0 , le  p rodu i t  F F' (a~-~F(a) F ' (a ) )  est >> 0 . 

(2.10) est t r i v i a l  ; (2.11) se montre fac i lement  ~ l ' a i d e  de deux lemmes : si M 
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une matr ice pos i t i ve ,  Z 

pos i t i ves ,  Tr (MM')~ 0 . 

Th~or#me (Bochner) : 

(2.12) 

quelconque, Z~.M.Z est pos i t i ve  ; si M et M' sont 

So i t  

Si m 

E un espace vec to r ie l  de dimension f i n i e  ; E ~ son dual.  

Prob(E) (nota t ion  ( ] . I ) ) ,  si pE  E ~, on pose 

~ ' ( m ) ( p )  = m(q~*e ipq) ; 

abs I~ est une b i j e c t i o n  de Prob(E) sur l 'ensemble T~(E ~) [fonctions 
>>0 norm#es continues du groupe a d d i t i f  E~]. 

~ ' (m) est la transform#e de Four ier  de la l o i  de p r o b a b i l i t #  m ; on l ' a p p e l l e  

aussi fonc t ion  ca rac t# r i s t i que .  

-So i t  m une l o i  de p r o b a b i l i t #  sur une var i# t#  U ; consid#rons ]a f onc t i onne l l e  

non l i n ~ a i r e  F : 

(2.13 r( f)  m(x~-~ e i f ( x ) )  V f  e ~ (U) 

~ ( U )  d~signant l 'ensemble de toutes les fonct ions r#e l les  continues sur U • 

I I  est imm#diat que : 
m 

(2.14) a) F(k) = e ik si k est une fonc t ion  constante (k(x) = k 

b) F est une fonc t ion  de type p o s i t i f  sur le  groupe a d d i t i f  

c) F est cont inue,  en ce sens que l ' a p p l i c a t i o n  

y~--~F( fy)  

est continue si y~-~f  
Y 

V dans ~(U) , et  si 

En p a r t i c u l i e r ,  si t ~  ~ , f E ~ ( U ) ,  la fonct ion continue 

Vx ~ u) ; 

C(u) ; 

est une app l i ca t i on  d'une var i# t~  a u x i l i a i r e  

fy(X) _ est fonct ion continue du couple (y ,x ) .  

(2.15) t ~ F ( t f )  

est la  fonc t ion  ca rac t~ r i s t i que  de la l o i  de p robab i l i t ~  ~ de la va r iab le  dyna- 

mique f ( x )  (Cf. (1 .4 ) ) ,  et d # f i n i t  doric compl#tement c e l l e - c i  ( th.  de Bochner) ; 

a ins i  F d # f i n i t  le  spectre de toutes les var iab les  dynamiques, donc la mesure m 

elle-m#me (§1). C'est pourquoi nous appel lerons F f o n c t i o n n e l l e  ca rac t# r i s t i que  
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de la l o i  de p robab i l i t #  m. 

Th~or~me (Gelfand-Naimark-Segal) 

(2.16) So i t  G un groupe ; F une app l i ca t i on  de G dans C ; Alors : 

a) 

b) 

F>>O] 

I 
l l  ex i s te  un espace p r # h i l b e r t i e n  (resp. h i l b e r t i e n )  H , 

sentat ion u n i t a i r e  a ~ a  de G dans H , un vecteur 

te l s  que 

F(a) < ~2 , # ( ¢ ' ) >  Va e G . 

L ' i m p l i c a t i o n  ~ est t r i v i a l e  ; dans le sens ~ , on consid~re l 'espace H' des 

fonct ions f de G nul les en dehors d'un f i n i ,  muni de la semi-norme II f II = 

~ ,~b f-~-) f (b)  F(a- lxb)  ; G ag i t  un i ta i rement  sur H' ; H est le  quot ien t  

de H' par l 'ensemble des #l~ments de semi-norme nu l le  (resp. son compl#t#) ; ~b 

la classe de la fonc t ion  a i ~  ~ (a ,e) .  

Le th#or~me reste vrai  si on ajoute ~ (2.16b) la cond i t ion 

r 
( 2 . 1 6 ' ) I  L'espace vec to r ie l  engendr# par les & ( ~ )  

L dense dans H ; 

( lorsque a parcourt G) est 

Cette cond i t ion  a l 'avantage de f i x e r  les ~l~ments 

une #quivalence u n i t a i r e  pr~s. 

H , aF->a de la representa t ion 

(2.17) Si U est une var i# t#  s#par#e, on sa i t  const ru i re  un espace p r # h i l b e r t i e n  

sur lequel D i f f (U)  ag i t  un i ta i rement  et e f fect ivement  (~ savoi r  l 'ensemble 

des semi-densit~s C, °~ ~ support compact) ; (2.16 I~)  permet d'en d#duire 

une f a m i l l e  s#parante de fonct ions de type p o s i t i f  sur D i f f (U ) .  Pour tou- 

te act ion C ~ d'un groupe de Lie G sur U , on ob t i en t  une f a m i l l e  de 

fonct ions ~ la fo i s  ~> 0 et C ~ sur G 

Th#or~me : 

(2.18) Soi t  F 

posons 

une fonc t ion  de type p o s i t i f  norm#e sur un groupe de Lie G ; sup- 

F de c l a s s e  C 2 ,' s o i t  ~ l ' a l g ~ b r e  de Lie de G . Alors  

al FIexp<Z l : I + i  M<zl 
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M #tant  une forme l i n # a i r e  r # e l l e  sur ~ , V une forme b i l i n ~ a i r e  sym~- 

t r i que  r ~ e l l e  ; on a de plus : 

c) V(Z,Z) v(z',z') - V(Z,Z') 2 >/ ~ M([Z,Z'I) 2 VZ,Z 'e~;  
[Z ,Z ' ]  ~tant le  crochet de Lie dans 

Ce r~su l t a t  se v ~ r i f i e  ~ l ' a i d e  de (2 .2) ,  (2.8) et de la formule de Campbell- 

Haussdorff. 
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§3. QUANTOMORPHISMES 

So i t  Y une va r i# t#  connexe s#par~e de dimension impaire 2n+1 ( f i g u r e  1). 

On appe l le  s t r uc tu re  de contact  la s t ruc tu re  d # f i n i e  sur Y par la donn#e d'une 1- 

forme C ~ ~"  dont le  f e u i l l e t a g e  c a r a c t ~ r i s t i q u e  se r~du i t  ~ 0 . On en d~- 

d u i t  que la  d~r iv~e ex t~ r i eu re  Q- de ~ a pad~ut le  rang 2n ; le  f e u i l l e -  

tage c a r a c t # r i s t i q u e  de &- est  donc compos# de courbes. 

Si ces courbes sont compactes (ce sont a lo rs  des courbes ferm~es), le  ca lcu l  

des v a r i a t i o n s  montre que la  c i r c u l a t i o n  de ~ sur chacune d ' e l l e s  est  constante;  

nous d i rons  que Y est  une var i~ t~  quant ique si  ce t te  constante est  c e l l e  de Planck 

(not#e 2 ~ ) .  

(3.2) 

I I  e x i s t e  a lo rs  sur Y un champ de vecteurs 

I I ~  ) ~ kerCo') 

~ - >  l ( ~ ) ~ d # f i n i  par 

D~signons par 

e x p ( t l ) ( ~ © )  

la so lu t i on  de l ' # q u a t i o n  d i f f ~ r e n t i e l l e  

= z ( ~  ) 

qui prend la va leur  ~o pour t = 0 ; ce t te  so lu t i on  est  une fonc t ion  p~r iod ique 

de p#r iode 2 ~  ; par su i t e  l ' a p p l i c a t i o n  

(3.3)  e i t  ~ exp(~ l )  

d # f i n i t  une ac t ion  d i f f ~ r e n t i a b l e  l i b r e  du to re  ~ (no ta t i on  (2 .9 ) )  sur Y . I I  

ex i s te  a lo rs  une va r i# t#  symplect ique U , e t  une submersion P de Y sur U , de 

sor te  que : 

(3.4)  L' image r#c iproque de chaque po in t  x de U est  une o r b i t e  de ~ ;  

L' image r#ciproque de la forme symplect ique de U est  la d#r iv#e ex t# r i eu -  
re de I~ . 
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Si U se trouve #tre l 'espace des mouvements d'un systeme dynamique (Cf. §1), nous 

dirons que Y est une pre-quant i f i ca t ion  du syst#me. 

Y -0 15 
J 
! 
I 

U f 4 - _  J ( i ) 
X 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

I I  semble que la poss ib i l i t #  de pr~quant i f ie r  la var i~t# des mouvements d'un 

syst~me dynamique doive #tre consid#r#e comme une lo i  de la nature ; ainsi  

l 'espace U des mouvements d'une par t icu le  ~ spin (de masse m pos i t ive 

ou nu l le )  s ' i d e n t i f i e  ~ une orb i te  du groupe de Lorentz-Poincar# darts sa re- 

pr#sentation co-adjo inte,  munie de sa structure symplectique canonique (vo i r  

( ] ] I )  ) ; ]a th~orie de l 'homologie montre que U n'est  pr~quan- 

t i f i a b l e  que si le spin s de la par t icu le  est un mul t ip le  ent ier  de ~ / 2 ;  

c 'es t  bien ce qu'on constate exp#riemntalement (exemple : le spin d'un neu- 

t r i no  est ~ / 2 ,  celu i  d'un photon ~ ). 

Dans le cas oQ i l  existe plusieurs pr#quant i f icat ions essentiel lement d is-  

t i nc tes ,  l 'une d 'entre e l les  est s i g n i f i c a t i v e  physiquement (dans le cas d'un 

syst~me de par t icu les indiscernables, i l  ex iste deux pr~quant i f ica t ions,  

correspondant respectivement au~cas des bosons et des fermions). 

Nous appellerons quantomorphismes les diff~omorphismes de Y qui respectent 

la forme ~ ; tout  quantomorphisme respecte aussi le champ de vecteurs 

I (3 .2) ,  et commute donc avec l ' a c t i o n  du tore (3.3).  I I  en r#sul te qu ' i l  
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se p ro je t te  sur u selon un symplectomorphisme ; ce qui d ~ f i n i t  un morphis- 

me 

(3.8) Quant(Y) ~ Symp(U) 

du groupe des quantomorphismes de Y dans le groupe des symplectomorphismes 

de U . Le noyau de ce morphisme est le tore T (agissant  selon (3 .3) )  ; 

T e s t  le centre de Quant(Y). 

Un groupe ~ un param~tre de quantomorphismes est une act ion C ~ du groupe 

a d d i t i f  ~ sur Y , par quantomorphismes ; son g~n#rateur Z est un champ de vec- 

teur  C ~ d e  Y qui v O r i f i e  

(3.9) exp(tZ) ~ Quant(Y) ~ t  ~ 

on d i ra  que Z est un quantomorphisme i n f i n i t e s i m a l  de Y. On constate que le nombre 

i (3.1o) 

est fonc t ion  d i f f ~ r e n t i a b l e  de x seulement, et v ~ r i f i e  

(3.11) G " (  ~ ) Z . ( ~ ) ) " -  ~ ~U. 

pour toute d~ r i va t i on  ~ d~ f i n i e  sur Y . Dans le  cas p a r t i c u l i e r  du vecteur 

Z = T, g~n~rateur du to re ,  on trouve u = 1 (3 .2) .  

On notera que les formules (3.10) et (3.11) d# f i n i ssen t  r#ciproquement le champ 

de vecteur Z si l ' on  conna~t la var iab le  dynamique u ( d # f i n i t i o n  (1 .3 ) ) ,  si bien 

que nous pourrons noter c e l u i - c i  

(3.12) Z ~  

R#ciproquement, si on se donne une var iab le  dynamique d i f f ~ r e n t i a b l e  u , le vecteur 

Z u d# f i n i  par (3.10) et  (3.11) est un quantomorphisme i n f i n i t # s i m a l  ~ la seule con- 

d i t i o n  q u ' i l  so i t  c omplet. 

Le calcu l  montre que : 

(3.13) [Zu,Zu,  ] ~ Zru,u,  ] 

f ~ 

o0 [Zu,Zu, ~ est le  crochet de Lie des champs de vecteurs 

crochet de Poisson des var iab les dynamiques u et u' 

Zu,Zu,,  [U ,U ' ]  le 
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§4. ETATS QUANTIQUES 

Nous a l lons  chercher une d # f i n i t i o n  convenable des #tats quantiques en par tant  

de l ' i d ~ e  suivante : ce sont des objets g#om~triques dont les #tats s t a t i s t i ques  

classiques (§1) cons t i t uen t  une "approximation" va lab le  seulement si la constante 

de Planck h = 6,6262~10 -27 g cm 2 s -1 peut # t re "n~g l ig~e" .  

Si nous n~gligeons ~ dans la formule (3 .13) ,  on a r r i ve  ~ la conclusion ( faus- 

se) que l ' a p p l i c a t i o n  

(4.1) u F-'-)' exp(Zu) 

est un isomorphisme du groupe a d d i t i f  des var iab les dynamiques avec le groupe des 

quantomorphismes (en f a i t ,  cet te app l i ca t i on  n 'es t  pas par tout  d~ f i n i e ,  e l l e  n'a au- 

cune raison d '# t re  i n j e c t i v e ,  ni su r j ec t i ve ,  et e l l e  ne peut pas #tre un isomorphis- 

me, puisque l ' un  des groupes est commutati f ,  et pas l ' a u t r e ) .  

Si cependant on le c roya i t  un i ns tan t ,  et si F ~ t a i t  la f onc t i onne l l e  carac- 

t # r i s t i q u e  (2.13, 2.14) d'un # ta t  s t a t i s t i q u e  c lass ique,  F se ra i t  la composEe avec 

ce morphisme d'une fonc t ion  (~ de type p o s i t i f  sur Quant(Y) : 

(4.2) ??? F(u) = (~ (exp (Zu )  ) V ~ E  ~ ( U )  ; 

l ' a p p l i c a t i o n  

(4.3) ??? t F-> ~) (exp( tZu))  

se ra i t  la transform#e de Four ier  de la l o i  de p r o b a b i l i t #  d e  u dans l ' # t a t  corres- 

pondant (Cf. (2.15))  ; 

La formule (2.14a) : 

F(k) = e ik si k est une constante 

montre que l ' o n  au ra i t  : 
??? ~ --(exp(Zk) ) = e ik ; 

comme i l  se trouve que exp(Zk) est l ' a c t i o n ,  sur Y , de l '#16ment z = e i k  du 

tore (Cf. le  §3), cet te  formule s ' # c r i r a i t  

(4.4) ??? ¢ (z) = z V zE  

Mais r ien  ne nous emp6che d ' u t i l i s e r  ces r~su l ta t s  faux comme d ~ f i n i t i o n  axio- 
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matique : nous appel lerons 'I~tats quantiques" les fonct ions 

v@r i f ian t  : 

(4.5) - b)a) 

(~ : Quant(Y)--~ $ 

¢(z)  z Yz e"~ 

(~ est >> 0 

(~) est cont inue,  en ce sens que ~ o H  est cont inue chaque fo i s  

que H est une app l i ca t i on  d i f f@ren t iab le  d'une vari@t@ dans Quant(Y) 
(1).  

Bien entendu, ces objets ne pourront pas #tre associ#s a un ~tat  s t a t i s t i q u e  

par la formule (4 .2 ) ,  et devront donc #tre ~tudi@s directement. 

Par exemple, si u engendre un groupe ~ un param#tre de quantomorphismes par 

l ' a p p l i c a t i o n  

t I ~  exp(tZu) 
i 

on constate -grace ~ la d ~ f i n i t i o n  (4.5c) cho is ie  pour la cont inui t@ de ~)  et au 

th6or6me de Bochner (2.12)-  que l ' a p p l i c a t i o n  

t~--> ¢ (exp(tZu)) 

est la transform@e de Four ier  d'une l o i  de probabi l i t@ ~-~ de la d ro i t e  r@elle : 

(4.6) ~P(exp(tZu)) X e iStd~-(s)  

J 
par analogie avec (4 .3 ) ,  nous in te rpr# te rons  ~ comme r#su l t a t  (al@atoire) de la 

mesure de u dans l ' ~ t a t  quantique (~ (nous dirons simplement spectre de u). 

I I  ne reste plus qu'a tes te r  les cons#quences de l ' ax iomat ique  (4.5) et de la 

r6gle d ' i n te rp r@ta t ion  (4 .6) .  

(4.7) Notons d'abord que. l 'ensemble des #tats quantiques n 'es t  pas vide : la m@- 

thode des semi-densit@s permet de v@r i f ie r  que l 'ensemble des fonct ions 

v ~ r i f i a n t  (4.5) est s@parant sur le groupe Ouant(Y) : si a,b ~ Quant(Y) 

et si a ~ b, i l  ex is te  un @tat quantique (~) te l  que (~(a)  # (~ (b).  

(1) 
Une app l i ca t i on  H d'une vari@t# V dans le groupe des diff#omorphismes 
d'une var i~ t#  V' sera d i te  d i f f ~ r e n t i a b l e  si ( x , x ' )  I--2 H (x ) ( x ' )  

est une app l i ca t i on  C ~ de V x V' dans V' . En raison des axiomes 
a) et b) , ~i ) v@ri f ie  l ' i n @ g a l i t ~  (2.7) ; i l  s u f f i t  donc, pour q u ' e l l e  
so i t  cont inue,  q u ' e l l e  le so i t  en l '@l#ment neutre. 
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(4.8) Si k est une var iab le  dynamique constante, le spectre de k dans n ' im- 

porte quel # ta t  quantique (~3 est concentr~ au po in t  k : i l  rTsu l te  en 

e f f e t  de (4.5a) que 

(~ (exp ( tZk ) )  = e itk 

et i l  est c l a i r  que t F--~ e i t k  est la transform#e de Four ier  de 

la mesure de Dirac ~ =  ~ (k) .  Par l i n # a r i t ~ ,  on en d~dui t  que le 

spectre de u+k est t rans la t#  par k du spectre de u (dans n ' importe 

quel # ta t ) .  

(4.9) Par contre,  si une var iab le  dynamique u prend ses valeurs dans un ensemble 

ferm# E ~  non r#du i t  ~ un po in t ,  i l  peut a r r i v e r  que le spectre de u 

ne so i t  pas support# par E (un contre-exemple est f a c i l e  ~ cons t ru i re  

l ' a i d e  d'une semi-densi t#) ; cet e f f e t  tunnd montre bien la d i f f# rence  entre 

un # ta t  quantique et  un # ta t  s t a t i s t i q u e .  

Soient p et q deux var iab les dont le crochet de Poisson vaut 1 ; la formule 

(3.13) montre que ]e crochet de Lie [Zp ,Zq]  vaut ~ I ; si X~/~,V_ sont des 
hombres r#e ls ,  la formule (2.18a) donne , s ' i l  ex i s te ,  le  d#veloppement l i m i t #  au se- 

cond ordre de F(exp Z~p+~q+v) ; on constate que M(ZD) et H(Zq) sont respect ive-  

ment les valeurs moyennes de p et q, V(Zp,Zp) e t  V(Zq,Zq) les variances de ces 

m#mes var iab les (carr#s de leurs  #carts quadratiques moyens ~ p ,  ~ q ) .  La formule 

(2.18c) donne a lors  

(4.10) A p  A ~  ~ ! 

c 'es t  la r e l a t i o n  d ' i n c e r t i t u d e  de Heisenberg, sous sa forme la  plus pr#cise ( vo i r  

par exemple ( I I )  ). 

Consid#rons plus g#n#ralement un groupe "quantodynamique", c ' e s t - ~ - d i r e  un sous-groupe 

G de Quant(Y) qui poss#de une s t ruc tu re  de groupe de Lie t e l l e  que le plongement 

de G dans Quant(Y) so i t  d i f f # r e n t i a b l e  ( I ) .  Tout # ta t  quantique ~b i n d u i t  sur 

G une fonc t ion  de type o o s i t i f  (~G qui est cont inue.  E l le  est associ#e, par le 

th#orTme de Gelfand-Naimark-Segal (2.16, 2 .16b ' ) ,  ~ une repr#sentat ion u n i t a i r e  de 

G sur un cer ta in  h i l b e r t i e n  : 

(4.11) a ~--~ a ; 
I 

(1) Au sens d# f i n i  en (4.5) . I I  r ev ien t  au m#me de d i re  que 
de Lie qui ag i t  e f fec t ivement  et d i f f # ren t iab lemen t  sur Y 
mes. 

G est un groupe 
par quantomorphis- 
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v~ r i f i e  facilement que la cont inui t~ de ~ entra~ne la cont inui t~ de cette on 

representation (4.11). 

Les r~sultats connus sur les representations uni ta i res continues des groupes 

localement comnacts oermettent alors de fa i re  des or~dictions sur les spectres des 

variables dynamiques associ~es auxsous-groupes ~ un param~tre de G ("moments"). 

Dans de tr~s nombreux exem~les, e l les sont bien v~r i f i~es (action du groupe 0(4) 

dans le cas des mouvements k~ l~ r iens  ; action du grouoe de Poincar6 darts le cas 

d'une par t icu le l i b re  sans soin (ou de spin n~ , n~ ~) ; du rev6tement ~ deux 

f e u i l l e t s  du groupe de Poincar~ dans le cas d'une par t icu le de spin ~ /2~  etc). 

Les re la t ions de commutation associ~es sont d ' a i l l eu rs  l 'un des ou t i l s  fondamentaux 

de la m~canique quantique. 
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§5. LE PEOBLE!IE DE L'OSCILLATEUR HARMONIQUE 
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =  

I I  se trouve Dourtant que ces pred ic t ions  tombent en d#faut dans l ' un  des cas 

les plus simples : ce lu i  de l ' o s c i l l a t e u r  harmonique ~ une dimension. 

Comme pour tout  syst~me conserva t i f ,  le  groupe des t rans la t i ons  temporel les 

est engendr# par la va r iab le  dynamique E/i~ , E d#signant l ' ~ne rg ie  ; en u t i -  

l i s a n t  le  f a i t  que t o u s l e s  mouvements sont p~riodiques de m#me p~riode T , on #- 

t a b l i t  que exp(T ZE/~) est l ' i d e n t i t ~  sur Y ; par consequent le  spectre )uL de 

la va r iab le  E/~ v ~ r i f i e  (Cf . (4 .6 ) )  : 

(5.1) -- J , 2  isT d ~ ( s )  : 1 

ce qui n 'es t  possible ( j-~ ~tant une mesure pos i t i ve  de masse 

est supports par l 'ensemble des points oO e isT 

de l ' #ne rg i e  les valeurs discr#tes 

(5.2) 2n~'~ 1 = n hy  (n ~ ~ ; V = T ) ; 

1) que si H" 

= 1 ; ce qui donne pour le  spectre 

or les valeurs e f fect ivement  observ~es sont donn#es par la formule 

(5.3) (n + ½) ne 

On peut lever  cet te  d i f f i c u l t S  en admettant qu'une constante add i t i ve  dans 1'S- 

nergie est inobservable ( les sauts quantiques ne permettent de mesurer que les d i f f S -  

rences de valeurs de l 'Snerg ie )  ; mais cet te  formule empirique (5.3) f o u r n i t  cepen- 

dant une i nd i ca t i on  intSressante : e l l e  conduit  en e f f e t  ~ remplacer la formule 

(5.1) par la formule "oppos~e" : 

f 

(5.4) ??? i eisT d ~ ( s )  = - 1 
I f f  

ou encore (Cf . (4 .6 ) )  : 

(5.5) ??? ~ ( e x p ( T Z E / ~ )  = -1 . 

Ces formules suggSrent de mod i f ie r  la  d S f i n i t i o n  des Stats quantiques en 

duisant des not ions homotopiques : l ' a p p l i c a t i o n  

y i n t r o -  

(5.6) t I - - -> exp( t  ZE/~) , 
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lorsque t parcour t  ~ , T ] ,  d # f i n i t  un l ace t  d i f f # r e n t i a b l e  dans Quant(Y) ; la re-  

l a t i o n  (5.5) pourra prendre un sens si on d # f i n i t  ¢ sur un rev~tement convenable 

e l l e  f ou rn i ra  une cond i t i on  impos#e ~ tous # ta ts .  

/ " ~  _ i_ _/ - .  --<< k _ L ~ , ~ \  Y 

U" 
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Pour r # a l i s e r  ce programme, ef fectuons quelques cons t ruc t ions .  

1 ° ) Nous avons remarqu# (3.8) que la p ro j ec t i on  sur U ( f i g u r e  2) d'un quantomor- 

phisme a d ~ f i n i t  un symplectomorphisme b , et  que 

(5.7) M i ( a ~ b )  

est  un morphisme de groupe. I I  est  de plus d i f f ~ r e n t i a b l e ,  en ce sens que son compo- 

s~ avec une a p p l i c a t i o n  d i f f ~ r e n t i a b l e  dans Quant(Y) (au sens (4 .5 ) )  est  une a p p l i -  

ca t ion  d i f f ~ r e n t i a b l e  dans Sympl(U). 

2 ° ) So i t  U' l 'espace f i b r ~  des rep~res canoniques ( I )  de U ( f i g u r e  2). U' 

est un espace f i b r #  p r i nc i pa l  de base U , dont le  groupe s t r uc tu ra l  est  le groupe 

Sp(n) des matr ices symplect iques (1) d ' o rd re  n . On montre que Sp(n) est  con- 

nexe ; U' est  donc connexe si Y l ' e s t .  

Tout symplectomorphisme b de U t ransforme un rep~re canonique au po in t  x 

en un rep6re canonique au po in t  b(x) ; on peut donc re leve r  b par un d i f f#omor -  

phisme c de U' ; 

(5.8) M (b ~-> c) 

est  un morphisme i n j e c t i f  d i f f # r e n t i a b l e  de groupe ; par composi t ion,  on o b t i e n t  

donc un morphisme d i f f ~ r e n t i a b l e  

(5.9) M 3 ( a ~ c )  = M 2 ~ M 1 

de Quant(Y) dans D i f f ( U ' ) .  

3 ° ) So i t  U" le rev#tement universel  de U',  P la p ro j ec t i on  de U" sur U'. 

Les dif f#omorphismes f de U" qui v ~ r i f i e n t  

(1) Un rep#re S au po in t  x est  d i t  canonique si la mat r ice  des composantes du 
tenseur symplect ique 6- dans le  rep~re S est  ~gale 

une mat r ice  M est  symplect ique si e l l e  t ransforme un rep~re canonique en re-  

p#re symplect ique,  c ' e s t - ~ - d i r e  si M -1 J M' j - 1  , M' # tant  la t ranspo-  
s~e de M . 
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(5.10) P(X) = P(Y) 

forment un groupe ; i l s  se p ro je t t en t  sur U' 

c o P  = P o f  ; 

(5.11) M4(f ~-~ c) 

est un morphisme d i f f # r e n t i a b l e  et s u r j e c t i f  de ce groupe sur 

4 ° ) So i t  Y" l 'ensemble des couples 

en un m~me po in t  x de U ( f i gu re  2). 

s ions, Y" est une var i# t# .  

Consid~rons l 'ensemble 

(5.12) a ~ Quant(Y), f 

A cause de l ' i n j e c t i v i t #  de 

(5.13) M5(a,f ) F-> a 

P<f<×>) : P(f<Y>) 

suivant un diff~omorphisme 

D i f f ( U ' ) .  

C : 

~ X~ de Y x U" qui se p ro je t t en t  

~ x et X ~-> x ~tant  des submer- 

G des couples ( a , f )  : 

v # r i f i e  (5.10) ,  M3(a ) = M4(f ). 

M 2 , G est un groupe de diff~omorphismes de 

est un morphisme d i f f ~ r e n t i a b l e  s u r j e c t i f  de G 

t i f i e  ~ l 'ensemble des f E  d i f f ( U " )  v ~ r i f i a n t  

(5.14) P o f = P 

c ' e s t - ~ - d i r e  au groupe fondamental d'homotopie de 

(5.15) M 6 = M 1 o M 5 

est un morphisme d i f f ~ r e n t i a b l e  de 

(5.16) I (z,k)  / 
L 

y , ,  . 

sur Quant(Y), dont le  noyau s ' iden-  

U' ; 

G dans Sympl(U), dont le  noyau est l 'ensemble des 

z ~ T ,  k E groupe d'homotopie de U'~. 
J 

Darts tous ces r~su l ta t s ,  nous n'avons pas u t i l i s ~  le f a i t  q u ' i l  s ' a g i s s a i t  d'un 

o s c i l l a t e u r  harmonique, mais seulement que Y ~ t a i t  une var i~ t~  connexe pr~quant i -  

f i a n t  une var i~ t~  symplectique U . 

Dans le cas d'un o s c i l l a t e u r  harmonique, que l le  que so i t  d ' a i l l e u r s  sa dimension, 
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la l i n ~ a r i t 6  des #quations du mouvement c lassique montre que U poss#de une s t ruc-  

ture d'espace vec to r ie l  symplectique ; i l  en r~su l te  que U' est un espace f i b r~  

au-dessus de U , et que le groupe d'homotopie de U' est isomorphe ~ ce lu i  des f i -  

bres, donc ~ ce lu i  du groupe Sp(n), donc & ~ ( vo i r  ( IV ) ) .  Nous pourrons donc 

~cr i re  le groupe (5.16) sous la forme 

(5.17) { (z,LP) / z E~II" , p E ~  } 

L d6signant un g~n#rateur du groupe d'homotopie de U' (1) .  

Nous pourrons c h o i s i r  l ' ax iomat ique  suivante pour les ~tats quantiques : 

(5.18) a) ~p(z,LP) : z x [ - 1 ]  p ; 

b) (~ est une fonc t ion  de type p o s i t i f  sur le groupe 

C) (~ est cont inue (2) . 

G ; 

La compat ib i l i tO  de ces axiomes peut s ' 6 t a b l i r  en cons t ru isant  des semi-densit~s 

sur Y" , en u t i l i s a n t  le  f a i t  que le groupe (5.17) est dans le centre de G , et 

que la cond i t ion  (5.18a) f a i t  coTncider, sur ce groupe, (~) avec un caract~re. 

Soi t  G o l 'ensemble des ~l~ments de G dont l ' image par M 6 est une t rans-  

formation a f f i ne  de U ; so i t  (~o la fonc t ion  i ndu i te  sur G o par un ~tat  (~) 

On v 6 r i f i e  que G o poss~de une s t ruc tu re  de groupe de Lie ; ~videmment les a- 

xiomes (5.18) indu isent  les cond i t ions  : 

(5.19) a) 

b) 

c) 

Or i l  se trouve 

d~o(Z,LP) : z x [ - 1 ] P ;  

(~o est une fonc t ion  de type p o s i t i f  sur G o ; 

(~o est cont inue.  

( vo i r  ( IV )) que l 'ensemble des so lu t ions  ~L) ~ carr~ 

(1) Dans le cas de l ' o s c i l l a t e u r  ~ 1 dimension, on peut j o ind re  l '~ l~ment  (1,L) 
de G ~ l '~16ment neutre par un chemin d i f f 6 r e n t i a b l e  t rac6 dans G , qui se 
p ro je t te  sur Quant(Y) par le  facet  (5 .6) .  

(2) D 6 f i n i t i o n  analogue ~ (4.5) ; nous u t i l i s o n s  le f a i t  que G est un groupe de 
diff~omorphismes de Y" 
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sommable de l '#quat ion de Schr~dinger de l ' o s c i l l a t e u r  harmonique est un espace de 

un i ta i re  de G o , et que les fonctions (~o associ#es ~ chacune d 'e l -  repr#sentation 

les par la construct ion de Gelfand-Naimark-Segal v # r i f i e n t  ces axiomes (5.19). D'o~ 

les probl#mes suivants : 

Ces fonctions sont e l les prolongeables au groupe G tout ent ier  par des solut ions 

(~) de (5.18) ? Peut-on d#terminer un te l  prolongement (par exemple en deman- 

dant que ~ so i t  un point extr#mal du convexe (5.19) ? 

- Comment #tendre cette d# f i n i t i on  des #tats ~ des syst#mes dynamiques non l i n#a i -  

res ? Peut-on ainsi  # t ab l i r  un l i en  avec les diverses 6quations d'onde ? 

Principe de correspondance. 

Soit g ~ G ; si ~ est un ~tat quantique (5.18), posons 

(5.20) g((~(g,)  = (~ (g  o g, o f - l )  V g '  e G ; 

on d # f i n i t  a insi  une action convexe (1.5) de G sur les #tats (vo i r  (2.6)) 

Si g ~  Ker(M6), i l  r#sul te de (5.17), (5.18a), (2.9) que g((~) = (~ ; 

par cons#quent la formule (5.20) d # f i n i t  une action convexe de M6(G ) = Sympl U). 

Les #tats quantiques sont donc des objets de g#om#trie symplectique (au sens de 

F#l ix  K le in) ,  au m~me t i t r e  que les #tats s ta t is t iques (vo i r  (1.6)) et que les #tats 

classiques ; a insi  se manifeste, au niveau de l 'axiomatique (5.18), le pr incipe de 

correspondance entre les m#caniques quantique et classique. 
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