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Introduction,

La quantification géométrique se propose de donner un contenu mathéma-

tique rigoureux au 'principe de correspondance” entre wécanique classique et
mécanique quantique ; 1'outil utilisé se compose pour une part de glométrie et

de topologie différentielles (vaviétés, formes différentielles, espaces fibrés,
homologle et cohomologie, homotopie), pour une sutre part d'analyse (fonctions de
type positif, reprisentation de groupes de dimension infinie, opdrateurs pseudo-
différentiels). Des ré&sultats satisfaisants ont &tZ cbtenus dans 1'étude des
systimes dynamiques, bien que des questions fondamentales restent posdes ; la
“quantification géométrique des champs” , ol interviennent des difficultés mathé-
matiques supplémentaires biem connues, n'est encore qu'au stade d'ébauche,

En particulier, la quantification géométrique du champ de gravitation
reste un simple projet ; d'autant plus incertain que l'expérience me nous fournit
aucun effet gravitationnel quantique qui pourrait nous indiquer ce que nous devons
chercher.

Les deux thiories {quantique et relativiste générale) possident chacune
un premier stade ; celui de la matigre passive, soumise au champ sans em étre la
source ; d'un cSté il s'agit de la premizre quantification } de l'autre du principe
de 1'&quivalence.

On sait bien, dans les deux cas, qu'il ne s'agit que d'une approximatiom
(toute matidre réelle est nécessairement une source) ; mais cette approximation
se trouve dtre la partie la moins incertaine de la description ; d¢'un cBté parce
que la premilre quantification &lude les problimes de renormalisation ; de 1'autre
parce que le principe de 1'&quivalence n'implique pas le choix des &quations
de champ (on sait que 1l'on peut modifier les Squations d'Einstein & courte dis-




figure 1)
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tunce srns ultérer leurs propriétés génmétriques).
On souhaite évidemment dépusser ce premjer stade; quuntifier les équationa

de cluupy canstruire une théorie aynthétisue , contenunt ley deux précéidentesn

an moins & titre d'approximation; il est difticile d'@tre physicien —de croire
3 1'intelligibilité de la nuture = suns &tre oblipé de parier qu'une telle
ihéorie pent exister, qu'elle peut @tre mathémntiquement cohédrente,

t'n peut nuasi parier nue l'obatucle qul nons en sépare n'est pos seulewent
techniyue, mnis sussi épistiémologinue : il eat peut-dtre néicessuire de remoncer
L certoins a prieri, de conatruire de nouvenux cuvncepts, pour pouveir progresser.

Dons cetie perspective méthodologiyue, 41 se peut yue 1'étude du premier
gtode sit epcore fuelynes enseipnenents & nous donnerj d'une port parce qu'an
dvite einsi certnins choix urpitruires, tinsi yue nous venons de le remarquer;
mais mussi poree yue lo symétrie du premier stade peut nous donner des indica-

tions sur Ja syuétrie de 1n théorie synthétigue.

§ 1 1 HYVERESPACE ET ETATS CUNUENSES

Ltexistence et la significution du Mprincipe de relativité généraliaé", ou sens
d'Einstein, ne peut yuitter le stade de la controverse que 8i on lui donne un

contepy muthénmutiyue subfisamuent précis.

Y,

Soit 1}; In wariété espnce—tewps (figure 1)}; dessinona 1'ensemble E_ de
tous les chumps différentiables de tensenrs covirinats symitriques de deyré 2
aur \”4 3 Egp . ¢xt un espace vectorie]l de dimenaion infinie,

XH>g 3 i1 anpartient

& 1'ensemble 8 des chuups dont lu signnture est {+ = = ~ Jpour tout XE I}A.
Ltensenble

Lo métrigne d'univers est un point C de Egq

G des difféounrphismes de 13; (bijections de ¢lnsse c*™ &

linduire de G sur Eu , wction qui liisse 8 invurianote ¢

d'orbites de G (nous avans desainé celle de C

—tm

Jocobien non nul) cst un grouge de dimensien intiniy les objets ndométriques

différentiels (vecteurs, lorwes,tenseurs, conuexions, tensités, ete,) ont

en comaun ko propriété d'étre troansportnnles pur lesx Fidments de G 5 le

principe de relutivité géuérule postule dlune part yue les objets physiques

sont des objets différentiela, d'auvtre purt que leur trunspert en blee por un

"
e 3

méne diftéounrphisuwe est inobservable : en dinutres termes gue T}; X,

ete, ne sont nue des constructions wnxiliuvires wustroitesy et yue l'uréne con-

créte du rende pbhysique est le funtient w'une Lelle atructure wrnthémrtique pur
1taction de &3 ¢'ost dene le eheix d'une fudtrie structurelle,

En purticnlier, 1'nctiou de G sur le tenreur g délinit une rescérencatinn

t 8§ est une Sonme
en hochures); le yuetient [f
zeru appelé hyperespnce {c'est llespuce des réométries possibles de 1I4).

A ce stade appnrait une difliculté techmique : H posside des singulnritéds ,
parce que le Blubilisutenr t'un point € de E n'n pns toujours la wlwe slruc-

ture 1 les points singuliers de U =sont les géomdtries possédant un groupe da'i-

.sométries non triviul,

On résout cette diliiculté en remnlugunt G por le éons—groupe invariant G0

des difféomerahisues u support compact (i existe une p.rtie compacte dc1rl

danz le compléwentuire de luyneile le diflérmorphiswe cafncide uvec 1'iuventi-

té)}; si \J; n'est po8 cowpucte, Go ne contient d'isométrie nom triviale
pour aucune géométrie, H n's plus ue noints singuliers.
Il est pen.iz d'étendre cette strueture en asssacinnl aux notentielix de gri~

yitetion

gFV les potentiels électroms:rnétinues Ar , et au pgrounpe dex dif-

{éoworphisues de WJ; le proune ues transternnstions de jause électronaynéti-
ques A

pey Incbeervanles,

A‘ :\<< , trapsforwutions yni sont elles nussi, pur princi-—

De fagon précise, d¢irtéouorahisues et trunsfarmetions de Jjunge engenurent

Do 1 JEA
un grouse O , qui est un pronnic se.i-direet {"); les él1éments w rRunnort cou-

pact de G lorment encrre Un tgus—proute inverieut G 3 G

et. G rgis—
a
C{ > {a,4) );

sant trivinexy clest désaraais B =S/Go

sent lindnirement anr le nouvel espnce Ecn des natentiels

Yer atnbjlisntenrs de Ga que Nous

conajdirerons comue hyperexpnce.

(1) Cample tenu de J'nction tensorielle ies difféomcrphiswes sur les potentiels

&r et les seulnires & , Ce groupe spnuruit plus muturelle.cnt dans Tlin-
ternrétition nentn=di.ensionnelle de 1n relutivité ixxue de li theorie de Ko-
luza-Klein . Yoir XVII[. .



-§ -
Un peut donner o i upne structure dillerentielle (:lc aimensiaon iminie);

essnyons par evemile de définir, wu point T {prejection de € srur I} une

forme ditferentielle (de depré 1 )3 ce vevrs fre upe lorme lindeire

sur les variations o arojecltions sur Il des variations 3¢ chiuge,
ce qui nefuettra e relsver rl pat une lLurae lincaire sar 30 , tene por nn Len=

seur—distrivution; de nlus ce tenseur-cistribution deves s'annuller ai i Oy

clest=n=dire si SC est vertienl ; ce fui s'exnrime de Irgon précise par le
faic que %C est 1'uction inrinitésimnle d'un éléuent de 1'olghbre de lLie de
Go , carbCtlArisé pur un cheup de vectiurs EK et un chouwp scolaire = &
Suppors comptoty., Lu théorie de lu udrivée we Lie conuuit olors su théordue
suivant (voir la démonstrutiom duns XKD ) ¢

Suppesons que ]U. se releéve prr onne mesure complétesent continue

(3)

- AT - | {%'Twﬁgr,iﬂ J'E,\(} av(X) (o =2h)

Ui

oih v désigne 12 meSure riesunnienne de D; zssogide & 0, et 8 uné

variastion arbitraire des potentiels.

Alors les chemps X T et X+>J  définis psr (1) vérifient
Ier gyuations

A {4)
(2) /b(*’g"’ ’%Tre-f‘ at- o

¥ ¢
~
{(“® = dérivatinn cevarinnte ; FY( =’3‘. Af :b("\v V.

tn reconnuit les principes des 1'électrodynumique des milieux continus, J

étnnt Jo densiteé de caursnt-cherge, T le tenseur d'épergie—iwpulsinn,

Nous uvons ninsi mis en duulité les lois du mw uvement avee lu structure gé=-

owétrique «de ln théorie; cette dunlitsé nous donne tes enseipnewents dans les
deux sens 1 !'universalitd des éyuntions (2) est corrélative du choix du grou—
ne Ga jtoute monification éventuelle de 1'un des termes doit s'mccompogner
d'one medification ecorrélative de i'nutre (1).

Cette duslité n pur oillency un intérét techniquer elle s'adapte dircectement
i Iy

(1) Le curnctiére éléuentnire des lois {2} est dene un nrgument pour unifier

difléomorphisues et transiormutions de jouge dlectromaunétique, ¢e gqui n'a
rien de naAcessaire n priori. 5i on essaye d'pdopter un pnint de vue Irenchement
nentadinensionnel, pour denoer u & et l.io une interprdtuiion plus géomitri-

yue, on est conduit & wodifier les énuations du meuvement,

- b~

& lo descripLion des étnts contcusés de ln untitre ¢ Ll sulfit de suppeser
que 1la fonctionnelle rt ntest plus cowplitement continue en ‘&C, wais qu'il
8'agit d'une discribution dent le suppert est une scuS-variété de ’tri'
Le cus le plus siuple est celui d'une purticule 3 en choisissant pour Sup-
port dJe r\ une )iyrpe d'univers A s el en rRupposuni yue }-\ et une distrihu—l

tion d'ordre 1, on obLtient le résultat suivent { XRT )

(«) En chayne point X  de M, il existe un nonure g, un vecteur Pr ’

. v v .
deux tenseurs untisywmétriques Sr\ et J‘lr , que)u définit par ,13

toruule
' 1ok P v axf
-I[P él_s_-ﬂ}i F\ ]%%rv-i-q ....Z.;. SA(

R
in: : 5
M v4 S 455: 33, A f”é;ﬁ

A

(v) ces grondeurs vérilient les équations

~ P
~ ‘iF axt . 'fz ,H_w 3,.?}.4 "%:er,{rs axt

Y o o | O
5 sl sl

= ¢€ S d_s
1
YD
Mol g ?“M-J\H'Fevh})\ Fe
IFrUR 4

stenseur de Riewsnn-Christoffel

Rrv,fr
Ces équatiens sont les équations universelles de 1'électrodypnmiyue des poarti=
¢ulea possives SouniBes au chuup Eleciramegnétinue et gravitntionnel =~ dans

1n wesure oft Jes moments quuurupolaires sont négligeables ( voir XV], b AY AR T
g s'interprete cowme chorge éleetrique, P couwe impulsien, § comme tenseur

e epin, ‘)"t comne moment électro-pagnétinue; le stantut de ces 4 grandeurs

est e donuer nvissynce a nne Forme d'hynerespace p pir la foraule (3) 3

les éyuntions (4) ébunt simplencnt des conmlitions nécessanires et sulfisrntes Jde

cohirence de {3) .
Un peut vérifier ece stutub pur un arguusent statistiyue ¢ en utilisunt 1n bhili-

nénrité de 1'rpplicntion ( )“ A rﬁ“') , on peut interpréter une statis-

tinue de partieules o s=pin  uwu woyen d'une fonctionnelle movenne j‘-\ qui est
dn type (1) j pur exewple, en traoitant un sinunt couwse un tel afsenbluge mocros-

copinue de pirticules & apin, on fuit appnruitre nen seuleuient 1'équivnlence

N L
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mugndtigne de 1'oimunt wvee un solénolide. mnis anssi, et oh]iqntniremént,
lteftet gvrm-:n-vnét:i_-!‘ui et ln nmynidtasiricetinn { YKt ); le earnctdre com=—
plet d'une telle description luit nuitre nes dantes sirienx sur ln pertinence

de certaines notious, en particulier <de ln densité mgeroscopique de s#pin qui

pourruit o priori étre considdirde Comme nne source du cinun de gravitation,

Por nflleurs la structnre géométrique définie pne (1) ou {3} posside la
conadnuence Sulvapte : toute symétrie du chman entruine 1'existence d'une pron—
deur conservées réaultat bien coonu duns le cus d'un wilieu continn,

Exguinony le cus d'une nurticale. Nous svons remurqué yue le stnbilisatenr
de C danr Go est nécessuirenient rédnit & 1'élément neutres supposens gue
C possdde un stebilisnteur non trivinl dons le srowse G 4 il & *agiru nécesw

sairement d'un pgroupe de Lie de diwension finie n { n£ 11 ); lea n gren-
deurs canservées asscciirs aont toutes dopnées par la forwule
(5) Prv"+ %sr“%rvva- q[ui-j.‘, vf]

xt. v . SA( -’%u étunt l'uction intinitésimule d'un &)éwent arbi-
trulre de 1'ulgébre de Lie du stubilisuteur sur les points el les potentiela,
Une déuonstration géowdtrique directe ae trouve unpg XX| 3 le culcul per-
met d'aillenrs de vérifier que ( & ) est une intigrule promiére du systiwe
différentiel (4); fait d'autunt plus reunrqunble yue cesr 11  équutions ne
constituent pss un systéme diteruiniate pour les 21 variablea qu.P.S.JL H il
ne a'aglt dene pas d'un théordme de type noethérien,

Une particule de type donné sery caractérisée pur des &quations d'état
liant eptre elles ces verisbles universelles {et éventuellement dlautres wuria-

bles internes }; on peut par ca woyen espdrer eotenir un moddle déterministe,
Prr axeuple, on peut essayer les hypothases

(6) st Py= 0 A s

(monolocalitd, ubsence de mousnt électrique) ; la compntibilité avee les équa-
tions universelles (4) permet de mooirer que les vurisbles

(7 # . PI" er o ~s"E

P
sont liéea Ie long de la courbe; d'od l'introguetion d'une dernidre éguation
d'état
e
(8) 2 e ()

qui indique Y'énergie (en £quivalent massique) fournie & la particule par une
composante du chowp mognétique dans la direction de sen spin.

'0?) Slay , % 7) -Jz<mj d;':j -7 de, BF’J —_\?JSL> - <mJS¢j-—?j S, d?j -7, dtd

.

i (11)

~8=

Alora le aystime (4) ,{6 )},{7 ) est déterministe; duns les circonslnnces
expsirimentoles correspondnnt nux mefures fines du moent mognédtique ge 1'élec~
tron et du wuen {ellet népgligenble de lo gravitniion, chowp wugnétostrtique

canstunt) on retrouve lea equntions Barampn-vichel-Telemdi { X Wil ), ce

qui montre que les énuutions proposées collent bien evee l’expéricnce, au woina
duns ces circonstancen,

§ I1 @ QUANTIFXCATION GEumETRIQUE DLS SYSTLMES DYNAMEQUES,

Lo loi fondumentule de li dynamiyne ¢lnssiyne d'un systéme de o points

mutériels peut se forwuler nu meyen du priomcipe des travaux virtuels [ou “prln-
cipe de d'Aleubert")

-y - Rl Y '
(9) 2 <m1 é_‘l\;, - J:‘J s 0Ty > a 0
i

od les crochets & ;, » Udésignent le produit scaluire de HP; chaque paint,
de masse mJ sy de position ?3 , de vitesae

prcs 4
. v, = T,
(10) . J dr
est rounis & une force F} y Tonetion ; & priori, de

e
¥ = ;3,.....?;,7},.....vn,t ))

b ?} désigne une variation arbitraire de s positian 13; dans le cas d'un
systéuwe 11é, 11 ent spécifisi yue 3;} est computible uvec lea linisona telles
qu'elles existent & l'instant t.

11 eat possible d'élurgir ce principe em trattunt les positions et les vi-

tesses conue des voriablea irdépenduntes 3 on considére l'exnression

v
J J
qui redonne bien Ia précédente (uu fucteur dt prés) si on se limite sux varin-

tions telles nue St =90 S;; = 01 on remnrgque que (12} définit up tenseur

G de ltespuce d'évalution V  décrit par le varinble y { 11 ); le signe -
qui y [ligure correspond & un choix , sppuraowent erbitraire, fuit pur Lugrange
dés 1808 ( [ ), et rend @

un ipyariont intégral obeolu des édquations du wouvewent; résuliat énoncé ex-

sntisymétrivue; son intédrétv est de fournir

plicitement pur Lugrunse, et qui a été redécouvert pnr Elie Cartan un sitele
plus tard ( IT ).

Notons que les équntions du mouvement { y compria l'équation (10 ) ) a'derivent



maintenunt
(13) T lay, 8y) = 0 ¥ 3iy

chaque mouvewent {courbe décrite per y dams V } est une feuille du feuil-
letuge de diwension 1 défini dans ¥ par (13 ) [ la dimension de V ext
fn¥l ; le rang de O, nécessniremenl pair par suibe d'un théartwe d'algébre,
est ici #gul & tm ). I1 existe une yuriété guetient U, de dimension dn
dont chague point X est um uouvewent (figure 2 } ; i les lerces F: uéri=-
vent d'un potentiel (wéwe fonction du tewps) la forme O pusse nn yuotient

il existe une 2-forue Gh deéfinie par

(14) w(dy, 3y) = oylax, I x)

dx et g% étant les varintions duw mouvement Xx engendrées pur des varia-

tions arbitruires dy , Sy de 1o condityon initinle ¥

GRJ est une g2-forwe inveraible et plate {il existe des coordennies de

U ob les composantes de G, sont constantes ); une variété U munie d'une

farme wyont ces propriéiés s'appelle une variété sviuplectigue; su dimension eat

pécesanirement puire.

Las sywéirie do lo théorie est défioie pr le groupe Symp({U) des dilfiomore
phismes de U qui respectent %, [ "aywplectomorphisues™ }3 c'est un groupe de
dimension intinie, spte & contenir les symétries menitester du systéme. Tout
groupe de Lie de symplectomarphisues est associé & un systime de grandeura con-
servées { le "wowent® ), & vaoleurs duns le dunl de l'nlgébre de Lie gu groupe
(voir V11| )i cette construction s'nccompugne de lo dérinition d'une certaine

cohomolagie des groupes de lie ("cohowolowie symplectiune™ ); & chaque actionm

symplectisyue d'un groupe est aésociée une clnese de cohamoloyie syuplectiyues
Pur exemple, un systime dyanwique clusriyue jsolé définit une vetion aymplec—

tinue du proupe de Galiléie; la cohomelogie de ce groupe posside la digennion 1}

ceci arsocie donc ru Bystdme une grandeur mesurable o 3 m est 8a masse,
diment pginométrisée,
Ln structure symplectinue déborde lorgenent le cadre de 1o méennique clossi-

(15)

que 1 ainsi une particule libre , en mécunique de lu relativité restreinte ,

définit une scbLion sywplectinue du groupe de Foiuncurs; on ¢nractérise 1'élewen—

tarits de lu porticule por le fult que cette uction ert tronsitive; comue la
cohowologie du groude est nulle, on peut wontrer que clest nne action & la

Kirilloy [ 2% ), c'est—d-dire yue U est isomorahe & unme orbite du graupe
de Poincuréd dena la representation duale de Ju représentation sdjninte; ce qui

fournit uue clussificution a priori des modblex de prrticules; les grandenrs

noethériennes ussocises & chsyue wodéle (iwpulsion, énerpgie, position, monent

-10-

cinAtique propre, hélicité, pnrité) permettent de reconnailre, parmi ces con~
didnis, ceux q"i conviennent aux poriicules rielles {particules uvet Ou Sgns
spin, purticules de wasse nulle { Vil Vi
_Cette structure symplectique universelle joue aussi un réle importunt en
mécnnique statistiyue { veir VI1] }; weis elle apperuit, encore plua fonda=
menialewent, couue iodispensuaple & la yuantificurion,
Le premier stude — "priquuntificuticn” cuns la teriinologie de Kostnnt -

conninle & comstruire un espuce [ibré en gerecles Y uu dossus de U {figure 3)

muni d'une 1-forme TI telle que

= 1A dérivée extérieure de T3 coincide avec 1'image reciproque de GD psr
lu projection 3 > X

—75 ne a'nnnulle pus sur les [ibres circuluires; la gcirculation sur ces Pibres

ﬂ(%)&q est égule & 1a constante de Plunck 2k .

Cette construciion n'est possible yue 8i Ub vérifie cerluines conditions

howojoyiyuess alle permet alors de résoudre le probleésie de Dirse, clest-d-dire

de Téuliser 1'ulgibre de Lie der varivples dynawiques {wunies do crochet de

Poisson } sur un espace de liilbert; & suvoir aur un espuce de fanctions définies



sur Y .

Dona le cas ot U est 1'espuce des mouvements d'una nurticule libre, on
Peut aller plus loim t la méthode des Eolnriahtxnns {Kostunt, Honriou) permet

dlabtenir et d'interpréter les équatiana d'onde cluasiques (Schridinger, Klein—

(vinn Y-

champ extérieur est un probléme besucoup plus délicut, qui est en voie de réso~

Gordon,Dirac, buxwell, etc. - Le cus des perticules aspumises 3 un

lution gruce & la technigue du pairing {Blottner, Koatant, Sternberg) et de

1'inlice de Maalov (kuslov, Arnold, Leru))()kl'l R, RY; VY, Vi, XH Xl\l)

La problime revient & conatruire certuines reprémentstions unitnires dn

groupe des quantomorahiswes de Y {difféomorphismes yul respectent la forme

f18)

TS ), oo plus exsctewent d'un revisewent de ce groupe, Pur exewple, daps le cos
d'un oacilluteur linénire {dn diuension quelconyue), Jes yuuntomorphismea de

Y qui se projettent aur U salon des upplicntions afrines lorment un groupe de
Lie (groups de %eyl-Heisenberg)y le pairing et l'indice de saslow permettenh de
construire un espuce de représentutions du revétement & 2 feuillett de ce

groupe {groupe métaplectigue); lu repreaentntxnn est isomorphe A
tion de Shule-heil; chayne point de

1o reprénentn—
correapond & upe tolution de l'équnbion
de Sehrbdinger du proLléwe, intégrde par une foruwule explicite qui prelonge

le poyuu résolwnnt do Feynman { Sourien XiIV ),

tair)

§ 11 courrEwryTARiTE

Lea deux deae;iptiona qua.nnﬁs venona u'esquismer, bien sne panmibles dlun
méme outilluge wathéuntique, sont conceptuellewent tris éloipgnéess duns Jla
premihra 1'espace~temps jona un rdle fondumentsl, nlors qu'il est "oublié" dans
la seconde; les groupes qui interviessent {difféomorphismes—juuge d'un cité,
Quuntomorphismes de l'outre } ont des interprétutions presyue étrangéres 1'une [ 18)
A 1tautresy ls relativité générale conduit outoustiquement i la définition dea

P,S, ete. (foranle (3) ) et &
(4) }3 Is Geseription symplectique, an contraire, privi=
légie le ces de Yo particule libre, c'est-a-dire de lo sywétrie waxinum, inter—

Zrandeurs dynamiques la prévision de 1taetion

du ¢hump (équations

prétée comue absence de champ ; dans ce cuk seulement, elle donne la définition

de P et 5 (qui sonmt des intéprales premiires noethériennes)j elle ignore,

rion seulement l'action du champ, wuis méwe 1n perminence des grondeurs P et

S lorague la symétrie est brisde. (19)
Corrélativemment, lu relativité ne nous faurnit que des indications rartiellen

Jur le wouvewent, et des équutions mon déterministes; elle igmore e priori lea

yuriables intvrnes - tundis yue 14 description syuplectiyue exige une descrip-

ticn onm seulement déterministe, muim déterminés, puisyune son support concepiuel

dtétat

-1g= o
est 1tespuce des wouvements U, dont ls définitien suppose l'intégration pré-
aluble des équatidns du monvement,

Le clté positil de toutes ces difl'érences est la complémenturité des deux
théoriess sur un objet physiyue déterming, les deux dexcriprions doivent nou-
voir s8e raccorder. Lxucinons le cus de lu purticule a spin,
Comue nous 1'avouw dit, les dquabions upiverselles { 4 ) et les équutions
(8),{8 ) conduisent & up systéme déterministe dans un chouwp danné; on

peut définir une conditien initiule 'y de ce systéme au moyen d'un point X

de 1'espuce=tempa, d'un vecteur 1 et d'un tenseur 0

en ce point liés mar
les controintes

[o Ll M avi, .0
-n-r.‘--n.r“"2 1, ¥« 1

ce qui définit un espnce d'évolution v 9;‘1es autres varion-

v

de dinensicn
bles s'en ddduisent par les {oruwules ‘

Srv. s, jlrf { ao.est une intégrule prewidre du systime, le-ingb dant
. 1u valeur est supposée donnée );

* r" ]
%oe sy AU Ep ‘ v
e 1 fa) ; Ho sotte) Adx nt
£let)
les &quntions du wouvewent s'écrivent Jt- o, éan 0, af- 0 4 avec
4 AR P, ax gr A ™ auf
ﬂw: o\? fL L {.{“) Ty 3 'b Frv* f“'lfr v

§'6 P, AX igﬂ'rr LS rl

v 4 ol _prax’, '?M‘
O - MS as s ds

¥
. LA v“?,.g&;.ﬂ.ﬁ.s’,_ st &8
I TERR () a5 s

Comie duns le cas de la mécanique clussique, ces équations pouvent se rutlta~

(9)
Pl
~f K- 4 & Sy 587,

cher & un principe des travaux virtuels de type ou wieux {12 ) en con-

sidérunt l'expression

e, 3y ) - e” S,

gnelyues transfarmations judicieuses montront gue 1'sn peat trunsforwer ( 19 )

.



A e R A T 3
?, AN K- ) 4X WXL 85T S
(20) cr(i;;,%%): &_‘é’wﬁ_-‘sx éf;*OlFGfT% R A i I T A
< .

a1

{ 22)

(23)

-13-

S

ou upparkit la remnrqunable oropriété diuptisvaéirie par rapport wux verintions

CIR

ds 4 ¢

La suite eat annloyue su cas dJe lu miécwunique clursigne; les équatiops iln

" mouvewent 5'écrivent O dy, By) =+ @ ?S(cf.(la )} ), définirsent un feuille-

thge de dimension 1 de ¥V, et une variété gquotient U de disensivn 8
(fipure 2) j de plus la dérivie extérienre de G est nulle { 1e calenl fnit

intervenir les équations te linisonm (16 ), les équuilions dérivées, )'apparition

du tenseur de Riemnnp=Christoffel duns les dérivetions covorinnter secomlex, les
identités de Biunchi )3 le théortue de lurboux perwet alors de wontrer gue lu
forme puRse sur le quotient U pur une f{or.ule te tyae (14 ), et donne

& U une strvcture syuplectigue.

Duns le ces porticulier du chump nul A)‘ =0, 1)4 winkowskien), U

coincide mavec une orbite coudjvinte diu groupe de Poincuré, déji rencontrée com—

me modéle de porticule & spin aw § IIj cette coincidence ne signifie pus seu-
lement l'exintence dfun symplectouworphiswe globul, wais sursi 1'égelicé den

grandenrs noethériennes et des grandeurs {6 } assnciéex resnecliveaent par

- choque théorie & lo symétrie de Poincuré; égalité yqui subsiste Toraque ln di-

mension dn groupe de symétrie du chawp dininue.

Revenans su cliswp quelcongue, et tentons de guantifier. Il fuut d'abard

résoudre le probléme coliomologzique perwettsent la construction du fibréa Y on

dessus de U j; on démontre qu'il est nécessnire pour cela que le spin 5, (17 )
soit nultiple entier de B / 2 ; truitens le cous s, = /2.

11 fuut alors suppoeser 1'existence d'une strncture spinarielle aasociée o

la métrique de WJ; {done & € ); ceci revieot B exiger l'existence d'un

champ diflérentiable glounl de reréres de Lorentz ( tétrupodes), On pose ulors

T] ={ X, E} )

X étent un point de 1& y e un spinenr en ce point vérifisnt les livinons
06=1, ¥ 0=0;

décrit ulors une variété W  de dimension 10 , qui Ae projette sur 1'ea-

pace d'évalution V {figure 2 )} por les foruules

8,01, Q\L(% 6%,%.9) = Q,w'
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qui essurent les linixons ( 16 } en loissunt arbitreire In phusze de B.
On délinit sur W une l=forwe tI“ pur la lorwule

B4 y« B &"’(4? E’Se) ~(Parq AW

Py
od 56 désigne 1ln dérivotion covirinnte du ssineur 6 duns wne vuriation

Lrbitrnire 3 de q 3 lu dérivie extérieure de TJ,, coincide wvee 1'iumge ré-
‘eiproyus da G par la projection V]k*»‘y i en fuisant le quotient de

VW par le fenilleenge cnrictéristique de Ty , on ontient une variété

Y ', de diwenaion ¥ , sur lequelle pusse la torme TI , et un diugrumse com—
wututif de projectinm entre les vuridté 4w , V, Y , U (Iigure 2 )5 Y four-

nit la priquantiticntion de U , au sens ( 15) : en utilisont I'hnmntogie

de U , on neub wontrer fque cetie prégquanliticution ert essentiellewent unigue,

Dons le ¢us do chuwp nul, on retrouve done lu préquuntification indiquée

‘au § 1I, 4ui condnit wux équations de Dirncy dans le ¢os d'un chaup

quelcongne, le probléme de lo quentificution n'est pas complitement réselu,
poree qu'il feut utilirer des nolurikutions comnlexes (Kostant), c¢e gui coupli-
que lu bechnique du puiring { voir Uluttner XV “)s 11 sewble probable

cependunt que-1'équation de Dirac svet internctinn minizele oau Avee un terme

de Penli  {wouwent snarwsl) corresponde au cas ob I+ fonctinn f détlinie en
{ 8 } aRt rlffinn(XXil),

Conclusicn,

Nous venens te constuter, sur cet exewnle, yue le raccord entre les deux thé-
ories est possible price & tout une série de coincidencesy il s'agit wuinte=-
noant d'interpréter cette poasinilits, ’ ’
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