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RESUME : La m~canique classique ou r e l a t i v i s t e  peut se formuler en termes de 
g~om~trie symplectique ; cette formulation permet un 6nonc~ rigoureux 
des principes de la m6canique s ta t is t ique et de la thermodynamique. 

Mais cette analyse met en ~vidence quelques d i f f i cu l t ~s  fondamentales, 
qui restent cach~es, dans le discours t rad i t i onne l ,  par une certaine 
ambiguitY. 

Le "premier principe" de la thermodynamique peut ~chaDper ~ cette ambi- 
gu~t~ ~ condit ion d'accepter un d~tour par le principe de r e l a t i v i t ~  
g~n~rale et par les ~quations d'Einstein de la g rav i ta t ion .  Les ou t i l s  
math~matiques u t i l i s~s  sont la th~orie des moments symplectiques, cer- 
taines formules cohomologiques et la notion de tenseur-d is t r ibut ion.  

En ce qui concerne le second pr incipe, nous nous contentons de montrer 
comment i l  est possible, en acceptant un certain statut  g~om~trique 
pour la temperature et l ' en t rop ie ,  de construire un module r e l a t i v i s t e  
de f lu ide  d i ss i pa t i f  apte ~ d~crire des si tuat ions exp~rimentales assez 
d ive rs~(~qu i l i b res  acc~l~r~s, t rans i t ions de phase, viscositY, conduc- 
t ion thermique). Dans l 'approximation du f lu ide  pa r fa i t ,  nous ~tab l is -  
sons certains r~sultats : extension r e l a t i v i s t e  des th~or~mes d'Heimholtz 
et Ertel concernant les mouvements non isentropiques, ~tude g~om~trique 
des ondes de choc. 
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1. FORMULATION SYMPLECTIQUE DE LA DYNAMIQUE 

Consid#rons d'abord un cas ~l#mentaire de syst6me dynamique : un point 

materiel newtonien, de masse m , de posi t ion r , de vitesse ~ ,  soumis ~ un champ 

de forces ( - ~ , t ) ~  (1) ; le t r i p l e t  y = (~,~, t )  const i tue une condit ion i n i t i a l e  

d'un mouvement x ; y parcourt une var i#t6 V 7 (espace d '~volut ion)  ; si on pose 

(1.1) O'v(dY)(~y ) : <m d ~ -  " ~ d t , ~ -  ~ ' ~ t >  - <  m ~ -  ~ '~ t ,  d~'- ~ d t >  

d et ~ #tant deux var iat ions a rb i t ra i res ,  les crochets < , > d~signant le pro- 

du i t  scalai re dans ~3 , on d ~ f i n i t  sur V 7 une 2-forme ~'v de rang 6 ; les #qua 

t ions du mouvement s '~cr ivent  d y ~  ker(O-V) (2) ; si ~ d6rive d'un po ten t ie l ,  

O" v est une forme ferm~e (sa d~riv~e ext~r ieure est nu l le)  : ~'v est donc un 

invar ian t  int#gral  absolu des ~quations du mouvement, d~couvert par E. Cartan, mais 

en f a i t  d~j~ expl ic i tement d#cr i t  par Lagrange. L'ensemble U des mouvements pos- 

s ib les poss~de alors une structure de var i#t~ symplectique (de dimension 6), muni 

de la 2-forme ferm#e et invers ib le  ~U dont l ' image r~ciproque par la submersion 

y ~--bx coincide avec O- V (Figure 1), 

Un tel  schema s'#tend aux syst~mes dynamiques g~n~raux (syst~mes de 

par t icu les ,  par t icu les a spin, m#canique r e l a t i v i s t e ,  etc. ; v o i r [ X I  ] )  :dans tous 

ces cas, l 'espace U des mouvements est une var i~t# symplectique (donc de dimension 

paire) sur laquel le se pro jet te l 'espace d '~vo lut ion V ; chaque section t = Cte 

de V est un "espace de phases" ; mais l ' i d e n t i f i c a t i o n  des espaces de phases cor- 

respondant ~ des dates d i f f#rentes est une op#ration a rb i t r a i r e ,  d#pendant du choix 

d'un r~ f~ ren t i e l ,  q u ' i l  vaut donc mieux ~v i ter .  

I 

I 

t 

( I )  Sauf mention e x p l i c i t e ,  toutes les fonctions que nous consid~rerons dans ce 

t rava i l  seront suppos~es de classe C ~ ; en p a r t i c u l i e r  donc ( r , t ) ~ - ~ .  

(2) c 'es t -~ -d i re  ~ 'v(dy)(By) = O V ~ y  : c 'est  le pr incipe de d'Alembert 
g~n~ralis~. 
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2. FORMULATION SYMPLECTIQUE DE LA MECANIQUE STATISTIQUE 
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = ~ = = = = = = = = = = = = = = = = ~ = = = = = = = = = = = = = = ~ = = = =  

Dans cet te  reprSsentat ion,  un Stat s t a t i s t i q u e  f f  est simplement une 

l o i  de p robab i l i tS  dSf in ie  sur U ( c ' e s t - ~ - d i r e  une mesure pos i t i ve  de masse i )  ; 

l 'ensemble Prob(U) de ces l o i s  de p robab i l i tS  est un ensemble convexe, dont les 

points extr~maux sont les mouvements classiques x ( i d e n t i f i S s  aux mesures de 

Dirac correspondantes). (Figure V). 

Les Stats completement continus sont caractSrisSs par une densit~ de 

U , produ i t  de la densitS de L i o u v i l l e  ( i )  par un sca la i re  f qui s ' i d e n t i f i e  

avec la fonc t ion  de r S p a r t i t i o n  c lassique (2). On appel le  ent rop ie  d'un Stat sta- 

t i s t i q u e  ~L la valeur  moyenne S de - Log~ dans cet Stat  ; on peut d S f i n i r  

une bonne classe d 'S ta ts ,  les "Stats de Boltzmann" LXIV]  , const i tuant  un sous- 

convexe de Prob(U), pour lesquels l ' i n t S g r a l e  de -Log f converge ; ~ - ~ S  

est  une fonc t ion  concave sur ce convexe. 

(1) 

(2) 

Une densitS sur une variStS est une fonc t ion  f dS f in ie  sur les repSres R et 

v S r i f i a n t  f(RM) = f ( R ) I  det(M) l pour toute matr ice M ; sur une var iStS sym- 

p lec t ique ,  i l  ex i s te  une densitS f - l a  densitS de L i o u v i l l e -  t e l l e  que o 
fo(R) = i pour tout  repSre canonique. On peut d S f i n i r  l ' i n t S g r a l e  d'une densitS 

support compact sur une var iStS independamment de tout  systSme de coordonnSe; 

ce qui permet d ' i d e n t i f i e r  chaque champ de densitSs avec une mesure. 

Par const ruc t ion,  ~ est une fonc t ion  dSf in ie  sur U , qui se relSve donc sur 

V par une in tSgra le  premiSre des Squations du mouvement ; si on c h o i s i t  une 

i d e n t i f i c a t i o n  des d ivers espaces de phases, ceci impl ique que ~ est solu- 

t i on  de l 'Squat ion  de L i o u v i l l e .  
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3. LES PRINClPES DE LA THERMODYNAMIQUE 

La m~canique s ta t i s t ique ,  t e l l e  qu 'e l le  v ient d 'et re d6cr i te,  est apte 

d~crire certains ph~nom~nes r~els -mais pas les ph6nom~nes d iss ipa t i f s  ( f ro t te -  

ment, conduction de chaleur, v iscosi tY,  e tc . ) ,  qui sont l ' ob je t  de la thermodyna- 

mique. Les "deux principes" de la thermodynamique ne s'appliquent en f a i t  qu'~ 

une s i tuat ion id~alis~e : les t ransi t ions d iss ipat ives,  dans lesquelles un syst~me 

est situ~ dans un ~tat s ta t is t ique ~ i n  avant les ph~nom~nes d i ss ipa t i f s ,  et abou- 

t i t  ~ un nouvel ~tat s ta t is t ique ~out apr~s. Le second principe (Carnot-Clausius) 

s ' 6c r i t  alors 

(3.1) S(~out)  ~ S ( ~ i n  ) 

alors que le premier principe exprime la conservation de la valeur movenne de 1'6- 

nergie E ; ce qui s ' ~c r i t  

(3.2) #out(X  E) :  in(X E) 

en consid6rant les mesures comme des fonctionnelles l in#ai res.  

~ i n  et ~ou t  appartiennent tous deux au convexe des ~tats de Boltzmann donnant 

une valeur moyenne donn#e Q ~ l '~nergie.  Sur ce convexe, i l  peut a r r i ve r  que la 

fonction concave S so i t  born#e ; so i t  alors SQ sa borne sup~rieure. On a #vi-  

demment 

(3.3) S (~ in  ) ~ S(~out)  ~ SQ 

ce qui majore la production d'entropie S(~out)  - S (~ in  ) par SQ - S (~ in  ) , 

connue en fonction de ~ i n  seulement. I I  peut a r r i ve r  en pa r t i cu l i e r  que le maxi 

mum de S sur ce convexe soi t  a t te in t  en un point unique ~Q , appel~ ~tat de 

Gibbs ; si ~ i n  = ~'Q ' la production d'entropie est nul le,  et ~out = ~ i n  : 
les ~tats de Gibbs ne peuvent pas subir de ph~nom6nes d i ss ipa t i f s  ; i l s  constituent 

ce qu'on appelle les ~qui l ibres thermodynamiques. 
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4. FORMULATION COVARIANTE DU PREMIER PRINClPE 

L'analyse pr~c6dente s 'app l ique aux syst~mes conservat i fs  ; la fonc t ion  

x F-~E , d# f i n i e  sur la  var i~ t~  symplectique U , permet par le  formalisme hamil-  

tonien de d ~ f i n i r  un groupe ~ un param~tre de symplectomorphismes de U ( I )  ; le  

calcul  montre que ce groupe se re l~ve sur l 'espace d '~vo lu t i on  V par le  groupe 

des t rans la t i ons  temporel les ; s o i t ,  dans le cas d'une pa r t i cu le  

(4.1) v ~ v  , r - ->  r , t - - ~  t + Cte 

ce qu'on exprime assez incorrectement en d isant  que " l e  temps et l ' ~ne rg ie  sont des 

var iab les  conjugu~s" (2), 

I I  est c l a i r  que ces t rans la t i ons  (4.1) sont l i~es  ~ un r~ f# ren t i e l  

p a r t i c u l i e r  : le  premier p r inc ipe ,  te l  q u ' i l  est ~nonc~, ne respecte pas la cova- 

r iance r e l a t i v i s t e ,  m6me ga l i l~enne (3) ; i l  d o i t  donc ex i s te r  un ~nonc~ ne pr~sen- 

tan t  pas cet inconvenient .  

Une so lu t ion  rad ica le  consiste ~ remplacer le groupe (4.1) par le  groupe 

(1) Un champ de vecteurs F d~ f in i  sur une var i# t~  s~par#e U peut s 'assoc ier  

l ' ~qua t ion  d i f f # r e n t i e l l e  dx ~-~ = F(x) ; la  so lu t ion  de cet te  ~quat ion, pre- 

nant la va leur  x ° pour s = 0 , se note exp(sF)(Xo) ; si e l l e  ex is te  pour 

tout  x o ~  U et tout  s~ ~ , on d i t  que F est complet ; a lors  s w-~,exp(sF) 

est un morphisme du groupe (JR,+) dans le groupe des diff~omorphismes de U. 

Si U est symplectique, et si xF-~ u une fonc t ion  C ~ sur U , on appel le  

grad ient  symplectique de la va r iab le  dynamique u le champ de vecteurs F d#- 

f i n i  par ~ ' ( ~ x ) ( F ( x ) )  = ~u V~  ; l ' ~qua t i on  associ~e est l ' ~qua t ion  de 

Hamilton ; les exp(sF) pr#servent la  forme symplectique (~-, et  s ' appe l l en t  

donc symplectomorphismes. 

(2) Avec les conventions de signe usue l les ,  i l  f au t  remplacer E par -E. 

/ ~3j De faGon precise,  ces t ransformat ions (4.1) d~ f in issen t  un sous-groupe du 

groupe de Gal i l~e  qui n 'es t  pas un sous-groupe i nva r i an t .  
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de GalilSe (1) tout ent ier  ; ou bien, si on veut fa i re  de la m#canique r e l a t i v i s t e ,  

par le groupe de Poincar~ (2). 

L 'act ion de ces groupes sur U par symplectomorphismes se dS f i n i t  natu- 

rellement si le syst~me dynamique est isolS; sinon, on consid~re un syst~me par t ie l  

auquel le "mScanisme" consti tu~ par le systSme ext6r ieur  donn6 ne la isse que la syme- 

t r i e  correspondant ~ un sous-groupe du groupe de Gali lSe (resp.de Poincar6): par 

exemple une bo~te immobile contenant un gaz - qui ne lu i  accorde que le sous-groupe 

(4.1) ; mais aussi une centr i fugeuse, etc. 

Soit  donc G le groupe de symStries; nous cherchons un objet qui joue 

par rapport ~ G le m6me r61e que l 'Snergie par rapport au groupe (4.1).  I I  s u f f i t  

pour cela de considSrer t ous l es  sous-groupes ~ un param~tre de G; chacun d'eux sera 

caract~risS par un Sl~ment Z de l 'a lgSbre de Lie ~ de G; i l  lu i  correspondra un 

hamiltonien que nous noterons i~(Z). L'examen de la s i tua t ion  montre que l ' on  peut 

cho is i r  la constante addi t ive qui f igure  darts chaque hamiltonien de fagon que la cor- 

so i t  devient donc une forme l inSai re  sur ~A- respondance Z l--~r,~(Z) l i nSa i re ;  ~'i ,donc 

un #l#ment de son dual ~ ," i l  existe donc une appl icat ion x~->lq de U dans ~ ;  

la var iable Fi s 'appel lera moment du groupe; naturellement, nous remplacerons le 

premier pr incipe (3.2) par l'SnoncS [ X ]  

(4.2) ~ou t (X l - -~ ,1 )  = ~ in (X  I - ~ i )  

sans changer le second pr incipe (3.1) ;  les conclusions sont analogues. Sur le 

convexe des Stats de Boltzmann vS r i f i an t  ~ (xl--~M) Q (3), i l  peut ex is te r  un 

"Stat de Gibbs" ~Q possSdant la plus grande entropie SQ ; commep~cSdemment, 

on obt ient  une majoration de la production d 'entropie dans une t rans i t i on  dissipa- 

t i ve ,  et on constate que les Stats de Gibbs ne sont plus susceptibles ae phSnomSnes 

d i ss ipa t i f s .  

La fonct ion de d i s t r i bu t i on  de ces Stats de Gibbs est l ' exponen t ie l l e  

d'une fonct ion a f f ine  de M , ce qui s 'Sc r i t  

(1) C'est le groupe de Lie, de dimension 10, engendrS par les isomStries de l ' es -  

pace ~3 , les t rans la t ions temporelles et les transforraations de Gali lSe 

~'-~ ~'+ "~t , ~ - ~  T + T 

(2) Le groupe des isom~tries de l'espace de ~inkowski. i l  est aussi de dimension 10. 

(3) Q est un ~ISment de ~ qui gSnSralise la "chaleur" usuel le.  
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(4.3) ~ = eHe -z 

C ) ~ t a n t  un ~l~ment de ~ ( la "temperature g~om~trique"), z un nombre ( le 

"potent ie l  thermodynamique de Planck" ; vo i r  [VI] ) que l ' on  obt ient  en fonct ion 

de (~) en #cr ivant  que la masse de ~ vaut 1 , ce qui donne 
r 

(4.4) z = Log I eHE) ~(x) dx 
J U 

#tant la mesure de L i o u v i l l e  ; z est une fonct ion convexe de G , qui se 

trouve ~tre la transform#e de Legendre de Q I-~-SQ : 

( 4 . 5 )  d Q O  = -dS , Q d(~) = dz , Q~)  = z -S  

Yd.  

Toutes les formules classiques de la thermodynamique sont a insi  g~n~ralis~es ; 

mais maintenant les variables sont pourvues d'un s ta tu t  g#om~trique. Par exemple, 

la "temperature g#om~trique" (~) , #l~ment de l 'a lg~bre de Lie du groupe de 

Gali l~e ou de Poincar#, s ' in te rp r6 te  comme champ de vecteurs de l'espace-temps ; 

dans la version r e l a t i v i s t e ,  (~(X) est un vecteur du genre temps ; son sens 

caract~rise la "f l~che du temps" ; sa d i rec t ion  est la quadr i -v i tesse du r~f~ren- 

t i e l  d '~qu i l i b re  ; sa longueur (Minkowskienne) est ~ = i /kT ( k : constante 

de Boltzmann, T : temp#rature absolue). Ce vecteur-temp#rature avai t  ~t~ propos# 

par Planck pour ~tudier la thermodynamique r e l a t i v i s t e  ; mais son correspondant 

gal i l~en est tout  aussi per t inent .  

Les formules auxquelles on est a insi  conduit s 'appl iquent correctement 

un certa in nombre de s i tuat ions r~el les : #qu i l ib re  de par t icu les ~ spin, cen- 

t r i fugeuses,  ro ta t ion des corps c~lestes, etc. 

De plus, i l  appara~t des re la t ions d'un type nouveau, l i~es ~ la non- 

commutativit~ du groupe G , qui permettent certaines predict ions ; a ins i ,  sous 

des hypotheses fa ib les ,  on pr~voi t  l ' ex is tence d'une temperature c r i t i que  pour un 

syst~me iso l~,  au-dessus de laquel le i l  n 'ex is te  plus aucun 6qu i l ib re  ; ce f a i t  

joue probablement son r61e en astrophysique (supernovae). Pour plus de d~ta i l s ,  

nous renvoyons ~ ~XI ]  et [ X I V ]  
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5. SUSCEPTIBILITE GRAVITATIONNELLE 
= = ~ = ~ : : ~ = = ~ = = = = = = = = = = ~ = = = = : : : : : = = = =  

La formulat ion covariante (4.2) du premier pr incipe f a i t  donc d is-  

para~tre un paradoxe, tout en augmentant la valeur pratique de la thermodynamique. 

Mais e l l e  la isse ouver un probl~me conceptuel. 

Lors d'une t rans i t i on  d iss ipa t i ve ,  la m~canique s ta t i s t ique  est n~- 

cessairement v io l~e,  puisque ~ o u t  # ~ i n  ; la var iable dynamique ~nergie (ou 

plus g~n~ralement le moment) change de spectre pendant la t rans i t i on  (1). Puis- 

qu'on ne peut plus invoquer les lo is  de conservation de la m~canique classique 

ou s ta t i s t i que ,  i l  faut  fa i re  appel ~ d'autres lo is  de la nature pour comprendre 

comment ce l l e -c i  conserve la valeur moyenne de l '~nerg ie ,  ou m6me simplement com- 

ment e l l e  la m#morise. 

De fa9on inattendue, la r~ponse est fournie par la r e l a t i v i t ~  g~n~- 

rale ; nous verrons comment au §7, apr~s l '# tude de notions pr~l iminai res.  

Consid~rons un syst~me dynamique qui #volue dans un champ de g rav i ta t ion ,  champ 

qui est caract~ris# en r e l a t i v i t ~  g#n~rale par ses potent ie ls  gM~ ; l 'espace 

des mouvements est tQujours une vari~t~ symplectique U, dont la structure d#pend 

du champ. 

Choisissons maintenant un compact K de l'espace-temps E 4 ( f igu-  

re I I ) ,  dans lequel nous perturbons les g~y . Le nouvel espace des mouvements 

U' est encore une var i~t~ symplectique, que l ' on  peut rat tacher ~ U par la tech- 

nique de la d i f fus ion  ; technique que nous al lons d~crire dans le cas d'une par t i -  

cule sans spin, dont le mouvement est caract~ris~ par la l igne d'univers ; si ce l le -  

ci ne rencontre pas K , e l l e  caract~rise aussi bien un ~ouvement dans U qu'un 

mouvement dans U'. 

Consid~rons maintenant un mouvement dans U , que noterons Xin, 

dont la l igne d'univers p~n~tre ~ un certa in moment dans K ; avec les potent ie ls  

perturb~s, e l l e  sera d~vi~e par rapport au mouvement i n i t i a l  ( f igur~ en p o i n t i l l ~ )  ; 

l o rsqu 'e l l e  ressort de K , e l l e  emprunte un nouveau chemin qui s ' i d e n t i f i e  ~ un 

~l~ment Xou t de U ; la correspondance Xinl---)~ Xou t , qui caract~rise globale~ 

(1) 
En m~canique s ta t i s t ique  non quantique, le spectre d'une var iable dynamique 

u dans un ~tat s ta t i s t ique  ~L est l ' ima~e par x~--~ u de la lo i  de 

probabi l i t~  }bL ; c 'est  une lo i  de probabi l i t~  de ~ (ou de --~_.t ~ dans 
le cas du moment) 
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ment la d i f fus ion  g rav i ta t i onne l le ,  est un symplectomorphisme local de U (parce 

que U et U' sont chacune symplectique, et que leur st ructure peut #tre obte- 

nue en partant du m6me espace d '#vo lu t ion) .  Un tel  objet peut se caract~r iser 

au moyen d'une certaine var iable dynamique~ ] 'e ikonal  de d i f fus ion .  

Nous nous int~ressons i c i  ~ la d i f fus ion  in f in i t~s ima le  : si on 

donne aux ~ une var ia t ion ~x~g~=~ nu l le  en dehors de K , le mouvement 

i n i t i a l  subira un d~placement F(x),  qui d~rive d'un certain hamilto- 

nien (~ (vo i r  le §4) ; ~o d~f in i  ainsi  ~ une constant addi t ive pros, peut 

~tre d~termin~ compl#tement en le prenant nul sur les chemins qui ne rencontrent 
pas K (1). 

Pour tout mouvement x ~ U , notons ~(~x l ' app l i ca t i on  qui 

f a i t  correspondre ce nombre ~0 au champ de tenseurs X I--~g (X E E 4) ; 

~ x  est une appl icat ion l i n~a i re ,  donc a p r i o r i  une d i s t r i bu t i on  (2) ; la 

connaissance de ~ 'x  permet de pr#voir  la r#action de la par t icu le  ~ toute '~e- 

t i t e "  modi f icat ion du champ de grav i ta t ion  : c 'est  pourquoi nous dirons que x 

est la suscep t ib i l i t ~  g rav i ta t i onne l le  de la par t icu le  dans le mouvement x . 

Ut i l i sons maintenant le pr incipe de r e l a t i v i t ~  g~n#£ale : i l  aff i rme 

qu'un diff~omorphisme A de l'espace-temps: E 4 , agissant simultan#ment sur 

les potent ie ls  (selon les formules standard de la g#om~trie d i f f # r e n t i e l l e )  et 

sur le mouvement ( i c i  par image di recte de la l igne d 'univers) est inobservable 

(vo i r  { X I I ]  ). Choisissons A tel  q u ' i l  la isse f i xe  les ooints ext~r ieurs au 

compact K ( f igure I I I )  ; i l  ne modifie les potent ie ls  que dans K , et son ac- 

t ion sur la pa r t i cu le la i sse  f ixes  les part ies de la l igne d'univers qui sont ex- 

t~r ieures ~ K ; la d i f fus ion  g rav i ta t i onne l le  correspondante est donc nu l le .  

Appliquons ce r#su l ta t  au cas A = exp(sF) (vo i r  le §4), s ~ ~ , 

F = champ de vecteurs nul en dehors de K . On vo i t  que ~ x  (X ~ - ~ g )  est nul 

si ~g est la d~riv~e par rapport ~ s , pour s = 0 , de l ' image r#ciproque 

par A de X ~ g  ; cette var ia t ion  est, par d ~ f i n i t i o n ,  la d#riv~e de Lie de 

g associ~e au champ de vecteurs ~X = F(X) ; nous la noterons ~L g. 

(i) 
Une autre m~thode, qui ~vi te certaines d i f f i c u l t ~ s  topologiques, f a i t  appel 

l 'a lgor i thme de la pr~quant i f icat ion (vo i r [X lV ]  ). 

(2) La var iable d'essai X l - ~ g  6tant un champ de tenseurs (covar iants) ,  on 

d i t  que ~ x  est un tenseur -d is t r ibu t ion  (contravar iant ) .  
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Nous d i rons,  g#n~ralement, qu'une d i s t r i b u t i o n  ~j" est eulQrienne si e l l e  v~- 

r i f l e  la cond i t ion  

(5.1) £ (X ~ ~Lg ) = 0 pour tout  champ X } - - ~ X  ~ support compact 

et nous savons donc que x ~ - - ~  x est une app l i ca t i on  de l 'esDace des mouvements 

U dans l 'espace vec to r ie l  des d i s t r i b u t i o n s  eul#r iennes de E 4 ( f i gu re  V). Sous 

cer ta ines hypotheses, une d i s t r i b u t i o n  eul#r ienne permet d 'assoc ier  une grandeur 

conserv~e ~ tout  vecteur de K i l l i n g  Z de la m~trique g (1) ; nous d#crirons 

sommairement cet te  proc#dure dans le cas oQ E 4 est l 'espace de Minkowski, et  par 

cons#quent Z un #l#ment de l ' a l g#b re  de Lie du groupe de Poincar# ; la grandeur 

qui l u i  est associ#e est 

(5.2) I = ~ (Xt-~Lg) avec BX = u Z(X) 

u ~tant  une fonct ion que l ' on  c h o i s i t  nu l le  dans le passe, ~gale ~ 1 dans le  fu tu r  

( f i gu re  IV). 

Contrairement ~ ce qu'on pou r ra i t  c ro i re  ~ l 'examen de (5.1) et (5 .2) ,  

I n 'es t  pas n~cessairement nu l l e ,  Darce que X ~ u Z(X) n 'es t  pas un champ 

support compact ; mais la condi t ion eul~r ienne (5.1) Dermet de montrer que I ne 

d~pend pas du choix de u , en fa i san t  quelques hyDoth~ses sur le comportement 

l ' i n f i n i  de { "  (2). 

On peut donc ca lcu le r  I en fa i san t  sauter u de 0 ~ i dans un p e t i t  vois inage 

d'une surface du genre espace ; l ' ind~pendance du r~su l ta t  par rapport  au choix de 

cet te  surface exprime le caract~re de "grandeur conserv~e" de I .  

I I  est c l a i r  que l ' a p p l i c a t i o n  Z~---~I 

e l l e  associe donc ~ - -  ~ un ~l~ment ~ ) ( ~ )  du dual 

du groupe de Poincar~. I I  est imm~diat I '  que 

a ins i  d~ f in ie  est l i n ~ a i r e  ; 

( ~  de de Lie 1 'a lg~bre 

app l i ca t i on  

(I) 
(2) 

Z est d i t  vecteur de K i l l i n g  si exp(sZ) est une isom~tr ie ~ /s .  

La plus simple est de supposer le SUDoort de ~ compact dans l 'espace,  

c ' es t -~ -d i r e  que sont i n te rsec t ion  avec toute tranche temDorel le t o ~  t ~ t I ,  

t ~tant la date dans un r~ f~ ren t i e l  de Lorentz a r b i t r a i r e ,  est compacte. 

Cette condi t ion est v ~ r i f i ~ e  pour les ~"x que nous avons cons t ru i t  en con- 

s id~rant  une pa r t i cu le  (~ condi t ion que c e l l e - c i  ne so i t  pas un tachyon !) .  
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. I .  b 

est un moment du groupe de Poincar~ (§4) ; nous a]lons en trouver une autre pro - 

pri@t@ par des considerations d'@quivariance. 

I I  est c l a i r  que le groupe de Poincar@ G ag i t  sur les champs de 

tenseurs ~ support compact, donc sur les tenseurs-d is t r ibut ions selon la formule 

(5.4) a ( ~ ) ( a ( X l - - ~ g ) )  = ~ ( X l ~ g )  ~a  ~G . 

I I  ag i t  aussi sur les champs de vecteurs ~ support compact, et la d~riv~e de Lie 

de g est @quivariante pour cette act ion,  si bien que G agi t  sur les d i s t r i bu -  

t ions eul#riennes. Enfin G agi t  sur les vecteurs de K i l l i n g ,  et cette action 

coincide avec la representation adjointe de G sur 
( 7  

chrone 

(5.5) 

et,  

(5.6) 

d'oO 

Supposons maintenant que a so i t  un @l@ment du sous-groupe ortho- 

G~ (1) ; les constructions pr~c@dentes montrent faci lement que : 

V X ~ U, que 

d~(a( i~ ) ) (a (z ) )  = ~ ly (~ ) (z )  

a ( ~ x )  = ~ a ( x )  

(5.7) ~(~a(x))(a(Z)) = ~L/(~×)(Z ) .  

Cette formule poss~de une in te rpre ta t ion  cohomologique : e l l e  exprime la nul l i t@ 

d'un certain cocycle symplectique, et entraine (Cf . [X]  ) 

(1) 
La composante connexe de l'@l~ment neutre d'un groupe de Lie est un sous- 

groupe invar ian t  ; le quot ient par ce sous-groupe est le groupe des compo- 

santes. Dans le cas du groupe de Poincar@, le groupe des composantes est le 

groupe de Klein A 4 ~l@ments qui est ab@lien. Les @l~ments qui "respectent 

le sens du temps" const i tuent  la r@union de deux comDosantes ; i l s  const i -  

tuent donc un sous-groupe invar ian t ,  le groupe orthochrone, 
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Vz,z,   
Cette formule permet de f i xe r  la constante a rb i t ra i re  qui f i g u r a i t  dans M (parce 

que l 'a lgebre de Lie du groupe de Poincar# est ~gale ~ son alg~bre derivee) ; e l le  

montre en pa r t i cu l i e r ,  si Z est une t ranslat ion temporelle inFini tesimale,  que 
2 l ' i n t eg ra l e  I (5.2) est egale ~ l 'enera ie r e l a t i v i s t e  E = mc du systeme dans 

le mouvement considerS. 

Nous avons donc factor ise l ' app l i ca t ion  "moment" x l-~ M par la com- 

posit ion de x l - - ~  x et de ~ x l -~M (f igure V) ; c 'est  ce resu l ta t  qui va 6tre 

essentiel pour la thermodynamique. 

Indiquons les resul tats d6ta i l les  dans le cas de la part icule ; la forme symplecti- 

que (1.1) devient, en r e l a t i v i t #  g~nerale 

A 

(5.9) O'v(dY)(~ y) = m g ~  [dX ~ ~U ~ 

i c i  une condition i n i t i a l e  y est un couple (X,U), 

nivers, U ~tant le vecteur un i ta i re  tangent ; les chapeaux 

r iva t ion  covariante. 

X appartenant a la l igne d'U- 
A 

designent une de- 

Le calcul de la suscept ib i l i te  g rav i ta t ionne l le ,  assez technique, donne 

(5.10) f x ( X l ' - > ~ g )  = I ½m ~g~v U~ ~s ~ ds 

s ~  X etant une param~trisation a rb i t r a i re  de la l igne d'univers de la part icule 

(du passe vers le fu tur ) .  On vo i t  que la d is t r ibu t ion  ~ x  est ic i  une mesure, 

ayant pour support cette l igne d'univers. I I  se trouve que l 'on conna~t toutes les 

mesures euleriennes supportees par une courbe ; e l les s 'ecr ivent  

ds (5,11) ¢~(X I-->~g) = 

avec les conditions supplementaires 

(5.12) dX -d-s para l le le  

/x 
dP P , ~ = 0 

(on trouvera l a demonstration dans [XI~ ) ; ces conditions impliquent que la cour- 

be est une geod~sique - f a i t  bien connu pour les part icules,  que l 'on trouve aussi 

en u t i l i s a n t  le principe de d'Alembert dy ~ ker(~-V) ~ la forme (5.9), La quadri, 

impulsion P = mU appara~t donc comme un 61~ment de la suscept ib i l i te  grav i ta t ion-  

n e l l e ;  dans le cas de l'espace de Minkowski, la grandeur conserv~e associee ~ un 
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~l~ment 

(5.13) 

X 

Z de l 'a lg~bre de Lie ~ du grouDe de Poincar~ est 

I P~ Z(X) ~ = g~v 

#tant choisi arbi t rairement sur la l igne d'univers ; en fa isant  var ier  Z dans 

~ , on met en ~vidence l '~nerg ie ,  l ' impuls ion,  le moment o r b i t a l ,  etc. 

Les structures que nous venons de mettre en ~vidence sur le cas le plus simple 

s'~tendent ~ des circonstances tr6s vari#es : 

- On peut les transposer au cas de la m~canique classique ; on associe encore 

chaque mouvement x une d is t r ibu t ion  x ' la condit ion eul~rienne s'exprime, non 

plus par une d~riv6e de Lie, mais par une certaine connexion qui prend en compte le 

champ de grav i ta t ion sous sa forme newtonienne. On remarque que les grandeurs con- 

serv~es associ~es au cas du champ nul font appara~tre une alg6bre de Lie de dimen- 

sion 10 qui n 'est pas ce l le  du groupe de Gal i l~e, mais assez Daradoxalement ce l le  

du groupe de Carol l ,  contraction du groupe de Poincar~ lorsque l 'on  f a i t  tendre la 

vitesse c de la lumi~re vers 0. Ce ph#nom~ne peut 6tre rapproch~e de l ' impossi-  

b i l i t 6 ,  pour les moments du groupe de Gal i l~e, d 'et re choisis de fagon ~ v # r i f i e r  

la formule (5.8) : i l  appara~t une obstruction qui est une classe de cohomologie 

symplectique, et qui est mesur6e par la masse to ta le  du syst~me -donc non nul le ,  

Physiquement, ces f a i ~ i n d i q u e n t  que, dans la formulation par d i s t r i -  

bution eul~rienne de la m~canique classique, la masse cache l '~nerg ie .  

On peut t r a i t e r  par la m6me m~thode les part icules ~ spin, aussi bien en m~cani- 

que classique qu'en m~canique r e l a t i v i s t e .  La suscept ib i l i t~  g rav i ta t ionne l le  met 

en jeu, ~ c6t~ de la quadri-impulsion P~ , le tenseur de spin antisym~trique S ~ ,  

Cette m~thode permet d 'obteni r  simDlement les r~gles de co l l i s i on  ou de d~sint#~ 

grat ion des part icules : i l  s u f f i t  d '~cr i re  que la somme des suscept ib i l i t~s gravi~ 

ta t ionne l les  support~es par les diverses l ignes d'univers est encore une d is t r ibu-  

t ion eul~rienne. 

Cette m~thode peut s'~tendre au cas de l '~lectro-dynamique : On calcule la sus- 

c e p t i b i l i t ~  du syst~me pour une var ia t ion simultan~e des potent ie ls de grav i ta t ion 

g ~ v  et des potent ie ls ~lectro-magn~tiques A~ ; pour les Darticules cette suscep- 

t i b i l i t ~  i n t rodu i t ,  ~ c6t~ de la quadri-impulsion et du tenseur de spin, la charge 

~lectr ique et le moment magn~tique. Le principe de r e l a t i v i t ~  g~n~rale, qui concer- 

na i t  le groupe des diff~omorphismes d'espace-temps, se g~n~ralise ~ un groupe plus 

grand, produit  semi-direct du precedent par le groupe des transformations de jauge 

~lectromagn~tiques ; par consequent la condit ion eul~rienne devient 
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(5.14) ~ (X t-~ (~g,B A)) = 0 si ~g BL g BA ~L A +_'~ = , = _~-~ 

X I - - ~ X  et X l ~ l ) (  ~tant respectivement un champ de vecteurs et un champ 
scalaire ~ supports compacts. On notera que ces structures sont particuli~rement 
simples si on les #cr i t  sur l'espace-temps ~ 5 dimensions de Kaluza. 

6. LOCALISATION DES ETATS STATISTIQUES 
: = : : : = = = = = ~ : : : = = = = = : = = = = = = = : : ~ = = = = = = = = =  

Soit ~ un ~tat stat is t ique d'un syst~me dynamique ; c 'est-~-dire,  
nous l'avons vu, une loi  de probabil i t# de la vari6te U des mouvements ( f ig.V).  

Si X ~ g  est une variat ion ~ support comoact des potentiels de 
gravitat ion , nous savons fai~e correspondre ~ chaque mouvement x ~ U  un 
hamiltonien de dif fusion ¢~ = ~x(X ~ g )  ; ~ est une fonction de x , 
c 'est-~-dire une variable dynamique ; nous dirons que l ' ~ ta t  ]I~ est localisable 
si cette fonction est ~- int~grablepour tout X i=~ ~g ; nous poserons alors 

(6.1) ~ ( X  t - - ~ g ) =  f ~x(X ~- -~g)  ~ (x) d x U  

cette qua~cit~ (6.1) est la valeur moyenne de (~ dans l ' # ta t  ~ -  . 

On v~r i f ie  imm~diatement que : 

(6.2) L'ensemble des ~tats stat ist iques localisables est un sous-convexe de 
Prob(U), qui contient ses points extr6maux ; 

(6.3) 

(6.4) 

Si ~ est local isable, ~ est une d is t r ibut ion eul~rienne ; 

Dans le cas de l'espace de Minkowski, l'~l~ment (J~( ~#~ ) de ~ (pro 
c~dure du §5) est ~gal ~ la valeur moyenne Q de M dans l '~ ta t?(vo i r  
la f igure V). 
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I I  semble que les ~tats l oca l i sab les  soient  les seuls que l ' o n  rencon- 

t re  dans la nature ; notamment, les #tats de Gibbs sont l oca l i sab les .  

c Si l ' ~ t a t  ~ t  poss~de une fonct ion  de d i s t r i b u t i o n  de classe (sur U) 

sera une d i s t r i b u t i o n  compl~tement cont inue ~sur E4) ; ce qui s ' ~c r i r a  

les  ~ tant  des dens i t e s  ( ~ v ~ =  ~ f ~  ) ; ces sont les  compo- 

santes  d 'une densi t~  t e n s o r i e l l e ,  au sens de Br i l l ou in  ; on peut aussi  les  ~c r i r e  

m ~ f  ~ , l es  m~f ~ tant  les  composantes d 'un tenseur  sym~trique e t  ~ la 

densi t~  riemannienne de l 'espace- temDs ; a lo r s  (6.5) devient  

(6.6) ~ ( X  l---~>~g) = ~ E 4  1 T ~ g v  ~(X) dX 

la cond i t ion  eul~r ienne ( 5. 1 ) s ' o b t i e n t  par u t i l i s a t i o n  de la formule de K i l l i n g  

on trouve fac i lement  

A 
( 6 . s )  : o 

o~ l ' on  reconnai t  l ' ~ c r i t u r e  r e l a t i v i s t e  des ~auations d 'Eu le r  propos~e Dar E ins te in  

Par consequent la l o c a l i s a t i o n  d'un ~tat  s t a t i s t i q u e  permet d ' i n t e r p r ~ t e r  

c e l u i - c i  ~ l ' a i d e  d'un mi l ieu  cont inu,  dont les T ~  d~ f i n i s  ~ar (6.6) cons t i -  

tuent  le tenseur d '~nerg ie ,  et sont automatiquement so lu t ions  des ~quations d 'Eu ler .  

Cette i n t e r p r e t a t i o n  peut se conf i rmer par un calcul  d ~ t a i l l ~  ; a i n s i ,  darts le cas 

~ "  ~ , ~ " " t d'une p a r t i c u l e r ,  la comDosante T oo , qui s i n te rp re te  comme masse s~ec l f lque,  es 

la va leur  moyenne de la masse r e l a t i v i s t e  m/q l - vZ /c  L "  ^ ^ d a n s  un ~l~ment de volume 

au vois inage du po in t  X consid~r~ ; la pression,  ou plus g~n6ralement le tenseur 

de cont ra in tes  s ' i n t e r p r ~ t e  comme une mesure du caract~re a l~a to i re  des v i tesses 

des mouvements qui passent par X ; etc.  

- Tra i tons l 'exemple d'un syst6me de N Dar t icu les  r e l a t i v i s t e s  sans s~in, de 

masse m, cons t i tuan t  un ~qu i l i b re  de Gibbs dans une bo~te de volume V , ~ la tem- 

perature T . Darts un r6 f~ ren t i e l  l i ~  ~ la bo~te, le tenseur T ~  est d iagonal ,  

et s 'exprime au moyen d'une masse sD~cif ique ~ et d'une pression p donn~es 

par 
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Nm G ~ _ ~  Nm G " ( x ) -  G(x) 
(6.9) t = T - P = ~ -3 G'(x) 

o~ l ' on  a pos~ x = m/kT et d~ f in i  la fonc t ion  G par 

(6.10) G(x) : e -xs ~ s2-1 - ds . 

Kl(X) 
I I  se trouve que G(x) = x ' KI 

modif i~e d ' i nd i ce  1 ; G v ~ r i f i e  donc l ' ~qua t i on  d i f f # r e n t i e l l e  

~tant la fonc t ion  de Bessel 

3 (6.11) G"(x) + E  G'(x) - G(x) = 0 

qui entra]ne 

(6.12) pV = NkT ; 

on retrouve donc exactement la l o i  c lassique des gaz pa r fa i t s  (Boy le-Mar io t te-  

Charles-Gay-Lussac-Avogrado-Kelvin-Boltzmann) ; les premiers termes du d~veloppe- 

ment asymptotique de K I [XVl ]  fourn issent  la  formule 

I 3 Nm e-ms/kT(s-1)5 /2(s+ l ) l /2  ds. (6.13) Q ~ V = Nm + 2 NkT + 
~ 2 G ~ (m/kT) 

On a f a i t  c = 1 ; le  premier terme est la  masse au z~ro absolu ; le  second est 

la valeur  moyenne classique de l ' ~ne rg ie  (qui permet de ca lcu le r  la capacit~ ca lo  

r i f i q u e  du gaz monoatomique) ; le  t ro is i~me,  p o s i t i f ,  donne la cor rec t ion  r e l a t i -  

v i s te .  

(6.14) 

c 'es t  e f fect ivement  une fonc t ion  convexe de 

ensui te l ' e n t r o p i e  (1) 

On ob t i en t  simultan~ment le po ten t ie l  thermodynamique de Planck (4.4) : 

z = N Log ( -4T r  V m 3 G'(m/kT)) 

= 1/kT ; la  formule (4.5) donne 

(6.15) S = kz + 

(Cf. [X IV ] ) .  

( I )  

L 'en t rop ie  usuel le  est le  p rodu i t  par k de ce l l e  que nous avons u t i l i s ~ e  

i c i .  On peut toujours cho i s i r  une uni t~ de temperature t e l l e  que k = I .  
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- II est remarquable que le tenseur T ~ , que nous avons constru i t  comme carac- 

t~r is t ique de la suscept ib i l i t#  grav i ta t ionne l le ,  caract#rise aussi l ' ac t ion  gravi-  

ta t ionnel le  de la mati~re d~f in ie par l ' 6 t a t  s ta t is t ique ~-k ; c 'est  en e f fe t  

lu i  qui f igure au second membre des #quations d 'Einstein de la gravi tat ion 

(6.16) R ~ -  ½ ~  ?+ J~. g~f = 8 ~ G  T 

( .~ = constante cosmologique ; G constante de Newton ; c = 1) ; en u t i l i -  

sant la d~f in i t ion  (6.1),  ce l les-c i  s '#cr ivent  

(6-17) f ' ~ ( X )  dX = ~ ~ x ( X  ~--~'g) ~(x)  dx ~ ' g  
4 U 

d#signant la densit~ lagrangienne du champ de grav i ta t ion 

(6.18) ~ = 2./~ - g~fR~f ~ ( ~ densit# riemannienne) 
811"G = 

sous cette forme, on remarque que la d is t r ibu t ion  d~f in ie par le premier membre est 

automati quement eul ~rienne. 

Toutes ces considerations s'#tendent au cas ~lectromagn~tique ; les formules (6.6),  

(6.8) sont alors remplac~es respectivement par 

et 

(6.20) + j r  o o 

et les ~quations d 'Einstein (6.16) par les ~quations couol~es d'Einstein-Haxwell ; 

le quadri-vecteur j r  s ' in terpr~te  comme densit~ de courant-charge. L 'appl icat ion 

des formules pr~c~dentes aux Stats stat is t iques de part icules ~ spin munies de mo- 

ment magn~tique permet de retrouver les principales caract~rist iques du ferro-magn~- 

tisme (~quivalence magn~tique aimant-sol~no~de ; en e f fe t  gyro-magn~tique ; magn~to- 

s t r i c t ion )  ~ Voir ~XII~ et CXIV]  ] . 
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7. INTERPRETATION GRAVITATIONNELLE DU PREMIER PRINCIPE 
= : : : = = = = = = = = = = = = : = = = = = = = = = = = = = = ~ = = = = = = = = = = = = = = = : = = : : = = =  

Pla~ons-nous dans le cas d'une t rans i t ion d iss ipat ive ~DLin = ~ o u t  ' et 

supposons qu ' i l  existe une d is t r ibu t ion  eul6rienne ~ qui coincide avec ~Lin 

avant les ph~nom~nes d iss ipa t i f s ,  et avec ~ apr~s ; en d'autres mots, 
out 

qui interpole ~ i n  et ~out " 

Nous saurons alors associer ~ ~ une grandeur conserv~e Q , qui pren- 

dra la mame valeur que pour ~ ou pour ~ o  (puisqu'on peut la calculer 
in ut ~,, 

une date a rb i t ra i re )  ; nous savons aussi que pour in ' Q est ~gale ~ la 

valeur moyenne du moment H de Poincar6 ; de m#me pour ~ ' ~ o u t  ; par consequent 

le premier pr incipe, sous sa forme covariante (4.2),  sera assure. 

Or i l  s u f f i t  de poser (notation (6.17)) : 

(7.1) (X I->~ g) E4 

nous savons en e f fe t  que ~ est une d is t r ibu t ion  eul6rienne, et qu 'e l le  in ter -  

pole ~ r i n  et ~ o u t  , ouisque les 6quations d 'Einstein (6.16) sont vala- 

bles avant et apr~s les ph6nom6nes d iss ipa t i f s  ( I ) .  

Ce sont donc les potentiel_s de grav i ta t ion g~[  qui m~morisent la valeur moyenne 

du moment M , et assurent la va l id i t~  du premier principe (sous sa forme cova- 

r iante (4.2)) .  

( i )  On remarquera que ce raisonnement u t i l i s e  implicitement une approximation ; 

d'une part on se place en r e l a t i v i t ~  rest re in te pour construire les moments de 

Poincar~ ; d 'autre part on consid~re les g ~  comme variables, pu isqu ' i ls  

donnent par d~rivat ion les T ~  grace aux ~quations d 'Einstein.  Ce niveau 

d'approximation revient ~ consid6rer la constante G comme oet i te ,  et ~ n6gl i -  

get la se l f - in te rac t ion  grav i ta t ionnel le  du syst~me ; c 'es t  l 'usage en thermo- 

dynamique. 
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8. UN MODELE DE SYSTEME DISSIPATIF 
= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = =  

Le probl~me d'une g#om~tr isat ion analogue du second pr inc ipe  est encore 

l o i n  d 'e t re  r~solu ; une voie pour y parveni r  se ra i t  la  const ruct ion d'un quadr i -  

vecteur " f l u x  d 'en t rop ie "  S~ , v # r i f i a n t  

(8.~) ~ .s r  >/ 0 

et qu~i, dans les ~tats s ta t i s t i ques  -ou au moins les ~tats de Gibbs- v ~ r i f i e r a i t  

/-~rS ~ = 0 et  dont le  f l u x  - conserva t i f -  ~ t ravers une hypersurface du 

genre espace co#nc idera i t  avec l ' e n t r o p i e .  Cette hypoth~se a #t# envisag~e par de 

nombreux auteurs ( vo i r  par exemple I V ]  ). 

Nous nous contenterons i c i  de const ru i re  un module ph~nom~nologique de 

f l u i d e  d i s s i p a t i f ,  comportant un te l  vecteur,  et  de comparer son comportement 

ce lu i  des f l u i des  r~els.  

Le mod#le est fond6 sur les hypoth6ses suivantes [ X I I I ~  : 

A) Existence, en tout  po in t ,  d'un vecteur-temp~rature (~) ; nous Doserons 

(8.2) 0 = ~ u 

U #tant  un quadr ivecteur u n i t a i r e  de genre fu tu r  ( la  "quadr iv i tesse du f l u i d e " ) ,  

= I /kT la temperature r~ciproque. 

Contrairement au cas des #tats de Gibbs (§4),  (~) ne sera pas n~cessai- 

rement un vecteur de K i l l i n g  ; nous poserons 

<831 ~ :  ½ S,g pour ~× : 

est un tenseur sym~trique dont les composantes sont donn~es par la formule 

de K i l l i n g  (6 .7) .  

B) 
vecteur N~ , v ~ r i f i a n t  

Conservation du "nombre de pa r t i cu les "  ; ceci #tant  mat~r ia l i s~  par un quadri~ 

A 

(8.4) % N ~" = 0 

dont le  f l u x  est donc conserva t i f .  Nous supposerons N p a r a l l ~ l e  ~ (~) en 
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ecrivant 

(8.5) N ~ : U ~ n n >10 • 

Dans le "ref~rentiel  propre du f lu ide" ,  d~fini oar le vecteur U , n s ' i n te r -  

pr~tera comme valeur moyenne du nombre de particules par unit~ de volume. 

C) Existence d'un "potent iel  d'~nergie" 

r iables 

U ,  ~ ,  n , ~ 

t e l l e  que 

f f  ; ~9 sera une fonction des va- 

)"Y ~_~f, (i) (8.6) T = 

T etant le tenseur d'energie du f lu ide -celui  qui f igure au second membre 

des equations d'Einstein ; i l  ve r i f i e  doric les ~quations 

(8.7) "~rT)*V : O. 

D) Existence d'un "potent iel  thermodynamique" 

variables 

( 5 , n  
qui de f i n i t  le vecteur f lux  d'entroDie 

(8.8) s P : . l ' ~ +  

S ~ par la formule 

fv 
T ( ~ y  

est une fonction des 

- II se trouve ( vo i r [ x IV ]  ) que la condit ion (8.1) 

/% 
(8.9) ~ r s  ~ >~ o 

est assur~e si les potent iels ~ et ~ ve r i f i en t  les deux conditions 

(8.10) ~ = 0 =~ T ~4~ n2 ~ g r  _ U•U - n - -  U ~U • ( ~  

(1) 
Abus de notations s ign i f ian t  : 

T~V T ~" • ~ =  T~V~ ~ : , /.~ si ~ u ; o ,  =o, ~ n = 0  
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(8.11) ~ est une fonction convexe de 

qui seront donc prisescomme hypotheses. 

111 

Nous allons ~tudier t ro is  types de mouvements du f lu ide .  

I)  Mouvements non d iss ipa t i f s  ( r e l a t i v i t ~  restre inte '  

Si ~I) est stric~ement convexe en ~ , on peut montrer que les mou- 

vements non d iss ipa t i f s  (1"~rS ~ = O) n 'ex is tent  que si ~ =  0 -donc si 

le vecteur temperature est un vecteur de K i l l i ng .  Dans l'hypoth~se de la r e l a t i  

v i t~  rest re in te ,  chacun de ces vecteurs est donn~ par un ~l~ment de l 'a lg~bre de 

Lie du groupe de Poincar~ ; ce qui d~ f in i t  en tout point X les variables U 

I ~ ; le mouvement sera donc compl~tement d~termin~ si on connait la seule et 

fonction X I - -~n,  pour laquel le on dispose des 5 ~quations (8.4), (8.7),  T ~'~ 
~tant donn~ par (8.10). 

I I  se trouve -grace ~ l 'ex is tence d'un facteur int~grant- que ces 5 

~quations sont compatibles, et s inte~rent en 

(8.12) 1 

(8.13) 

n constant sur les l ignes de courant (2) 

n ~  +~ constant dans l'espace-temps. 

Alors le vecteur f lux  d'entropie est donn~ par 

(8.14) S ~ = N~s , avec s = ~ - ~  ~ . ~  ; 

t 

la valeur de T ~ , donn~e nar (8.10), s' interor~te, dans le r~f~rent ie l  propre 

par une masse sp~cifique f et une pression p 

Les formules ci-dessus nontrent que l 'on neut in terpr6ter  ~ comme le potentiel 

(1) Cette seconde condition n'est pas n~cessaire pour tout 

cependant au voisinage de ~ = 0 . 

(2) Ce sont les courbes tangentes en tout point ~ U . 

; e l le  l ' e s t  
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de Planck par par t icu le  (1). En o a r t i c u l i e r ,  si on f a i t  le choix correspondant 

au module de gaz monoatomique (§6) 

(8.16) = Log ( - G ' ( m l ~ )  ) n  + Cte 

G ~tant la fonct ion d~f in ie  par (6.10), on constate que l '~quat ion (8.13) d~ter- 

mine n en tout point de E 4 ~ pa r t i r  de sa valeur en un point ,  et que les va- 

leurs de toutes les variables coincident avec cel les qui sont donn#es par les 

~tats de Gibbs g~n#ralis~s pour un syst~me de par t icu les sans spin de m6me masse 

m : les mouvements non d i ss ipa t i f s  d~cr i ts par le mod61e sont donc conformes aux 

predict ions de la m#canique s ta t i s t i que .  

D'autres choix ph#nom#nologiques sont possibles pour la fonct ion ~ ( ~ , n )  ; 

si ~ n 'est  pas concave par rapport au volume sp#cif i~ue 

1 (8.17) u = -~ 

i l  peut ex is ter  des surfaces de d iscont inu i t~  de n ; en traversant cette sur- 

face, les deux variables o et n~--~ +~  sont continues (~quation (8.7) ,  

prise au sens des d i s t r i bu t ions  comme au §6, et ~quation (8,13)) ; on trouve les 

condit ions classiques de t rans i t i on  de phase (~qui l ib re  l iquide-vapeur) ,  

I I .  Approximation du f l u ide  par fa i t  

On n~gligera les ph#nom~nes d i ss ioa t i f s  en remplagant la fonct ion 

par son d#veloppement l im i t#  au premier ordre (c 'est  une fonct ion a f f ine ,  donc 

convexe). Alors : 

la production d 'entrooie ~ r S  ~ est nu l le  ; 

le f l ux  d 'entropie conserve la valeur (8.14) ; 

le tenseur d'~nergie T ~  ~ a la m~me valeur (8,10) que pour ~z= O, 

les #quations (8.4) et (8.7) sont cel les d'un f lu ide  Par fa i t  (vo i r  [ I X ]  ), 

Si on i n t r odu i t  la 1-forme 

( I )  
Cette poss ib i l i t ~  de r~par t i r  le potent ie l  entre les par t icu les suppose 

q u ' i l  n 'ex is te  pas d 'e f f e t  d '~chel le -donc qu'on a n~glig~ des ph~nom~nes 

comme la c a p i l l a r i t ~ .  Nous sommes donc dans les condit ions de la l im i te  

thermodynamique . 
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(8.18) H& = h U& , avec h P+? 
m 

et sa derivee exterieure 

(8.19) " - ( ~ =  " ~  Hr - "~r H~ 

on peut remplacer les equations du mouvement (8.4),  (8.7) 

(8.2o) %~ N = 0 , ~ / . ® r + ' ~ s  

Cette derniere equation montre que 

(8.21) ~s = 0 et ~L .~  = 0 pour ~X : ( ~  

( i )  

p a r  

= 0 o 

i l  en resulte que s est constant sur chaque l igne de courant, et que -0. 

un invar iant  integral du champ X I-->(~) ; son rang (4, 2 ou 0) 

sur chaque l igne de courant, ainsi que le pseudo-scalaire 

(8.22) IT = pf(_f~) 
n 

o0 pf(~.)  designe le pfaf f ien de la forme (2). 

En general, IT # 0 , ~L est de rang 4 , le signe de ]T de f i n i t  une or ienta- 

t ion de l 'espace. I I  existe aussi des classes importantes de mouvements dans les- 

queiles IF = 0 : 

Les mouvements isentropiques (ceux oQ s prend la m6me valeur sur toutes les 

lignes de courant) ; alors (8.20) montre que l~) E ker(l'L) ; en general le rang 

de -Q. est 2 ; le noyau de ~ de f i n i t  un feu i l le tage dont les f e u i l l e s ,  de 

dimension 2, s ' in terpre tent  comme lignes de tourb i l lon emportees par le f lu ide .  

Ces mouvements sont barotropes : i l  existe une equation d 'e ta t ,  indexee par l a v a -  

est 

est donc constant 

( I )  

(2) 

A cause de l 'equivalence r e l a t i v i s t e  entre masse specifique et energie speci- 

fique (on a suppose c = i )  , h s ' in terpre te  comme enthalpie par part icule.  

Ce pfaf f ien est def in i  par la re la t ion ½ ~ - A ~ ' L  = pf(~t)  vo l ,  oQ 

vol designe la 4-forme volume riemannien def in ie ~ l ' a ide  d'une or ienta- 

t ion de E 4 . 11" est l 'equ iva lent  r e l a t i v i s t e  du potentiel tourb i l lon de 

Ertel [ | ~ I ] )  [ I V ] .  
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leur  de s , obtenue par ~ l im ina t ion  de ~ et  n entre p et ~ ; l ' e n t h a l p i e  

p a r t i c u l a i r e  h (8.18) co#ncide avec l ' i n d i c e  d# f in i  par Lichnerowicz [ I X ] .  

Les mouvements non isentropiques dans lesquels rang(~,) = 2 ( i l  s u f f i t  que 

ce so i t  vra i  ~ une date a r b i t r a i r e )  ; i l s  cons t i tuent  l ' ~ q u i v a l e n t  r e l a t i v i s t e  des 

mouvements o l igo t ropes  de Casal [ ~ I  ; les f e u i l l e s  de _0~ sont trac6es sur les 

hypersurfaces s = Cte. 

les mouvements o@ I~, = 0 ( l~ aussi i l  s u f f i t  de le v ~ r i f i e r  ~ une date a rb i -  

t r a i r e )  ; (8.20) montre q u ' i l s  sont isentropiques ; ce sont les mouvements i r r o -  

t a t i onne l s ,  au sens de Lichnerowicz [ I ) ~ ]  

I I  ex is te  des so lu t ions  comportant des d iscon t inu i t~s  sur une hypersurface 

de E 4 (ondes de choc) ; les condi t ions que l ' on  ob t i en t  en #cr ivant  les #quations 

(8.4) et (8.5) au sens des d i s t r i b u t i o n s  sont les suivantes (1) 

(8.23) 

N '~ N ~ est tangent ~ 

1 H~ H~ est normal ~ 

h '2 h 2 [ u'h' + uhl [ P ' - P ]  

si on a joute que la d i scon t i nu i t~  s ' -s  est p o s i t i v e ,  on ob t ien t  les ~quations 

de choc de Rankine-Hugoniot, sous leur  forme r e l a t i v i s t e ,  

I I I .  Houvements fa ib lement  d i s s i p a t i f s .  

On f a i t  cet te  fo i s  un d~veloppement au second ordre de ~ - - > ~  au v o i s i -  

nage de ~ = 0 ; on ajoute donc ~ la fonc t ion  a f f i n e  du cas precedent une forme 

quadrat ique pos i t i ve  d~ f i n ie  ; ce t te  forme quadrat ique s ' i n t e r p r 6 t e  comme fonc t ion  

de d i ss ipa t i on  (en un sens plus large que le sens usuel) .  Ce que nous ~cr i rons 

(8.24) 

Les © ~r 

(8.25 

ayant la va leur  donn~e en (8.10) ; d 'oe,  grace a (8.6) 

(1) Les var iab les  por tant  le  signe ' sont pr ises aor~s le choc. 
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La production d'entropie est 

( 8 . 2 6 )  s : 

donc le double de la fonction de dissipat ion ; la sym6trie 

i~, ~f vfjXp (8.27) C = C 

exprime la r~ciprocit@ d'Onsager ( le "courant g@n@ralis@" 

(8.25), fonction l in#a i re  de la "force g#n~ralis~e" ~ ; 

les coef f ic ients de transport) .  

0 

T - T est, grace 

les C ~ ~ sont 

A p r i o r i ,  i l  existe 55 coef f ic ients C ~ M ~  ind~endants ; mais la 

sym@trie du f lu ide r6duit  ce nombre ~ 5 (1) ; on internr6te le r6sul ta t  (8.25) 

en se pla~ant en r e l a t i v i t 6  restre inte et en calculant les composantes T~/~ dans 

le r6f@rentiel propre du f lu ide.  On obtient a ins i ,  avec 5 coef f ic ients A , 8 , 
C , E , F :  

a) Le tenseur de contraintes 

(8.28) I ~ ' jk  = - T jk ~) jk [ -P  + [A - ~ ]  l 
( j  , k, = 1, 2,3 ; vj est la v i tesse, nul le au point consid@r@). 

b) Le f lux  de chaleur, dont les composantes sont les T J° : 

(8.29) 1 F 

c) La masse-~nergie sp@cifique 

(8.3o) TOO = t + C ~-~ - B~ d iv v 

( i )  
On @crit que ~l--~C~ est invar iant  par la s tab i l i sa teur  de U dans le groupe 

de Lorentz (c 'est -~-d i re  le groupe des rotat ions dans le r@f~rentiel propre). 

Sans la r@ciprocit~ d'Onsager, i l  y aurai t  6 coef f ic ients ind@pendants. 
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A, B, C, E, F sont, ~ p r i o r i ,  des fonct ions de 

de ~f s'exprime par les in@galit@s 

et n ; la convexit@ s t r i c te  

(8.31) A > 0 , C > 0 , E > 0 , F >  0 , I BI < ~ ' ~ - .  

L ' interpr@tat ion est c la i re  : on retrouve la descr ipt ion de Navier-Stokes de la 

v iscos i tY,  avec les deux coef f i c ien ts  

fonc t io~de  la temp@rature et du volume sp@cifique, qui v ~ r i f i e n t  grace ~ (8.31) 

(8.33) ~ > o  ~ 3 ~ + 2 #  > o ; 

la formule (8.29), oQ on rappelle que ~ = 1/kT, donne la conductivit@ thermique 

F (8.34) ~ 

n@cessairement pos i t ive ; le second terme de (8.29) est une correct ion r e l a t i v i s -  
te (1). 

Les coef f i c ien ts  C et B (ce dernier pouvant @tre nul) ont une in te r -  

pr~tat ion plus d@licate : i l s  modif ient la conduction de la chaleur -en rendant 

e l l i p t i q u e  le syst~me des @quations. C est peut-~tre mesurable exp@rimentalement. 

(1) 
Ce terme montre q u ' i l  peut ex is te r  des @quilibres non isothermes : ce qui 

est ~vident ~ p r i o r i  en m6canique s ta t i s t i que ,  parce que les vecteurs de 

K i l l i n g  de Hinkowski qui ne sont pas constants n'ont pas une longueur cons- 

tante. Ce qui montre en p a r t i c u l i e r  que la temp@rature propre, dans une cen- 

t r i fugeuse,  est plus grande ~ la p~riph@rie qu'au bord. Cet e f fe t  est proba- 

blement sensible dans le cas des pulsars, dans l'atmosph~re desquels la v i -  

tesse d'entrainement peut approcher ce l le  de la lumi~re~ 
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CONCLUSION 
: = = = = = = = : ~  

Ce module est tr@s sch@matique -mais cependant apte ~ d@crire des 

comportements tr~s divers des f lu ides r~els. On peut donc penser oue les 

m~thodes g~om~triques peuvent contribuer aux progr6s de la connaissance des 

ph@nom~nes d iss iDat i fs .  
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