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EI,@TM THERMODYNAMIQUE RELATIVISTE DES FLUIDES® I.  CINEMATIQUE

RAEEESEREEI LIRS

Nous nous proposons de décrire un fluide simple {(composé de-
molécules identiques) dans le cadre de la relativité restreinte.

Jean-Marie SOURIAU®X

Nous décrirons son mouvement au moyen de deux grandeurs
géométriques (1), (5) :

SOMMAIRE : : 7 « Un champ de vecteurs d'espace-temps

On sait (v], [va que ta définition covariante relativiste d'un &quilibre (1) e ©

statistique, %SF}'quée 4 un gaz parfait, met en &vidence un "quadrivecteur

température" de genre futur, dont la direction est Ta vitesse moyenne 1 .

de fluide et 1a léngueur la température réciprogue, qu'on supposera en chaque point de genre futur ; on posera donc

Nous &tudierons 1'hyoothése selon Taquelle ® est encore une variable (:)

pertinente pour la description des mouvements dissipatifs d'un fluide simple. (2) - Ut ( U quadrivecteur unitaire du futur ;
La cinématigue est définie par le champ de vecteur @ et 1a mesure dy €>0

nombre des molécules : & 1'aide de deux fonctions d'état, on peut construire

une (thermo-)dynamique conforme aux deux principes : conservation des gran- U s'interprétera comme yitesse unitaire du fluide, & comme tempé~
deurs noethériennes attachées au groupe de Poincaré, production positive rature réciprogue :

d'entropie. progue :

- Un tel fluide dissipatif possdde des mouvements dans. Tesquels a produc-

tion d'entropie est nulle ; & est alors un vecteur de Killing 3 les (3) £a1/1

&quations du mouvement &'intégrent complétement 3 on retrouve en particulier

les résultats de la th&orie cinétique & 1'équilibre. '

- On peut étudier par cette méthode les fluides parfaits ; on retrouve les étant 1a température absolue, mesurée en unités telles que Ta cons-
résultats classiques de Lichnérowicz | IV!; de plus, on peut construire, tante de Boltzmann k prenne 1a valeur 1.

méme dans le cas non isentropique, uné Z:forme d'espace-temps Sl qui est

invariant intégral (au sens de Poincaré) du vecteur température & ; ce GD engendre un groupe 3 un paramdtre de diffécmorphismes de

qui fournit une géndralisation du théoréme de Helmholtz.

1'espace~temps E, i les orbites du groupe -Tes lignes de courant du
Dans les mouvements faiblement dissipatifs, apparaissent naturellement Tes

deux coefficients de viscosité, ainsi que le coefficient de conductivité fluide- forment un espace abstrait Y (Fig-1) 3 \f 'posséde une
thermique ; 11s sont accompagnés de deux autres coefficients qui sont peut- structure de variété de dimension g3 , caractérisée par le fait que Ta
&tre mesurables sur les fluides réels.

. projection X+» x est une submersion,
Nous dé&crivons, dans ce mod&le, les transitions de phase et les ondes de choc.

A MAT 1977 Nous désignerons par 2‘5 la dérivée de Lie du tenseur métrique
17/p_?19 & , associée au champ de vecteurs yr+ & ¥ est un tenseur sy-
Version complétée dv Preprint CPT-76/PE.882 métrique, dont les composantes s'écrivent
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(5)

(8)

(7

(8)

(Figure 1}

Une densité positive n de Ja variaté quotient v3 3 1'intégrale de n

s'interprétera comme nombre de molécules. Le champ

sur v
3

b A= 1

: son image réciproque par la projection Xpax
est un champ covariant de E4 + qui est contracté de la densité rieman-
nienne de E4 avec un vecteur de futur ¥ ; 1le champ

est un champ covariant

Xr»H

vérifie automatiquement les deux relations

{ v> 0)

le flux du vecteur .conservatif N & travers une hypersurface de genre
espace est &gal au nombre de particules gqui la traversent,
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I1. DYNAMIQUE

EEEFTEZBFARIENIT

Le premier principe de la thermodynamique s'écrit, sous forme

covariante

{9

(10)

(11)

(12)

(13)

le tenseur d'énergie

tion de fagon & vérifier le second principe,
Yemmes,

Simple calcul ; cette relation détermine Je tenseur

N

T)r( Tr\\_ T\r‘) devant étre construit 3

1'aide des grandeurs cinématiques. Nous allons proposer une telle construc-

Etablissons d'abord deux

sofit (Y, E) > &

alors un tenseur symétrique

une fonction différentiable, I1 existe
-°1'>‘f‘ tel que

q»[“>§]' i %

]
® }V~ » et lui donne
la valeur

T B L R IR
7 E’DVK-UU-")aUU

Supposons que :

Hy) 11 existe une fonction
L9 -, O, %)
telle que
2 ’};f
LS
Hy) ? est convexe par rapport § f H

M

(1) Avec un abus de notation usuel : { 'rhret ‘6,‘1. sont symétriques).
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pour ‘6 . les valeurs (12) de r"')“ et (11) de

\f‘ coTncident :

(1) i 3&:0} > )" i)

- Alors le vecteur

(,15) S)' N) + T)r@,‘-

a une divergence positive

(16) 25 3 o
l - Grice 3 (9) et (10), 11 vient
» » o)

ot P,

ce qui peut encore s'écrire

by 2 hp

(18) 0.8 -}qm -glo) - 1 g,rHo;(o ) -4(§) - 7 t-w}

3 cause de la convexité de tf . Jes deux termes de cette somme sont positifs.

Nous nous proposons donc de définir la dynamique du fluide &
1'aide des deux fonct.ions (? qui donnent en chaque point le tenseur
d'énergie T Ju et le flux d'entropies par les formules (12,15) ; ces
fonctions &tant déterminées, nous d1sposcns des 5 &quations (B,9) pour
déterminer les 5 variables ( VY, @ } 3 et, par surcroft, les

s? ;3 1'identite (16) exprimera le second principe.

17/P.919
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TIT. MOUVEMENTS NON DISSIPATIFS

ETSTTITIEXTTEITERD

Supposons Ta fonction ({’ strictement convexe en Y ; Ta.
décomposition (18) montre que Ta production d’entropie ne s'annulle
qu'avec J

(19) , S

(:? Xh’.

Dans une &ventuelle solution non dissipative des équations du mouvement,
est donc un vecteur de Killing, associg & un &lément de 1'algdbre

de Lie du groupe de Poincard ; 11 existe des constantes . j\) . T'
telles que

| . p
(20) ®, = ‘A"Px + T, (Ays Aa-o )
Le fluide ne peut donc se rencontrer que dans une région d’espace-
temps ol ce vecteur est de genre futur ; pour tout X, ces formules (20}
et (2} définissent Tes variables u et £ ; un simple calcul montre

que les &quations du mouvement s'int2grent au moyen d'une constante arbi-
traire :

21 gy * Cte ;
(21) €+7W te

en chaque point X, cette Squation permet en principe de trouver ¥ , ce
qui achive la détermination du mouvement, On peut en déduire les diverses
grandeurs thermodynamiques : le volume spécifique moléculaire est

(22) v = 1/y

S '
Tes composantes de T = T {14,11) fournissent 1a masse spécifique f
et 1a pression p ¢

(23) c--v:%%--} e

e
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LU S U
(24) P Y g

(15) donne 1'entropie (par molécule)

. (25) .‘§+éua-§.-eﬁ

e

formule qui permet d'interpréter Z en

(26) . - £

Feup-Tx &tant 1'énergie libre de Helmholtz par molécule (1} H {
est donc le potentie} thermodynamique de Planck [ll]. De m&me 1a cons-
tante d'intégration (21) vaut : ’

Frpu G
(27) —+- - 5

@ &tant 1'énergie 1ibre de Gibb;. appelde aussi enthalpie libre.

On obtient la description des &quilibres classiques si les
AM‘ sont nuls dans (20} ; dans Te cas général, on obtient des &qui-
1ibres relatifs & un référentiel accélérd ; on notera qu'fls ne sont pas
jsothermes : ainsi, pour une centrifugeuse, le fluide est plus chaud &
1a périphérie que sur 1'axe ; cet effet relativiste n*est sensible que
si la vitesse périphérique n'est pas négligeable devant celle de 1a
lumidre (cas des pulsars).

On obtient &videmment une autre classe de mouvements non dis-

sipatifs en supposant (f affine en K s Clest-&-dire

(28) AR Y s

-

. Ne pas cublier que tous ces résultats sont relativistes, et que
est 4 1a fols masse spécifique et énergie spécifique {avec bien
entendu ¢ = 1).

17/P.919

(31) nh?' Qﬁ L

{17) montre bien que la production d'entropie est nulle dans ce cas.

- L'8quation ’3,‘ s)‘ - ’b,[ﬂ)‘ a] = 0 et (8) ;"b‘\ N} = 0
montrent que N tahs = ¢ , don¢ que a  est constante sur les lignes.
de courant ; on obtient ainsi 1a version relativiste des équations des

; f‘luidgs parfaits.

Considérons 1'enthalpie (par molécuie)

@ N |

ains{ que le "covecteur enthalpie”
G0y iy« U

et sa dérivée extérieure, la 2-forme,

r -fbrﬂ)

qui joue le rdle du rotationne) classique ; en remarquant que

(32) I N

on transforme facilement les équations du mouvement

(33) 2N <0 2, M Lo

en

| > M :
(34) ’BRN a 0 » Q}r@ + 0y = o
(35) les formules de Cartan (voir [VI] ) montrent alors que )a dérivée de
" Lie de la 2-forme L par le champ de vecteurs & est nulle, c'est-
3-dire que L  est un invariant intégral (au sens de Poincars) de & ;
résultat qui nous semble nouveau.
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(36) On retrouve des résultats connus dans le cas particulier des mou-
vements isentropiques (lorsque s prend la méme valeur sur toutes les
lignes de courant). Alors i) existe une équation d'état f(p.P)'O; h
coincide avec 1'indice du fluide défini par Lichnérowicz [IV]: 1a seconde
formule (34) nous montre que {L  ést un invariant intégral absole {au
sens de Cartan} du feuilletage par les lignes de courant ; c'est-A-dire
que $1  est 1'image réciprogue, par 1'application X sy {figure 1)
d'une Z2-forme de V¥, : c'est le théoréme de Helmholtz.

(371 Le rang de fL est au plus 2 ; i1 suffit (grice au théoréme (35))
que {L s'annulle dans 1'espace 3 une date arbitraire pour qu'il soit
nul 3 tout instant et gque Te mouvement soit isentropique ; on est alors
dans le cas des mouvements jrrotatignaels au sens de Lichnérowicz [IV];
on peut utiliser les procédures classigues du cas irrotationnel (potentiel
des vitesses, représentation hodographique, etc.) qui s'étendent facilement
au ¢as relativiste. On notera d'ailleurs que 1la description relativiste

des fluides est pius simple (mathématiquement et conceptuellement) que
leur description en mécanique classique,

IV. MOUVEMENTS FAIBLEMENT DISSIPATIFS

AENEEIENEI IS TS ERE NI N NS IR RFEEXREIIXETE

Faute de connaitre a priori 1a fonction (r » On peut T'appro-
cher par un développement au second ordre en }s :

(38) @ - Qo s BN o 3 PPy Yy

ce qui donne

(39) ML g

‘»,4'v
¢ ot T{V(
fa production d'entropie, donnée par (17), vaut

(0) st - T By

77/P.919
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Ta symétrie

(a1) AL

exprime Ja réciprocité d'Onsager (le "courant généralisg" T- T est,
grice 3 (39), fonction linSaire de la "force généralisée” T{ s les
sont les coefficients de transport}.

crrove

A priori, 1) existe 55 coefficients c\p,v; indépendants;
mais la-symétr1e du fluide réduit ce nombre 3 5§ (1) ; oninterpréte le
résultat de la formule (39) en calculant les composantes ™ dans le
référentiel propre du fluide ; ce qui donne :

a) le tenseur de contrainte :

) Tew =T %Jk i -oeifa- o - 3:%‘%} +£Ei’3ﬁ :a,‘ng

(Jo & 0 = 1,2,3; \F est 1a vitesse, nulle au point considérs) ;
b) le flux de chaleur {dont les composantes sont les o) .
—g -

(43) rlamie-e 37| |

¢) la masse &nergle spécifique :

) “at -

{44) L L  +Coge - BE dv ¥

Les 5 coefficients A, B, C, £, F sont, a priori, fonctions de u et &
{ =1/T ) ; ta convexité stricte de '/ s'exprime par les indgalitds
(45) AS0 , €S>0 , E>0 , F>0 , JBl< VAC .

(1) Il y en aurait 6 si on ne vérifiait pas la réciprocité (41).

77/P.519




«11.

On a donc cbtenu ainsi les deux coefficients de Mayier de Ta viscosité

’ R - [A - %F 1 £

{45) rL =EE
fonctions de Ta températuyre et du volume spécifique, vérifiant
(47) k> o ) Ar+2pu >0

12 formule (43), avec & « 1/1-(3) , donne la conductivité thermique

(48) £/

le dernier terme de (43) est une correction relativiste & la conduction
de 1a chaleur, permettant en particulier la non-isothermie des &quilibres
(voir le §III).

Les coefficients C et B sont peut-2tre mesurables sur -
les fluides réels.

Y. TRANSITIONS DE PHASE ET ONDES DE CHOC

Les équations du mouvement (8,9)

By »
{49) O = 0 N Koo
peuvent &ventuellement posséder des solutions discontinues sur une hyper-
surface
{50) o(x) = Cte;

sur cette surface, les &quations {49) seront encore vérifiées -au sens
des distributions- st on a

77/P.919
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(51) Do . ¢
(52) VI R

. D désignant la discontinuité au travers de (50).

Cette situation peut apparaitre 3_1'gquilibre, lorsque 1'équatioh {21
posséde plusieurs sotutions en ¥ 3 & est fonction de X par 1'inter-
médiaire de 20, la surface (50) est composée de Tignes de courant. Les
&quations (51), {52) s'écrivent simplement

(53) Dps= 0 ;

sur la surface fluide concernée, u passe d'une valeur up @ une valeur

uy 3 ta pente de 1'{sotherme u)-,é: ayant la méme valeur {fig. 2} ; en
diagramme

ir

I
|
!
|
I
I
|
i
n
" (Figure 2)

dérivé  uysp {voir la formule (24}), on obtient Ta configuration bien
connue des équilibres & deux phases liguide-vapeur, }’aire algébrique en
hachures étant nulle.

Etudions Te cas od 1'hypersurface (50) est mobile par rapport au fluide
(onde de choc) ; 1'équation (51) exprime que la discontinuité DN est
tangente & 1'hypersurface ; si on suppose e fluide parfait (hypoth2se
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(54)

(55)

.13~

{281}, la condition (52) se développe en

¥ 2 l“ [ 'h! !I f ' ]
! N AT Y P o h Y -
LI n

DH normal a 1'onde
dans ces formules apparaissent les variables {29) et {30) (enthalpie molé-
culaire h, (co-)vecteur enthalpie H). ’

Ces relations permettent de calculer la discontinuité de
toutes les variables thermodynamigues et 13 célérité de 1'onde de choc
enfonction d'un paramétre ; on abtient la version relativiste des condi-
tions de Rankine-Hugoniot.

Pour les petites valeurs de la discontinuité, on obtient 1a
c&lé&rité du son.

Que se passe-t-il si on ne suppose plus le fluide parfait ?
L'eéquation (12) montre que T P sera discontinu sur 1'onde si on sup-
pose seulement les dérivées premifres de & discontinues ; la formule
{52) fournit alors 1'équation des caractéristiques !

»
det (M ) =0 avec Wt c)r'qr '?Jro( o

{notations (38) ; on utilise les gquations lindarisées).

En fait, cette équation n'a pas de solution réeile non
nulle en ’BrO* : ceci résulte de fa convexité stricte de (P v qui montre
que la matrice W est définie positive ; par conséquent le sysiéme
des équations du mouvement est de type elliptique (1).

(1] Ce résultat s'établit encore dans le cas non lindarisé.

77/P.919
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Pour éviter e paradoxe de la vitesse infinie de 12 conduc-
tion de 1a chaleur, certains auteurs,[lJ. [IIIE ont proposé d'introduire
une &nergie de la forme C;;% 1 $i C est négatif, 1'équation de 1a

_chaleur devient en effet hyperbolique.

Nous avons bien rencontré un tel terme {voir (44)), mais avec un coeffi-
cient C positif ; C < 0 contredit Te second principe.

+ Lle paradoxe se résout simplement par la considération d'ondes
de choc ; sur ces ondes, le tenseur ]f\r subit des discontinuités infi-
nies, mais pas nécessairement P Clest ce que montre le choix suf-
vant de la fonction

[ 49 pYTH -
g7 rYxr"\] whoen € N‘Txr‘(»r Rt

s Etant une constante positive ; cette fonction est convexe, confor-
mément 3 (13) (son graphe est une nappe d'hyperboloide} ; elle est oscu-
latrice & 1a fonction {38) pour Y= 0 , ce qui montre qu'elle ne modifie
pas les termes de viscosité et de conduction; 1'ensemble de valeurs de

T qui s'en déduit par (12) est un convexe relativement compact, dont

le diamdtre peut &tre choisi arbitrairement petit {en prenant = petit}.

Par un choix analogue & (56), on peut donc déecrire un fluide
dissipatif qui différe peu d'un fluide parfait : les termes prépondérants
dans les #quations de choc seront dus aux discontinuités de pression,
masse spécifique et vitesse ; une telle situation est conforme & 1'expé-
rience, puisqﬁe tes conséquences des équations de choc des fiuldes par-
faits sont approximativement vérifiges par les fluides réels.

77/P.919
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VI. ANREXE : CAS DU GAZ PARFAIT MONOATOMIGUE
La théorie cinétique nermet, en principe, de calculer les

€quilibres thermodynamiques d'un gaz. Lorsgque les molécules sont des points

matériels relativistes, dans les hypothases les plus simples (collisions [*] T, CATTANED

instantanées, volume propre des molécules négligeable}, on peut calculer C. R. Acad. Sciences Paris 247, 431 (19568).

exactement les états de Gibbs, pour lesquels la fonction de répartition .

est 1'exponentielle d'une fonction affine de 1’énergie : ainsi gue les (1] A1 wenwTeHIN

£tats de Gibbs généralisés, o0 la fonction de répartition est 1'exponen- Mathematical Foundations of Statistical Mechanics,

tielle d'une fonction affine des 10 grandeurs noethériennes associées (Dover 1949).

au groupe de Poincaré (1'énergie, les compasantes de 1'impulsion et des

moments lorentziens) ; dans les mémes hypothdses on sait aussi calculer,

en chaque point X , les valeurs de la pression et de 1a masse spécifique.

[111]  m. KkRaNYs
Nuovo Cimento 42 B, 51 (1966).

) A. LICHNEROWICZ
11 se trouve que le résultat du calcul est rigoureusement [ ]

Théori lativist } ! -
conforme au moddle ci-dessus {{20) & (27)), avec la valeur suivante du . magﬂgéiimgf ativistes de la Gravitation et de 1'Electro
potentiel de Planck (voir [VII]) : (Masson 1955).

(LI il v J. M. SOURTAU
(57) & . !._onc;[?I I\J(IT)) + Cle []

Suppl. Nuovo Cimento, 1, 4, 206 (1966).
m &tant la masse des molécules, K2 la fonction de Bessel modifiée d'ar-
gument 2 (1 ) s les formules ci-dessus permettent d'en déduire toutes [VI} J.M. SOURIAY

tes grandeurs thermodynamiques. Structure des systémes dynamiques
{ODunod 1969).

[vir} o.t. swmce

The Relativistic Gas
{Amsterdam 1957).

) "
K (x) =f Il chy ch(nnr)th ;- . 1%(1) est solution de
1'6quation de Bessel modifice  y» + -‘-—' -t - ...) y = 0.
X
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