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Verita Marino et Luciano Gualandri ont bien voulu rédiger les leçons que 
j'ai données à l'Istituto de Matematica Applicata de l'Université de Rome, à l'ini­
tiative de Madame Ida Cattaneo, en janvier-février 1977. 

En fait, cette rédaction est plus complète que les leçons elles-memes: ses 
auteurs ont tenu à exposer en détails bien des démonstrations que j'avais seule­
ment esquissées; ils ont accompli ainsi un travail utile, mais difficile. 

Le lecteur dispose grace à eux d'un document où figure en détails une méthode 
explicite de calcul de l'indice de Maslov, ses principales propriétés topologiques 
(dans la perspective ouverte par les travaux d'Arnold et de Leray) et quelques ap­
plications. 

}EAN-MARIE SOURIAU 

Introduzione 

Nei primi capitoli richiamiamo nozioni riguardanti gli spazi vettoriali sim­
plettici e la struttura topologica del gruppo simplettico e della grassmanniana. Tali 
nozioni sono utilizzate nel dare una definizione esplicita dell'indice di Maslov che 
permette di dimostrare col calcolo la formula di Leray. 

Negli ultimi due capitoli diamo la nozione di gruppo dinamico su una varietà 
simplettica ed alcuni cenni sulle varietà quantiche e relativi risultati di notevole 
importanza. 

Desideriamo ringraziare i Proff. ]. M. Souriau e}. Elhadad per averci seguito 
nello sviluppo di questo lavoro. 

VERITA MARINO e L uciANO GuALANDRI 



L'INDICE DI MASLOV 

1.1 Spazi vettoriali simplettici 

Sia E uno spazio vettoriale (dim. m), o un 2-tensore covariante anttsUDme­
trico e invertibile, cioè una 2-forma invertibile, si chiama spazio simplettico la 
coppia E insieme a o. 

Siano x e y appartenenti ad E si può scrivere, una volta scelta una base per lo 
spazio: 

(1.1.1) o (x, y) = o .. ll x" y~ 

dove Ou!l sono le componenti del tensore o . 
Se invece si scrive: o (x, y) = (o (x)) (y) st mette in evidenza la 1- forma: 

O (x): y ~ o (x, y) 

O: x ~ O (x) 

che dà un'applicazione di E nel suo duale E* . 
L'imtertibilità del tensore corrisponde alla biettività di tale applicazione. An­

che in uno spazio simplettico si può introdurre la nozione di ortogonalità tra due 
vettori x , y di E : 

(1.1.2) O (x, y) = O 

Poiché o (x , y) = - o (y , x) l'ortogonalità è una relazione simmetrica. Se 
E' è un sottospazio vettoriale di E , l'insieme degli x ortogonali ad ogni vettore 
di E è un sottospazio vettoriale detto di E' , Ort (E') . Ovvero 

x e Ort (E') <=> o (x , y) = O Vy e E' 

Vale la relazione: 

(1.1.3) dim E' + dim Ort (E') = dim E 

poiché o è invertibile e). 

(') I vettori di Ort (E') si ricavano da un sistema omogeneo di rango dim E'. 



E' si dice isotropo se E' c Ort (E') e). 
Ex.: Ogni spazio vettoriale di dimensione l è isotropo (a (x , x) = O sempre per 
l'antisimmetria di a). 

Si chiama piano lagrangiano ogni sottospazio À isotropo massimale (rispetto 
l'inclusione); ogni sottospazio isotropo è contenuto in un piano lagrangiano poiché 
l'insieme dei sottospazi isotropi è induttivo e non vuoto. Si ha: 

(1.1.4) ).. = Ort (À) 

Pertanto ogni piano lagrangiano ha dimensione n pari alla metà di quella di E ; 
esistono solo spazi simplettici di dimensione pari. 

Due piani lagrangiani À e J..l. si dicono trasversali se À n J..l. = {o} e quindi 
E=· À (f)'~· . 

Se À è un piano lagrangiano di E esiste sempre un piano lagrangiano supple­
mentare. 

Fissata comunque una base di À la si può completare ad una base di E rispetto 

alla quale la matrice di a è del tipo o = ( O BT) con C= - C. 
-B C 

E' possibile cambiare il completamento della base fissata di À , tramite una 

·. ( I A ) . d h l . d' d' ( O I ) matnce , m mo o c e a matnce 1 a tventa . 
O X -I O 

Si noti che la nuova matrice rappresentativa non si trova per similitudine ma 

SeCOndo la formula 0' = a T 0 a dove a è la matrice del CambiamentO di base. 

BT) ( I A) = · 0 
C O X ( -I 

Col calcolo si ricava x = (BT)- 1 e A - AT = XT ex = M o 

Ricordando che ogni matrice è somma di una matrice anttstmmetrica e di 
una simmetrica, si ricava A = 1/2 M + S dove S è una qualunque matrice sim-

met_rica. Poiché la _matrice del tensorè a è ( -~ ~) Ìa parte della base che com­

pleta la base fissata di À genera un piano 'lagrangiano supplementare a À . La base 
di ~ cqsl trovata si dice base canonica di E . 

- Se F è un altro spazio simplettico della stessa dimensione, un'applicazione 
lineare di E in F si dice isomorfismo della struttura simplettica -o simplettomor­
fismo se è biettivo e aF (a (x), a (y)) = ae (x ,_y) per c;>gni x ed y appartenenti ad 
E . L'insieme dei simplettomorfismi di E in se stesso, Sp (E), è un gruppo detto 

(') Dualmente coisotropo E'::::> Ort (E' ) e i piani lagrangiani sono sottospazi- coisotropi 
minimali od anche i. ~ottospazi. coisottopi -ed isotropi. ... 



gruppo simplettico che, come sottogruppo chiuso del gruppo lineare GL (E), è un 
gruppo di Lie. Certamente ogni applicazione lineare che manda i vettori di una 
base canonica di E su quelli di un'altra base canonica di E è un simplettomorfìsmo; 
quindi per. la costruzione delle basi canoniche, date due coppie di piani lagrangiani 
trasversi, esiste un simplettomorfìsmo che porta ordinatamente i piani lagrangiani 
della prima coppia nei rispettivi della ~oconda coppia. Il gruppo Sp (E} agisce in 
maniera transitiva sulle coppie di piani lagrangiani trasversi. 

1.2 La Grassmanniana e il gruppo simplettico 

I piani lagrangiani di E formano una varietà A (E) (l) di dimensione n(n+ 1)/2 
detta anche Grassmanniana lagrangiana. 

In queste varietà i piani trasversi ad uno fissato formano un insieme aperto 
in corrispondenza biunivoca con l'insieme d~lle matrici simmetriche (n X n), di 
dimensione n(n +l )/2, che competendo all'aperto compete a tutta la grassman­
niana dei lagrangiani 

(1.2.1) dim A (n) = n (n + 1) 
2 

Si ricorda che il gruppo simplettico Sp (n) agisce transitivamente sulla gras­
smanniana. Data la Grassmanniana A (n} di IR 2" si consideri UI1 piano lagrangiano 
À. e l'insieme A). (n) costituito da tutti i piani lagrangiani 1J. € A (n) trasversi a À. 
Si ha Al.(n) c A (n). 

Si può esprimere A (n)= Sp ( IR 2"/Gl) dove <n. è lo stabilizzatore di À. in 
Sp ( IR 2

"} ed è anche un gruppo di Lie essendo chiuso in Sp ( IR 2
"). Vale la seguente 

relazione per la dimensione della Grassmanniana. 

(1.2.2.) dimA (n) = dimSp.(IR 2")- dim~ 

L'algebra di Lie di Sp ( IR 2
" ) è costituita dalle matrici Z tali che zrl + lZ = O 

dove l è la matrice associata alla 2-forma in una base canonica. 
Per trovare la dimensione di S p ( IR 2n) si calcoli la dimensione della corrispon­

dente algebra di Lie :S. Sia Z € :S con ZT l + l Z = O (*), sia S = l -1 Z ma 
l -1 = - l = ]T, da cui Z = l S e sostituendo nella (*) si ha 

STfl+llS = sr-s =o 
cioè l'algebra di Lie è costituita dalle matrici Z =· l S con S ~immetrica per cui la 

(l) Nel seguito indicheremo indifferentemente A (E) ed Sp (E) con A (n) ed Sp (n) rispet­
tivamente per evidenziare la dimensione. 
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dimensione di ~ è data dalla dimensione dello spazio delle matrici simmetriche 
di ordine 2n , cioè 2n (2n + l )/2 = n (2n + l). 

Si deve calcolare ora la dimensione dello stabilizzatore G1 che è costituita 
dalle matrici a appartenenti ad Sp ( IR2n) che lasciano fisso il piano lagrangiano ). : 
V x e ). , a (x) e ). ; a(}.) = À • 

Una matrice Z appartenente all'algebra di Lie ~l di ~ deve verificare: 

(!.2.3) con x , x' e À 

ma z = J s con sr = s cioè 

S ( A B ) con A = AT e C = CT 
BT c 

dalla (!.2.3) si ha ( A 
BT ~ ) ( ~ ) = - ] ( ~ ) = ( _o x' ) 

svolgendo si ha ( :x~ ) = ( _0 x' ) dunque A = O . Perciò Z e ~>- è della forma 

Z = ] [ 
0 

B ] , C = CT cioè dipende da n2 parametri di B e n (n + l )/2 para­
BT c 

metri di C. Si è ora in grado di calcolare la dimensione della Grassmanniana A (n ): 

dimA(n) = n(2n +l)- n2- n(n + 1)/2 

l dimA (n) = n (n+l)/2 , 

1.3 La segnatura 

Si è visto che il gruppo Sp (n) è transitivo sulla Gras,smanniana, ed anzi esiste 
sempre una trasformazione simplettica che muta coppie di piani lagrangiani trasversi 
in coppie di piani lagrangiani trasversi. Si considerino ora 3 piani lagrangiani 
). , ~ , v trasversi a 2 a 2 e sia 

definito 

(!.3 .1) oÀii (x) (y) = a (x , y) 

sia g4<. = 04< o 01. -l o a ... un'applicazione lineare di ~ in ~ • 

-l 
a.,.v OJ.v <7l.l' 

gÀiiv : ~ ~ V • -+ ). -+ ~ • 

8 
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g4. risulta un tensore di ordine 2 su 1-1. ; si vuole far vedere che è simmetrico per 
poi calcolarne la segnatura della matrice associata al tensore. 

Siano x , x' E 1-1. e costruiamo g4. (x, x') ; dapprima si ha: 

xEIJ., yE). 

Applicando alla precedente la forma 0)., , si ha 

o~. (x) = 0> .• (y) E v* 

Allora per ogni z E v s1 ha: 

o (x , y , z) = O 

da cui segue x - y E v perché v è lagrangiano, y allora è l'unico vettore tale che 
y E ). e x - y E v : segue quindi che per ogni x , x' E 1-1. 

g4. (x, x' ) = 0>-i, (y) (x') = 04 (y , x') = o (y , x') 

'V x , x' E 1J. e con y tale che y E ). , x - y E v 

Si calcoli ora gÀ!l• (x' , x) 

(1.3.2) 

g>.t .. (x' , x ) = o (y' , x) con y' E ). , x' - y' E v 

ma x - y e x ' - y' E v ed essendo v lagrangiano 

o (x - y , x ' - y') = O 

ma o (x , x') = O perché x , x' E 1-1. che è lagrangiano e anche o (y , y') = O perché 
y , y E ). è lagrangiano, allora dalla ( !.3 .2) si ha 

(!.3.3) o (y , x') = - o (x , y') = o (y' , x) 

e confrontando le 

(!.3.4) 

cioè g>-4•• è un 2-tensore simmetrico: g4. dà a ). una struttura euclidea. Si può allora 
definire ( 4) 

(!.3.5) sgn().,IJ.,V) = sgn(gÀ!l.) 

(') Se g è un 2-tensore simmetrico su E , una base { XJ} si dice ortonormale se 
l g(x, , XK) l = SJK. Allora sgn (g) è la traccia della matrice di g rispetto una base ortonormale che 
esiste sempre; è anche pari a p - q dove p e q sono le dimensioni di s.sp. maximali su cui g 
è definito rispettivamente positivo e negativo. 
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e tale numero apparterrà a { - n , - n + 2 , ... , n} (5). 

Si deve a Leray l'aver visto che tale segnatura gode della proprietà di anti­
simmetria. Se si considera un quarto piano lagrangiano p , trasverso a À. , 1..1. e v , 
si può scrivere la relazione: 

(1.3.6) sgn(À.,IJ.,V) = sgn(p , IJ.,v)+sgn(À.,p , v)+sgn(À.,IJ. , p) 

Questa è una formula che presenta delle analogie con formule coomologiche. 
Il problema è ora quello di vedere se esiste una funzione F antisimmetrica che dia 

(1.3.7) sgn(À.,IJ. , V) = F(À.,I.l. )+ F(IJ. , v)+F(v , À.) 

cioè sgn = d F, per cui la relazione di cui sopra è senz'altro verificata . Dopo avere 
introdotto qualche nozione di topologia, si vedrà che una tale funzione esiste ma 
non sulla Grassmanniana bensl sul suo ricoprimento universale e sarà l'indice di 
Maslov. 

II. STRUTTURA TOPOLOGICA DI Sp (n) E A (n) 

II.l Il modello complesso ed il gruppo unitario 

Si è visto che fra spazi simplettici di uguale dimensione esiste sempre un sim­
plectomorfismo. Ci limitiamo quindi allo studio di un esempio di spazio simplettko 
molto ricco: C' in cui è definito il prodotto Hermitiano. 

Vediamo qualche annotazione : siano x e y € cn 

x= (1) con xl € C J = l , ... , n 

Si definisce il prodotto Hermitiano: 
D -

(II. l. l ) (x,y) =l: xly1 

1=1 

(') Si può dimostrare che: 

À , Il , v p. lagr. m.t. a(À) = ).' 
a (Il) = Il' 
a(v)=v' 

).', IJ.', v' p. lagr. m.t. ~ 

a simpectomorfismo 
sgn (). , 1J. , v ) = sgn ().',Il', v') 

Quindi il gruppo simpl. non è triplamente transitivo; le terne di p.l.m.t. (piani lagrangiani 
mutuamente trasversi) hanno a meno di simplettomorfismi tante configurazioni quanti sono ì 
valori della segnatura. Tali valori sono al più n + l ma come si vedrà sono proprio n + l . 

lO 



Questa è una forma lineare rispetto alla 2• variabile e antilineare rispetto alla pri­

ma, in breve sesquilineare: (x , y } = ( y 1 x} . 
cn ha due strutture di spazio vettoriale su IR e su C , di dimensioni rispettiva­
mente 2n ed n. 

Dalla struttura Hermitiana si possono ricavare una struttura euclidea ed una 
simplettica. 

A tale scopo dividiamo in (II.l.l) la parte reale dalla parte immaginaria: 

(Il.1.2) (x,y } = g(x,y)+ia(x,y) 

g e a sono funzioni IR -bilineari e ( *) (x , i y } = i (x , y} . Sviluppando I e II 
membro della ( *) si ha 

(Il.1.3 ) g(x,iy) = -a(x,y); o(x,iy) = o(x,y) 

quindi da g si può dedurre a e viceversa. Si vede che g è simmetrica e positiva 
mentre a è antisimmetrica ed entrambe sono invertibili dalle (II.1.2), (Il.1.3) e l'in­
vertibilità del prodotto Hermitiano. 
CD riceve da g una struttura di spazio euclideo di dimensione 2n ; cn ha una strut­
tura di spazio vettoriale complesso e il gruppo che conserva tale struttura è 
GL (n , C). Inoltre cn riceve da a una struttura simplettica e il gruppo che la con­
serva è Sp (n) = { a e GL (C', IR) l ., (a x , a y ) =a (x, y)} . 

Infine cn ha una struttura Hermitiana, data da g e da a , e il gruppo che la 
conserva è il gruppo unitario: 

(II.1.4) U (n) = {aeGL(n,C) ! (ax,ay}- (x,y},Hx,yeCD} 

= {aeGL(n,C) !a-1 =a"* C(ar) = C(a)T} 

dove C è il coniugio complesso. 
Si consideri ora a e Sp (n) n GL (n , C) ovvero 

a (a x , a y ) = a (x , y ) a e GL (CD , IR) 

a (i x) = i a (x) e quindi a e GL (CD, C) = GL (n, C) 

Allora a conserva tutte le strutture ed a e U (n) . 

(1!.1..5') U(n) = GL(n,C)nSp(n) 

Inoltre U (n) c;;Sp (n) e perciò risulta anche U (n) un gruppo di Lie. Si può 
considerare l'algebra di Lie del gruppo; è costituita dalle matrici Z tali che: 

(II.1.6) - z = c<zr> 
11 



Infatti (exp t Zt 1 = C (exp t Z)1
. Per ogni t € IR allora 

exp (- t Z) 

-tZ 
-Z 

= exp (t (C Z)r) 

t c czr> 
C (Z 1

) 

= exp (t c (zr)) V t e IR 

Queste matrtcl si dicono antihermitiane e ci permettono di calcolare la di­
mensione del gruppo U (n) cioè n2

• Infatti la matrice Z ha n parametri reali 
sulla diagonale principale e n (n - 1)/2 parametri complessi in tutto quindi 
n + 2 n (n - l )/2 = n2 parametri reali . 

II.2 Rappresentazione unitaria della Grassmanniana 

Si può vedere ora che U (n) agisce transitivamente sulla Grassmanniana A (n), 
che è quindi uno spazio omogeneo di U (n) . 

Preso À. € A (n) esiste in À una base {adk~ t ..... n ortogonale rispetto a g : 
g (a; ' aJ) = aij ' a; € C" inoltre a (a; ' aj) = o essendo À piano lagrangiano, quindi 
si ha ( a;, al ) = g (a;, ai) = Ò;i. 

Perciò la matrice a = (at , az,· .. , an) è una matrice di U (n). In breve, con 
x1 e IR , 

(Il.2.1) x € À ~ x= x1 a; ~ x = a ( :: ) ~ x € a (IR") ; À =a ( IR ") 

Viceversa se a € U (n) e x , y € a ( IR ") cioè x = ax' e y = ay' con x', y' € IR " 

( x , y ) = (a x' , a y') = ( x' , y' ) € IR 

Essendo la a unitaria e x', y' reali. Da ciò a (x , y) = O quindi a ( IR ") è 
isotropo, ma essendo di dimensione n in uno spazio di dimensione 2n è lagran­
giano: À =a (IR"). In particolare se a= I allora À = IR " particolare piano Ia­
grangiano. 

Quindi 

(11.2.2) A {n) = {a{ IR ")}acU(n) 

Questo dimostra 'che U (n) agisce transitivamente su A (n) , allora 

A (n) +-+ U (n)/Stab ( IR") 

dove Stab(IR") ={a € U (n) l a(IR") = IR "} = U (n)nGL (n , IR ) =O (n) 

cioè l A(n) = U(n)/O(n) l 
A (n) è una varietà connessa compatta come lo è U (n). Nuovamente la dimensione 
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di A(n) è uguale alla dimensione di U(n) meno la dimensione di O(n) : 

dim A (n) = n2 _ n (n- l) . = n (n+ l) 

cioè 

2 2 

D'altra parte A (n) si può pensare immerso in U (n). Prese a, a' e U (n) 

). = a(IR") = a'(IR") <:::} a'- 1 a(IRn) = IR" = a-1 a'(IR") 

a- 1 a' e Stab (IR") = O (n) 

Questo si ha se e solo se a- 1 a' = C (a- 1 a') = C (a-1
) C (a') da cui 

a' C (a'-1
) = a C (a- 1

) ed essendo a , a' eU (n) : a' a•T = a dT . 

Quindi l'applicazione 

F:).---+ aaT E U(n) 

è ben definita ed iniettiva ed è l'immersione cercata. Si può dimostrare che l'imma­
gine di F è l'insieme delle matrici unitarie simmetriche. Per tale immersione si 
possono dimostrare 

(11.2.3) l x e ). <:::} x = F (À.) C (x) l 
dove C è l'operazione di coniugio complesso, 

(Il.2-4) l ). , À.' trasversi <:::} F (À.) - F (À' ) invertibile 

e per l'azione di a e U (n) su ). E A (n) si ha 

(Il.2 .5) 

Si è visto che U (n) c Sp (n), per lo studio delle proprietà topologiche di 
Sp (n) è utile la decomposizione di Cartan che riportiamo senza dimostrazione: 

x e Sp (n) <:::} x = a o exp (b o C) 

con a e U (n), b = bT, C coniugio complesso. Tale decomposizione è univoca e 
quindi la corrispondenza x---+ (a , b) dà un diffeomorfismo 

(Il.2.6) Sp (n) = U (n) X IRn<n+lJ 

Essendo U (n) e IR"<n+O connessi, Sp (n) è connesso. Per i gruppi di omotopia si ha 

n (Sp (n)) = n (U (n) X 1Rn<n+11) = n (U (n)) x n (IRn<n+O) 

in quanto spazi isomorfi hanno gruppi fondamentali isomorfi. 
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Allora essendo II ( IR.n<n+ 11) ::::: O perché IR n<n+ 11 è contraibile: 

(Il.2.7) f II (Sp (n) ::::: II (U (n)} 

1!.3 Richiami sui rivestimenti 

Per poter calcolare il gruppo fondamentale II (Sp (n)) occorrono nozioni di 
omotopia per i gruppi di Lie. Primo risultato interessante è che ogni gruppo di Lie 

""" p 
connesso G · ha· (come spazio· topologico) un rivestimento universale, G ~ G, che 
è possibile rendere (a--meno di isomorfismi ) gruppo in modo che la proiezione p 
sia un omomorfismo fra gruppi. 

""" r = Ker p è un sottogruppo normale chiuso e discreto di G , ed è contenuto 

- """ nel centro di G. Inoltre r ::::: II (G) , sicché ogni gruppo di Lie connesso ha un 
' """ gruppo fondamentale abeliano e G è una estensione centrale di G tramite il grup-

po di omotopia. 

""" Se r o è un sottogruppo di r , Go = G / r o risulta un rivestimento connesso 
di G (con la proiezione canonica Po) e in tal modo si possono ottenere tutti i rive­
stimenti connessi di G. 

Per esempio sia G = Sp (n) , si vedrà che II (Sp (n) ) ::::: Z e se r o = 2Z, cioè 

""" il sottogruppo di Z dei numeri pari, allora Go = G/ro è un rivestimento connesso 

""" di Sp (n) ed è detto gruppo metaplettico (_Weil). Si consideri ora un G che sia 

""" """ gruppo di Lie semplicemente connesso, sia Gt un sottogruppo di G , allora G / Gt 

""" """ è una varietà. Il gruppo fondamentale di G/ Gi , II (G/G,) , è isomorfo al gruppo 

""" de)Je cqroponenti connesse di G, e in particolare se G, è connesso, G/Gt è una 
varietà. _sem_plicemç!nt_e connessa. Nel caso di omomorfìsmo p fra gruppi di Lie 
G e G' connessi se il Ker p è un sottogruppo discreto di G , G risulta rivestimento 
di G' . . 

I1.4 Omotopia della /agrangiana 

Si consideri ora U (n), si vede che--il rivestimento universale è 

tn.4.o·· 
ponendo 

14_ 
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U (n) diviene un gruppo di Li e e la proiezione 

-"" 

(1!.4.2) 
p : U (n) -+ U (n} 

(a ,<y)-+ a 
;i"'.. -

è un morfismo, il cui nucleo {(I, 2 k 1t) h.z è un sottogruppo discretto di U (n). 
-"" 

Quindi per le proprietà viste precedentemente, (11.4.2 ) dà U (n) come rivestimento 
-"" 

di U (n). Perché U (n) sia un rivestimento universale di ~(n) resta da vedere 
che è semplicemente connesso. Si consideri l'applicazione 

- -"" 
F:SU(n) X IR-+ U(n) bESU(n)={bEU(n) j detb= l} 

(b , ~) -+ (b eìo;>, n cp} cp E IR 

- -"" 
Inoltre: F- 1 

: U (n) -+ SU (n ) X IR 

(a , q;) -+ (a e- io;~/n, cp/n) 

- - -"" 
è l'inversa di F. (N.B. F è un morfismo di gruppi). Quindi U (n) :::::: SU (n) X IR 
è semplicemente connesso in quanto SU (n) e IR lo sono· Allora 

-"" 
(11.4.3) p: U(n)-+ U(n) 

è un rivestimento universale e sfruttando le premesse topologiche segue che 

II (U (n)) :::::: Ker p = {(I , 2 k 1t) }hz :::::: Z 

e dalla (Il .2.7) si ha 

(Il.4.4) l II (Sp (n )) == Z l 
Analogamente per calcolare n (A (n)) si costruisce il rivestimento universale 

-"" 
A (n) diA(n) . 

La varietà 
-"" 

A (n)= { (À. ' 9) l À. E A (n)' a E IR ' À. =a ( IR") ' det (a a1
) = ei

8
} 

con la proiezione 
-"" 

p: A (n) -+ A (n) 

( À. ' 9) -+ À. 

-"" 
e con l'azione che ora definiremo, del sottogruppo discreto {P} di U (n) generato 

l~ 



da L = (I , 1t), diventa un rivestimento di A (n) . Si deve dimostrare inoltre che 
/'-

A (n) è semplicemente connesso. 
/"- /'-

L'azione di U (n) su A (n) si può sollevare ad un'azione di U (n) su A (n) con-
/'- /'-

siderate le coppie (a, cp) eU (n ) e (À. , 6) e A (n ), l'azione è definita 

(a, cp) [ (). , 6)] = (a (À.), w) 

Si ricordi che se ). = b ( IR ") , F (À) = b bT 

allora F (a (À.)) = a F (À.) aT e det F (a (À. )) = e1"' 

ma det (a (F (À.) aT) = det2 (a ) det F (À.) = ~1" • e;e = eH Zcp + B! = e1
w da cui si ha 

2 cp + e = w mod 2 1t . Poniamo pertanto 

Definizione: (a , cp) (À. , 6) = (a (À.), 2 cp + 6) 

In particolare per l'azione degli { U} si ha 

Lk (). , 6) =(l , 1t )k(). , 6) = (À. , 6 + 2k1t ) 
/"- /'-

L'azione di U (n ) è transitiva su A (n) e quindi 
/"- /'-

A (n) = U (n)/Stab ( IR " , O) 

ma aeStab ( IR ", O) implica a( IR") = IR" e 2 cp =O , ovvero a=C (a) e 
det a = e10 = l e matrici che verificano queste relazioni appartengono ad SO (n) 
e viceversa. Quindi 

l Mn) = 0n)/SO (n)X {O} l 
/'-u (n) è semplicemente connesso, SO (n ) X {O} , isomorfo ad SO {n), è connesso 

/'-

e chiuso, quindi A (n) è semplicemente connesso. Pertanto il gruppo di omotopia 
di A (n) è isomorfo al gruppo degli { L k} che è isomorfo a Z 

l II (A (n)) = Z l 

III. CALCOLO DELL'INDICE DI MASLOV ED APPLICAZION1 

Ill.l Esponenziale e logaritmo di una matrice. 

Sia a una matrice, n x n , si definisce 
.. a.._ 

(III-1.1) expa = l: --
k • O k! 
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il secondo membro converge ad una nuova matrice appartenente a GL (C0
). Se 

b è una matrice invertibile si può verificare che: 

(III.l.2) 
Il 

b exp (a) b- 1 = exp (ba b- 1 ) 

exp (C (a)) = C (exp (a)) 

exp (a1
) = (exp (aW 

exp (a*) (exp a)* 

La relazione caratteristica dell'esponenziale di matrice è: 

(III.l.3) exp (a + b) = exp (a)· exp (b) = exp (b)· exp (a) 

se ab = ba. Se si prendono a e b opposte, b = -a si ha expO =. I dunque si ha 

(Ill.1.4) exp (-a) = (exp (a))- 1 

Segue perciò che exp (a) € GL (n , C) , cioè sono tutte matrici invertibili. Se 
t € IR si ha: d/t exp (t a)= a exp (t a): exp (t a) è soluzione dell'equazione dif­
ferenziale d x/ d t = a x con x e cn . L'applicazione y : a...,. exp a con a valori in 
cn è una applicazione differenziale e analitica, reale se a ha elementi in IR . Questa 
applicazione non è iniettiva, infatti la matrice I corrisponde sia alla 

- ~ ~ J che [~ oj . , (o c10e exp 
o 2~ 

- 2 ~) (o = exp o o ~) = I 

Inoltre vale 

( III.l.5) det exp (a) = e1r ca l 

Per exp (a) esiste una funzione che è inversa a destra. Poniamo 

(lll·l.6) log a = (_~{sI- a}- 1 -{sI- 1}- 1) d s se IR 

se l'integrando esiste ed è definito per tutti i valori negativi, cioè spec (a) n IR - = f/J 

allora exp (a) è invertibile a destra 

(III.l.7) exp log (a) = a . 

Per esempio si calcoli log (i l) dalla (III.l.6) si ha 

.. o ( 1 1 ) [ · ]o log (i l) = j I . - d s = l Log s - t = 
, - oo S - l S - l S - l - oo 

dove Log è il valore principale del logaritmo complesso. 

Si può verificare anche <:he: 

log (ba b- 1
) = . b log (a) b- 1 

Il 
log (a1

) = (log a)1 

(Ill.1.8) 
log C (a) = C log (a) log (a- 1

) = - log (a) 

. ~ I t-
2 
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Se a è invertibile. Inoltre log (I+ a)= a- rr/2 + al/3 - ... serie che. con­
verge se lo spettro di a è interno al cerchio unitario. Si è visto che · A (n) si può 
identificare all'insieme delle matrici unitarie simmetriche: se À. € A (n), À. =a ( IR") 
e a € U (n), F (À.) = a aT ; per comodità porremo a aT = À.. Allora À. = ).T = 
= c (À. - l). 

Si osservi che se a € U (n) e z € Spec (a) con autovettore x (a x = z x , 
x =;t:. O si ha: 

{ax , ax) = {x,x) = zz{x, x ) 

ed essendo {x , x) =;t:. O , deve· essere ; z = l = l z 12 e z = e19 e che tutti i vaiori 
propri di a € U (n) sono sulla frontiera del cerchio unitario. Inoltre si ricordi che 
perché À., À.' € A (n) siano trasversi occorre e basta che À. - )! sia invertibile, 
ovvero che I - À.' À. - l sia inverti bile, che I - (-l )(-)..' ), - l) sia inverti bile e che 
-l f Spec(-À.'À.- 1

) cioè spettro (-À.'),-1
) n IR - ='/>.Allora l'esistenza di 

log (-À.' À. - l) equivale a dire che ), , )..' sono trasversi. 

Si vuole ora definire u~a funzione di due variabili nel rivestimento universale 
A AA 

A (n) di A (n) : indice di Maslov m (À., À.') . 

111.2 Definizione dell'indice di MASLOV 

A 
Si considerino À., )..' € A (n) trasversi, per sollevamento nel A (n) si trovano 

A 

(111.2.1) 
).. = { ).. , e } ' d et ()..) 

A 

À.' { À.' , a·} , de t ()..') 

Essendo À. e À.' trasversi esiste log ( - À.' ), - l) e sia uguale a b allora ex p (b) = 
= -À' ),- 1 per (IIJ.l .7) e per (II1.1.5) 

(111.2.2) det(exp(b)) = e1r<b) = ( -l)"detÀ.'/detÀ. = ( -l )"el!e- e·, 

Si può definire una funzione di due variabili nel rivestimento universale, detta 
l'indice di Maslov. 

AA 
m (À., ).') = 

e la (III.2.2) dà 

(III.2.4) 

l 

2~ 
[6 - 6' + i trlog ( - ).. )..' - 1)] 

e2h•m()c,l..'1 = (-l}" 

AA A A 
Se n è pari m (À. , )..') appartiene a 71. e se n è dispari m(), , À') appartiene a 
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71. + 1/2; per la (Ill.2.4 ) quindi m ( • , · ) è una funzione analitica continua a 
val~ri interi o seminteri e localmente costante mandando intorni conne~si i~ punti 
di 71. . 

, .. Dalla definizione dell'indice di Maslov e ricordando che log (a- 1) = - log (a) 
è immediata l'antisimmetria di m ( • , • ): 

l 
/'.. /'.. /'.. /'.. 

(III.2.5) m (À , ).') = -m (ì.', À) 

inoltre da U (À) = (ì,, 6 + 2 1t p) e L q (À') = (ì.', 6' + 2 1t q ) 

con p , q E 71. si ha 

(Ill.2·6) lm(U(ì:) , Lq {):')) = p-q +m(ì:,))) l 

Il gruppo simplettito 5 p (n) agisce su A (n) conservando la trasversalità tra 
/'.. 

piani lagrangiani. Sia Sp (n) il rivestimento universale di Sp (n). L 'azione del grup· 
po simplettico sulla grassmanniana si può sollevare ai rispettivi rivestimenti: 

/'.. /'.. 
a, 

/'.. 

Sp (n) XA (n) A (n) 

p l Proi~. 
~ 

Sp (n) X A (n) A (n) 
a, 

L 'azione az esiste in quanto 
/'.. /'.. /'.. /'.. 

ll (Sp(n) X A(n )) ll (Sp(n )) X ll(A (n)) = o 
e quindi sono rispettate le condizioni di un noto criterio di sollevamento di topo­
logia algebrica (6 ). 

/'.. /'.. 

Si consideri ora a E Sp (n), ). , ).' E A (n) che siano trasversi, a(),) , a (ì.') 
saranno trasversi si può dunque definire l'applicazione 

/'.. /'.. /'.. /'.. /'.. 

p : a ~ m (a (À) , a (ì.')) 
/'.. /'.. /'.. /'.. 

essendo a (À) e a ().') su a (À) e a (À' ). Tale applicazione è continua (m ( • , • ) è ana-

(6) Sia p : (X, Xo)--. (X, Xo) un rivestimento, (Y , y0) --. (X, x0 ) applic. continua e Y con­

nesso e localmente connesso per archi, esiste il sollevamento /: (Y , y.) --. (X ,;;;) (p o Ì =f) 
se e solo se /·(II (Y , Ya)) ç P· II (X , Xo) essendo f. , P· i morfismi indotti fra i gruppi di omo­
topia. 
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/". 

litica e l 'azione a2 continua) ed ha valori interi o seminteri; ma Sp (n) è connesso 
e quindi ~ risulta costante. 

/". /". 

In particolare ~ (a) = ~(I) quindi l'indice di Maslov è invariante per l'azione 
di Sp(n): 

(111.2.7) l m (a'~) '-;~')) /". /". 

m (ì, ' ),') 

111.3 La formula di Leray 

Per l'indice di Maslov vale una formula detta di Leray che lo collega alla 
segna tura: 

/". /". /". /". /". /". l 
(111.3.1 ) m (À. , IJ. ) + m (!J., v) + m (v, À.) 

2 
sgn (À. , IJ. , v ) 

/". /". /". /". 

dove À. , 1J. e v € A (n) rispettivamente su À. , 1J. e v € A (n ) trasversi a due a due. 

Cominciamo col verificare la (III.3.1) per una particolare scelta di À., IJ., v: 

À. { (x1 , ... , x" , O , .. . , O) }x'clR 
(111.3·2) IJ. = { (0 , ... , 0 1 y1 , • .. , y" ) } y'ElR 

V = {(z1
, .. ,, Z

0
, Wl 1 ••• , W")}zl; wiEJ R 

Per calcolare il secondo membro della (111.3.1 ) si considera il tensore g4,, 
l 

a111. avl. avi' 

gÀ!',:IJ. ~À.· ~V~IJ.· 

e la matrice rappresentativa di g4. è ottenuta per prodotto delle matrici associate 
a a,., , o- 1,). , 0',~, dopo aver fissato le basi canoniche et , . . . , en ; f t , ... , fn ; 
e t + f l ' ... , en + fn in À. ' IJ. e v . 

Per o,.;.. : 1J. ~ À.~ si considera la forma a,.~, ( 0 
) che agisce su vettori di À. definita 

, y 

( o,.;.. (y' f ;) ) ( : ) ( a,.~, ( ; ) ) (: ) = a ( (; ) , (: ) ) = 

= ~ _ xi y; = l _ yi e; • ] ( : ) 

da cui la matrice associata a o,.~, è - I . 

Analogamente si possono calcolare le matrici associate a a •• e o.,. che risultano 
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rispettivamente - I e I . La matrice G rappresentativa di g>"'v sarà G = 
= (- l )( - !)- 1 (T) = I quindi 

l 1 . l n 

l 
- sgn (À., !.l. , v) = - tr (l) = -
2 2 2 

(III.3.3) 

Per il calcolo del l o membro della ( III.3 .l) si ricorda che un piano lagrangiano 
ex , pensato in (C" (1), è rappresentato dalla matrice a a T con ex = a ( IR ") e a e U (n). 
Nel nostro caso si osserva che (8

) 

(III.3.4) . I+ i I 
À. = J ( IR"), !.l.= tl(IR") , v= (IR") v 2 

Pertanto le matrici che intervengono nell'indice di Maslov sono: 
À.=IF=I 
!.l. (i J)(i J)T 

v 
(/+il) 

v 2 

= i2 I = - I 
(l+ i l)T 

= v 2 

J2-J2+2il 
2 

Allora per la (III.2.3 ) 

= 
l 

21t 

AA AA AA 

m (À., !.l.) + m (l.l., v)+ m (v, À.) = 

{(9~- 9~) + (9~ - 9~) + (9~- 9~) + 

+ i[trlog( - À.!.l.- 1) + trlog( - !.l.v- 1) + trlog( - v ).- 1)]} 

= ii 

[trlogl + trlog (-il) + trlog (-il)] tr log (-i l) 
1t 

ma log(-i!) = (~ .. [(s i+ il) - 1
- (si- !)- 1

] ds =I [ Lg s + ~ jo= 
s- t _.., 

dove Lg è il valore principale del logaritmo complesso (che risulta discontinuo solo 
sul semiasse negativo delle x). Allora: 

A /'.. /'.. A A /'.. 

(III.3.5 ) m (À. , !.l.) +m (l.l., v)+ m (v, À.) 1t tr ( l ( -i ; ) ) = ; 

(') R'• è complessificato mediante (f) --+ x + iy . 

(' ) Il fattore '{ 2 fa sì che la matrice sia unitaria. 
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Resta perciò :verificata la formula di Leray, espressa dalla ( III.3 .l ), nel nostro caso 
particolare. Per il caso generale si considerano altre scelte particolari di terne di 
piani lagrangiani mutuamente trasversi (l.m.t.) che danno tutti i possibili valori 
della segnatura e per cui la verifica della (III.3.1) sarà analoga al caso particolare 
già visto. Inoltre ogni terna di piani l.m.t. si può portare con un simplettomorfismo 
in una delle terne particolari dato che due terne di piani l.m.t. hanno la stessa 
segnattlra se e solo se esiste un simplettomorfismo che porta una terna nell'altra. 
Allora la formula di Leray sarà sempre verificata data l'invarianza per simpletto­
morfismi della segnatura e dell'indice di Maslov. 

Si scelgano piani À. , lJ. , v , l.m.t. 

À. { (x1 
, . •. , x" , O , ... , O) }x•cJR 

(III.3.6) 
{ {0 , ... , O , y1 

, .•• , y") }y'e lR 

v = { (z1 
, •• • , z" , w1 

, ••• , w") l z1 = e1 w1 con 

e1 = l (i ~ p) e e1 = - l (i > p)} 

fissando via via p tra l e n si ottengono diversi v in corrispondenza dei quali si 
hanno n terne di piani l.m.t. 

Si consideri nuovamente il tensorc g4v : lJ. ~ À. • ~ v ~ lJ. • , si fissino le basi 
et , ... , en ; f, , ... , fn ; et + e1 f, , ... , Cn + e" fn , allora si possono calcolare le 
matrici fattore della matrice G : sono - I , -e , I dove e è la matrice diagonale 
costituita dagli ; 1 • Segue che G = c , allora per la formula di Leray si ha: 

(III.3.7) 
l 

- sgn (À., lJ., v) 
2 

Per il 1° membro della formula si ha: 

tr ( s) 

2 

À. = I ( IR"l , l-L= ii(IR"), v 

e per le matrici associate : 

2 p- n 

2 

I+ i c 

v 2 

À. = I JT = I, l-L = -I , v = i e 

Ripetendo il calcolo per gli indici di Maslov si ba: 

/'.. /'.. /'.. /'.. /'.. /'.. 

( IR ") 

m (À., l,~.)+ m (l,~., v ) + m (v, À.) tr log (-i e) 

ma 

log (-i s) = /~_[(sI+ i s )- 1 -(s I- I}-' ] ds = s (-i ; ) 
e quindi 
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(III.3.8) 

tr t (-i ; ) /'.. /'.. /'.. /'.. /'.. /'.. 

m (À., IJ.) + m (IJ. , v) + m (v , À.) tra 
2 'lt 

Dal confronto di (III.3 .7) e (III.3.8) si ha la formula di Leray. 

fli.4 Significato dell'indice di Maslov ed applicazioni 

La definizione qui proposta dell'indice di Maslov (differente per una costante 
da quella di Leray) si può collegare alla definizione originale di Maslov. 

Una varietà V , immersa in uno spazio vettoriale simplettico E , è detta lagran­
giana se il piano tangente in ogni suo punto è lagtangiano. Si può allora definire 
un'applicazione T che ad ogni punto x e V associa il piano T (x ) appartenente alla 
grassmanniana A (E) . 

oV~®A(EJ 
Secondo Maslov, fissando un piano particolare À.o e A (E) si definisce contorno 

apparente di V secondo la direzione À.o l'insieme degli x e V tali che T (x) sia 
non trasverso a À.o • 

L 'indice di Maslov originariamente era associato ad un arco F sulla varietà 
V e si può definire nuovamente a partire dalla m ( • , · ). Sia F : [ O, l]--+ V un arco 
di curva su V i cui estremi F (O) e F ( l ) non appartengono al con torno apparente 
di V secondo À.o . L'applicazione T o F : [O , l] --+A (E) si può sollevare su 

""-· /'.. /'.. /'.. 
T o F : [O , l ] --+ A (E) . Scelto À.o e A (E) sollevamento di À.o il numero 

(III.4.0) l k = m~, T~F ( l )) - m 6:o, T~F (0 )) l 
è un intero perché, se la dimensione n dei piani è pari, m ( • , · ) assume valori in 
7l. , se n è dispari assume valori solo in 7l. + '1 / 2 . Il numero k non dipende né 
dalla scelta del sollevamento di T o F , né da quello di À.o perché per (Ill.2.6) sce-

/'.. /'.. /'.. /'.. 

gliendo T o F = U (T o F') e À.'o = V ( À.o) si ha 
/'.. /'.. /'.. /'.. 

k' m (À.'o, T o F' (l))- m (À.'o - T o F' (0)) = 
,..... ,..... ,..... ,..... 

m (L' (À.o), U (T o F ( l )) - m (L' (À.o), U (T o F (0))) = 
,..... ""' ,..... ,..... 

- (s - r) + m (À.o, ToF {l ))- (s - r)- m ('ì..o,T oF (O)) 
,..... /'.. ,..... ,..... 

= m('ì..o,ToF(l))- m('ì..o , ToF(O)) = k · 
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k è l'indice di Maslov dell'arco F . Se l'arco F non incontra il contorno apparente 
/'.. 

di V secondo À.o allora la funzione t~ m (À.o , T o F (t )) è sempre definita continua 
e a valori discreti, quindi costante; per tale arco l'indice di Maslov sarà nullo. In 
altre parole, se l'indice di Maslov di un arco F è non nullo, tale arco incontra ne­
cessariamente il contorno apparente di V secondo À.o. Se l'arco in questione è un 

/'.. /'.. 

cappio si ha T o F ( l ) = . U (T o F (0)) dove k è l'indice del cappio, pertanto k 
rappresenta la classe di omotopia di T o F e non dipende da Ào • Come conseguenza 
un cappio il cui indice di Maslov è non nullo incontra il contorno apparente di V 
secondo qualsiasi Ào € A (E). 

Ad un problema variazionale sono associate equazioni differenziali del tipo: 

(III.4 .1) 
éJs éJs 

F(qt , qz, . . . , qn, -- , ... , --)=O 
a q. a qn 

dette equazioni di Jacobi del problema. Si trasporti il problema in IR 2" riscri­
vendo la (lll.4.1) in 

as 
(III.4.2) 

P1 = -- i = l , ... , n a q; 

F (q, , ... , q" , P• , .. . , Pn) = O 

L'equazione F (q1 , pt) = O rappresenta un'ipersuperficie Si di dimensione 

q; = q( 

2n - l m IR 2" che è coisotropa e le equazioni a s con s = s (q!) fissato, 
p;=--a q( 

i = l , . .. , n, rappresentano una varietà S che è lagrangiana, avendosi 

n 

Infatti se o ((q, p) , (q' , p' )) = l: (q1 p1' - p; q ;') è il prodotto simplettico 
1 ~ 1 

di IR 2", un generico piano tangente ad S è generato dai vettori tangenti ad S 

ottenuti per « derivazione » rispetto ai parametri {q;} , e si ha 
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a (o q i , ò qi) = l: ( - l • .ilL + l • ~) = O ; a qi a qj 

quindi ogni piano tangente ad S è isotropo, di dimensione n e quindi lagrangiano, 

segue che S è una varietà lagrangiana. 

Ricordando la complessificazione di IR 2n , (x , y) ~ x + i y, e la relazione 
g (u , i v) = -o (u , v) che lega il prodotto euclideo usuale e il prodotto sim­
plettico e indicando con T. (!9' ) il piano tangente ad fil in x , si ha 

v € Ort., (Tx (!9')) => i v € Ort8 (T, (Si)) e v l 1 i v 

e poiché dim T, (Si) = 2n - l 

v e T. (Si) 

quindi Ort~ (T, (fll))çT, (Si) , ovvero T. (fil) è coisotropo ed !9' è una varietà coi­
sotropa. Allora So = S n fil risulta una sottovarietà lagrangiana di fJ associata alla 
soluzione s del sistema (111.4.2). Viceversa ad una sottovarietà lagrangiana So di 
fJf si può associare una soluzione s del sistema (III.4.2) 

Osservando che dim Ort7 (T, (fft)) = dim Ortg (T. (Si )) = l l'applicazione 
ljJ : x ~ Ort., (T. (ff')) risulta una l-distribuzione su fft associando ad ogni punto 
x € Si un sottospazio vettoriale di dimensione l dello spazio tangente T, {Si). Se 
x € So, Orr., (T. (So)) 2 Ort,. (T. (Si)) sicché ljJ risulta una l-distribuzione su So . 
Poiché ogni l-distribuzione è involutoria, cioè se x , y € ljJ (x)=> [ x , y ] € ljJ (x) , 
per il teorema di Frobenius la l -distribuzione è globalmenti! integrabile e le curve 
integrali dette caratteristiche rigano sia la Si che la So . 

La varietà So associata alla soluzione s come è stato visto è lagrangiana e si 
può quindi definire l'applicazione 

T: So ~ A (n) 

:x ~ T. (So) 

se So è semplicemente connessa l'applicazione T si può sollevare all'applicazione 
/'.. /'.. 

T: So~ A(n) 

/'.. /'.. 

fissato À.o € A (n) e un suo sollevamento À.o E A (n) , si definisce la funzione 
/'.. /'.. 

l : x~ m (T (x) , À.o). 

La funzione l ha valori interi o semiinteri. 

Secondo la definizione data per m ( • , · ) , la l non è definita nei punti x in 
cui il piano T (x) non risulta trasverso a À.o , tali punti corrispondono al contorno 
apparente di So secondo À.o e sono detti anche di « caustiques ». Se la funzione l 
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ha valori diversi in due punti x e x' , allora ogni arco che li congiunge deve incon­
trare alcune « caustiques ». 

IV. GRUPPO DINAMICO 

IV.l Richiami su derivazione esterna e simplettomorfismi 

Si consideri una varietà simplettica V , che può essere pensata come una 
vctrietà su cui è definita una 2-forma a con opportune proprietà. Le proprietà sono 
le seguenti: 

pari. 

l) la forma o è inverti bile per ogni punto v € V sul quale la si consideri. 

2) esistono delle coordinate locali in cui le componentia.~ di a sono costanti. 

Conseguenza dell'invertibilità della a è che la dimensione della varietà V è 

Esiste un teorema, teorema di Darboux, per cui la proprietà 2) è verificata se 
e solo se 

(IV.l.l) v, = o 
L'operazione V è il differenziale esterno ed è tale che ad una forma diffe­

renziale di grado p associa una forma differenziale di grado p + l . 
Allora se si ~pplica il differenziale esterno ad una O-forma s si ha l'usuale ope-

razione di derivazione. 

Per le componenti si ha: [V s ]. = a. s . 

Considerando una l -forma w, si ha : [V w].!!= a. w~ - a~ w •. 

Considerando una 2-forma a l si ha: [Va ].,T = a. ah + a~ OT" + aT o.~ . 
Se l'operazione di differenziazione è operata 2 volte si ottiene la forma nulla 

VVw =O 

Allora il teorema di Poincaré asserisce che se è valida la (IV .l. l ) esiste sem­
pre localmente una l -forma w tale che 

o= Vw 

Si considerino ora due varietà V e V' e un diffeomorfismo a : V-+ V' , se 
(V , o) è una varietà simplettica allora tramite il diffeomorfismo a si può dotare 
V' della struttura simplettica in modo che a diventa un simplettomorfismo: 

p e V x , y e T p (V) 
Op (x , y) = o' p· (x', y') dove 

p' = a (p) x' = a*(x) y' = a· (y ) 
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Se V = V', un diffeomorfismo a di V in sé stessa verificante 

a(x,y) = a (a·(x ), a·(y)) 

è detto un simplettomorfismo di V . L 'insieme dei simplettomorfismi di una varietà 
V forma un gruppo con l'usuale composizione e si indica Simpl (V). Simpl (V) è 
l'analogo del gruppo delle isometrie di una varietà Riemanniana ed ha dimensione 
infinita. 

_Se F è un campo di vettori di una varietà V , x = x (t) è una curva integrale 

di F, per ogni suo punto x si ha ~ = F (x) 
d t 

e la soluzione di questa equazione differenziale passante per xo si indica x = 
= exp (t F) (xo). 

Tale soluzione esiste sempre ed è unica localmente se F è dilierenziabile e la 
varietà separata. Se le soluzioni possono essere prolungate su tutta la varietà, 
ovvero exp (t f) (xo) esiste per ogni t e per ogni x0 , il campo F si dice completo. 

Ponendo 
a, = exp (t f) 

si verifica che a, o a,. = a,.,. ,per ogni t e t ' ; quindi a, è un gruppo ad un para­
metro di dilieomorfismi. 

Se V è una varietà simplettica, F completo, ci domandiamo se a, = exp (t F) 
rappresenta simplettomorfismi per ogni t . Il campo F viene allora detto simplelto­
morfismo infinitesimale. 

C.N.E.S. affinché F sia un simplettomorfismo infinitesimale è che 

(IV.l.2) V (-; (F (x))} = O 

Allora, ricordando il teorema di Poincaré, localmente esisterà una funzione h 
tale che 

(IV.l.3) a (F (x)) = - V h 

ovvero tramite le componenti :J.,~ F" = - a, h. 

Essendo a invertibile la (IV.l.3) si può riscrivere 

(lV.l.4) 

D'altra parte se h è una O-forma a supporto compatto la (IV.l.4) definisce 
un campo di vettori completo e quindi un simplettomorfismo infinitesimale. 

IV.2 Azione di un gruppo di Lie su una varietà e azione aggiunta 

Si. dice che un gruppo di Lie G agisce su una varietà V se: 
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l) esiste un morfismo di gruppi G _,. { Diff. (V)} 

essendo Diff. (V) il gruppo dei dilleomorfismi di V. 

2) la seguente applicazione sia differenziabile 

(IV.2.1) ~ : G x V _.. V 

(a, x) _,. a,. (x) 

L'insieme xoG = {x € V l x = a,. (x0 ) , a € G , xo € V} è chiamata orbita di 
xo . Le orbite formano una partizione di V . G .. = { g € G l g, (xo) = Xo} è un sot· 
togruppo chiuso di G , detto stabilizzatore di xo o gruppo di isotropia di xo . Inol­
tre ogni orbita xoG è una sottovarietà di V che risulta diffeomorfa alla varietà 
quoziente G/ G ••. Se x0 , x '0 € x0G, G,. e G •. • sono coniugati in G. 

L 'azione di un gruppo di Lie si può considerare da un punto di vista infinitesi­
male, dando un'applicazione dell'algebra di Lie G eli G all'insieme dei campi di 
vettori S:. (V). Sia a (t) una curva in G che ha Z € G come vettore tangente nel 
suo punto e (elemento neutro eli G ), a (t)v (xo) sarà una curva in G per xo e il vet­
tore tangente in Xo si indica Zv (xo) (9

); Zv (xo) varia differenzialmente con xo . 

In formula 

(IV.2.2) a [ a (t )v (xo) l = Zv (xo) 
Xo fissato 
a (0) =e 
aa(I) =Z 

~ioè l 'applicazione che per Z € G fa corrispondere Zv € S:. (V} . 
Zv (xo) è un vettore tangente all'orbita x0G , e così si possono ottenere tutti 

i vettori tangenti a tale orbita. Inoltre si può calcolare la dimensione dell'orbita e 
di conseguenza la dimensione dello stabilizzatore. Si può ora dare una generaliz­
zazione dell 'esponenziale per un qualunque gruppo di Lie, più precisamente essa 
sarà l'applicazione(*) exp : G _,. G caratterizzata da 

(IV.2.3) exp (Z)v = exp (Zv) 

per ogni Z € G , per ogni varietà V e per ogni azione di G su V . Si può dimo­
strare che il campo Zv è sempre completo, pertanto esiste globalmente la soluzione 
unica, exp (t Zv) (x), dell 'equazione differenziale d x/d t = Zv (x) e il secondo 
membro della (IV.2 .3) fornisce la soluzione calcolata per t = l che al variare di 
x è un diffeomorfismo di V come il primo membro. 

Si definisce la funzione exp indipendentemente dall'azione di G su una va-

(
9

) Si deve ricordare che l'algebra di Lic C può essere considerata come lo spazio tangente 
in eeG: T.(G). Allora fissato un Xo e V, si consideri a: G X {xa }--+ V restrizione della 
a in (1V.2.1); a(G x Xo) è l'orbita di Xc. L'applicazione indotta a:· : T,(G) -+T •• (V) è tale 
che Zv(xo) = a •(Z ), per ogni Z € T.(G) =C . 
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rietà. Un elemento Z € G è un campo di vettori di G invariante a sinistra per cui 
è completo ed individua quindi globalmente exp (t Z) (a) . 

Si ponga exp(Z) = exp(l Z)(e) e si dimostra la (IV.2.3): la curva integrale 
passante per x del campo di vettori Zv (x) è l'immagine in V , secondo l'azione 
di G su V, della curva integrale per e del campo di vettori Z; ovvero exp (t Zv) x 
è l'immagine, secondo l'azione di G su V , di exp (t Z) e e in formula 

cpert=l 

ovvero 

exp (t Zv) x exp (t Z) ev x 

exp (Zv) x = exp (Z) ev x 

exp{Zv) = exp(Z)ev = exp{Z)v 

D'altra parte si può vedere che la definizione di exp che è stata data è l'unica 
possibile perché sia valida sempre la (IV.2.3 ): basta considerare il caso speciale 
di G che agisce su se stesso per moltiplicazione. 

Esempio: si consideri G = GL (n, IR ") e V = IR " (l'azione di G su V è il 
prodotto di una matrice a € G per un vettore x € IR "). L'algebra di Lie G di G 
è costituita da tutte le matrici invertibili e no, cioè L (IR", IR"), allora (*)è l'ap­
plicazione exp : L ( IR" , IR ") ~ GL (n , IR ) e risulta proprio l'esponenziale di una 
matrice già definito. 

Sia F un morfismo fra gruppi di Lie, F: G ~ G', e G' agente su V , allora 
G agisce su V tramite F : 

av = F (a)v 

Sia <p la derivata di F calcolata in e € G allora per Z € G si ha F (exp (Z)) = 
= ex p ( 9 (Z)) . 

Esempio: sia G = GL (n , IR ) e G' = IR - {O} con ( · ), F = determinante, 
allora Cfi = traccia, cioè det (exp (Z)) = exp (traccia (Z)). 

Caso di particolare interesse è quello in cui G = G' ed F è il coniugio secondo 
b € G , cioè per a € G, F (a)= b.a.b- 1, allora <p: Te (G)~ Te (G) è in L (G, G), 
dipende da b e si indica con be , cioè l'azione di b € G sull 'algebra di Lie G che 
è individuata dall'automorfismo interno. 

L'azione b ~be ('0) si chiama azione aggiunta, ma anzi essendo lineare è detta 
anche rappresentazione aggiunta. 

Si vuole ora considerare l'azione infinitesimale indotta dall'azione aggiÙnta, 
che ad un Z € G associa un campo di vettori Ze appartenente a !E (G) , precisa­
mente si pone 

(!V.2.4) - Ze = ad (Z) 

('
0

) L'azione aggiunta è considerata sull'algebra di Lie C che è una varierà in quanto spa­
zio vettoriale. 
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Il campo le risulta anche lineare, dato che si ha 

(IV.2.5) - l e (l') = [l, l'] 

per ogni l' € G . 
La (IV.2.5) si può assumere come definizione di bracket e in quanto tale veri­

fica le proprietà di bilinearità, antisimmetria e l'identità di Jacobi. Si ricorda ora 
la forma di Killing: ad (l) è un 'applicazione lineare dell'algebra di Lie in se stessa, 
si può calcolare la traccia del quadrato: 

Tr [ ad (l)2
] = forma quadratica di Killing 

Se tale forma è invertibile, G è semisemplice; assumendo G connesso , G è 
compatto se e solo se la forma di Killing è definita negativa. 

IV.3 Rappresentazione coaggiunta di G 

La rappresentazione coaggiunta di G va definita su c·, per ogni p. € c· 
si pone: 

(IV.3.2 ) ac· (Il) = Il • ac- 1 

dove la scelta di ac- 1 è opportuna per fare sl che la rappresentazione a~ ac· 

(IV.3.2 ) G ~ L (G. , c·) 
sia un morfismo di gruppi, anziché un antimorfismo. All'azione coaggiunta è asso­
ciata una azione coaggiunta in/initesimale e per l € G e Il € c· risulta 

(IV.3.3) le· (~J,) = Il • ad (Z) 

IV.4 Gruppo dinamico su una varietà simplettica 

Si applichi quanto visto fino ad ora alle varietà simplettkhe. Sia V una va­
rietà simplettica, G un gruppo di Lie, si dice che G ha una azione simplettica su V 
se av è un simplettomorfismo per ogni a € G e G è detto gruppo dinamico su V . 

In tale caso per ogni l € G il campo lv risulta per definizione un simpletto­
morfìsmo infinitesimale e quindi applicando la (IV.1.2 ) si ha 

V ['J (lv (x))] = O 

e per il teorema di Poincaré localmente si può scrivere 

(IV.4.1) a [lv (x) ] = - V h 

con h campo scalare. Se il campo scalare è globalmente definito (per esempio se 
la varietà è semplicemente connessa) la (IV.4 .1) è valida globalmente. Si noti che 
h è determinato a meno di una costante. 
Tuttavia si possono scegliere tali costanti in modo tale che h dipenda linearmente 
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da Z : basta fissare una base z; , i = l , . . . , n , nell~algebra di Lie ed associare a 
questi vettori ben determinate h; . Si ponga h = !J.x( Z ) con !J.A e G*, e determi­
nata a meno di una costante. La (IV.4.1) diventa 

(IV.4.2 ) O [ Zv (x )] = - V [IJ.x (Z )] 'VxeV , 'VZeG . 

il campo ljJ : x~ IJ.x è differenziale e a valori in G* e' si chima momento del gruppo 
dinamico. 

IV.5 Coomologia del gtuppo dinamico 

Sia G un gruppo dinamico sulla varietà V che ha ljJ come momento, in gene­
rale le azioni ljJ o av e ac· o ljJ di G su G * sono diverse: differiscono per una fun­
zione a di a e G : 

(IV.5.1 ) a (a) = ljJ (av (x)) - ac· (ljl (x)) . 

L'applicazione a non dipende da x ed è differenziabile : a : G ~ G* . L'appli­
cazione definita in (IV .5.1) verifica 

(IV.5.2) a (a b) = a (a) + a c· (a (b)) 

infatti sfruttando la (IV.5.1) e l'indipendenza d i a da x , si ha, ponendo bv (x ) = x ' 

a (a b) = ljJ (avo bv (x)) - ac· be· (ljl (x )} 
e 

a (b ) = ljJ (bv (x )) - be· (ljl (x )) 

allora ricavando be· (ljl (x)) 

a (a b) = ljJ (av o bv (x))- ac· [ljl (bv.(x)) - a (b )] 

ljJ (av o bv (x)) - ac· (ljl ( bv (x ))) + ac·. (a (b )) = 

= ljJ (av (x'))- ac· (ljl (x'))+ ac• (a (b )) = 
a (a)+ ac· (a (b)) . 

, Per d~fìnizione le applicazioni a :, G ~ G* che soddisfano la (IV.5.2 ) per 

ogni a, b e G si dicono cocicli di G . Si può dare una struttura di spazio vettorial~ 
all'insieme delle applicazioni a : G ~ G * e i cocicli formano un sottospazio. 

Si ricordi che il momento ljJ è definito a meno di una costan'te, si vu~le ora 
vedere come varia a (a) se si cambia ljJ (x) con ljl' (x) = ljJ (x ) - 1J.o . · 

a· (a) ljl' (av (x ))- ac· (ljJ' (x )) = 

ljJ (av (x) ) - 1J.o - ac· (ljl (x)'- IJ.o) -

= ljJ (av (x))- 1J.o - ac· ·(ljl ·(x)) + ac· (IJ.o} = 
a (a) + (ac;· (v-o) - !J.o) 
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(IV.5.3) e' (a) - e (a) = (aG· (J..t.o) - J..t.o) = cobordo di J..1.o 

I cobordi sono particolari cocicli e l'insieme dei cobordi è un sottospazio vet­
toriale dello spazio dei cocidi. Lo spazio quoziente cocicli/cobordi è detto spazio di 
coomologia simplettica del gruppo. 

In definitiva ad ogni sistema dinamico dotato di momento si può dare una 
classe di coomologia. 

Esempio: il gruppo di Galileo ha uno spazio di coomologia di dimensione l 
e quindi ogni momento dipende sostanzialmente da un parametro che è la massa. 

Nel caso in cui l'azione dinamica sia a coomologia nulla vale la seguente iden-
tità 

O [Zv (x), Z'v (x)] = l-Lx [Z , Z' ] lr/ x € V , lr/ Z , Z' € G . 

Considerando una varietà V , ci si pone il problema di vedere su quale sottO· 
varietà G opera simpletticamente. 

Il problema è stato risolto, almeno in parte> da Kirillov. 
Sia V = c· . Per ogni cociclo e , l'azione e-coaggiunta di G in c· è definita : 

(IV.5.4) 

Se e = O si ha l'azione coaggiunta. 

Proposizione: Se e è tale che e (e): G ~c· è una 2-forma di G, allora 

l) ogni orbita dell'azione e-coaggiunta è una sottovarietà di c· ; 
2) su tali orbite si può definire una struttura simplettica; 

3) G agisce dinamicamente su 1-1-Ge l che è l'orbita di Il secondo l'azione e. 
coaggiunta. 

È da notare che Se e e e' SOnO COOmoJoghe, le rispettive Orbite IJ.Ge e IJ.G i • 

differiscono in c· per una traslazione ed hanno anche la stessa struttura simplettica. 
In particolare se la coomologia simplettica è nulla, cioè ogni cociclo è un cobordo, 
allora· basta studiare le orbite per a = O , cioè l'orbita dell'azione coaggiunta defi­
nita in (IV.3.1), essendo tutte le altre orbite possibili simplettomorfe. Si vuole 
ora invertire quanto visto nella proposizione precedente: 

Proposizione: Sia G un gruppo dinamico connesso su una varietà simplettica 
v ' Il il momento e e il cociclo associato a Il ' allora 

l ) ljJ : x~~. applica V tn U dove U è l'orbita e-coaggiunta e dim V = 
= dim U . 

2) Se G 11 , stabilizzatore di l.l secondo l 'azione e-coaggiunta, è connesso, 
allora ljJ è un simplettomorfismo 

\jJ : V ~ U = ~G8 
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V. IDEE SULLA PREQUANTIFICAZIONE 

Prima di parlare di varietà quantiche, occorre dare qualche definizione: sia Y 
una varietà,;;; :;t; O una l-forma ivi definita, o= V~. Ker ~ = { veY l ~(v) = O} 
tale che Ker w forma un iperpiano di dimensione 2n. 

Definizione: Se le relazioni: dim (Ker -::1) = l 

(V.l) dim(KerwnKero) = o 
sono verificate, si dice che ~ dà una struttura di contatto alla varietà Y di dimen­
sione dispari. 

La forma o è di rango dispari ed è non invertibile mentre risulta o l Kerw inver­
tibile. 

Si consideri ora un toro T 1 = 51 (gruppo di Lie) che agisca su y . Se le linee 
d! forza determinate snno delle linee chiuse si può calcolare per ç E Y 

(V.2) 1 ~_!!_L d s 
ds 

Il valore dell'integrale (V.2) è costante se Y è connesso. 

Definizione: si dice varietà quantica, una varietà che abbia una struttura di 

contatto e tale che 1 w !!j_ d s = 2 '7t • 
ds 

Si vuole ora precisare quanto detto: sia ç un punto di Y e i(!;) E T~ (Y) tale 

che o (i(!;))= O e w (i(!;))= l . L'equazione!{!_ =i(!;) è risolta in ç = exp (t i)l;o 
d t 

allora exp (2 '7t i) !;o = !;o se la varietà è quantica. E quindi l'azione (t , !;o) -+ 
-+ exp (t i) !;o dà l'azione di T1 sulla varietà, ovvero (Z, !;) -+ exp (q; i) ç con Z = 
= eitp € T1 • 

Siano y e Y' due varietà quantiche con l -forme w ed w' . sia IX : y -+ Y' un 
diffeomorfismo; si dice che IX è un quantomorfismo se l'immagine tramite :x di ~ 
è la forma w' : 
ed anche 

f;' =IX (!; ) => w'(Òf;') = tù (Òf;) cç• = IX"(of;) 

IX (Zy (!;)) = Zy· (IX (ç )) 

dove ò ç e ò !;' indicano vettori rispettivamente di T~ (Y) e T;· (Y' ). 

Dunque i quantomorfismi sono isomorfismi delle strutture quanùche. I quan­
tomorfismi formano un gruppo che si indica Quant (Y ). Dalle definizioni risulta 
che T 1 agisce su una varietà quantica per quantomorfismi, ovvero per una varietà 
quantica Y esiste un morfismo di gruppi :. T1 -+ Q~ant (Y). 
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L'immagine di T1 è contenuta in Quant (Y) e ne risulta il centro. Se si consi­
dera la varietà quoziente Y /T1 = U si ha una varietà simplettica, detta varietà di 
base, su cui è anche definita la 2-forma o ; infatti se p : y--+ u. tale che p o;> = 
= x per ç variabile sulla sua linea di forza, si ha o (01 ç, 02 ç) = a (01 x, 02 x) per 
o1 ç , o2 ç e T~ (Y) e o1 x , ~ x le rispettive proiezione. È da notare che la l-forma 
w non è definita su U. Viceversa se U è una varietà simplettica ci si chiede se 
esiste una varietà quantica Y la cui varietà di base sia simplettomorf~ ad U : si 
parla in tal caso di quantificazione della varietà simplettica U . In generale sono 
posibili quantificazioni « diverse » per una stessa varietà simplettica. 

Se Y ed Y' quantificano rispettivamente due varietà simplettiche U ed U' , si 

dimostra che il quantomorfismo ex, a : Y--+ Y' , discende su U ed U' in a e risulta 

un simplettomorfismo a : U--+ U' . 

Se U = U' ed ex è tale che a = h: , si dice che le quantificazioni (Y, p) ed 
(Y' , p') sono equivalenti. 

Alcuni risultati di notevole importanza: 

Applicando alle varietà quantiche la teoria della omologia si. ha che: 
se U è una varietà quantificabile, U possiede tante quantificazioni non equivalenti 
quanti sono i caratteri distinti ( irriducibili ) del gruppo di omotopia di (J . Ne di­
scende che se U è una varietà quantificabile e semplicemente connessa allora è 
monoquantifìcabile. Se il gruppo di omotopia è il gruppo simmetrico, vi sono solo 
2 quantificazioni non equivalenti perché vi sono solo 2 caratteri distinti (irriduci­
bili) nel gruppo di omotopia; nei sistemi di particelle elementari sono dette quanti­
fìcazioni di Base-Einstein e Fermi-Dirac. 

Sia ora (Y , p) una quantificazione di una varietà simplettica U , G un gruppo 
di Lie che operi su Y per quantomorfismi, G risulta un gruppo dinamico su Y. 

Allora· se un gruppo dinamico di una varietà simplettica è quantificabile, la 
sua coomologia simplettica è nulla. 
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