GROUPES DIFFERENTIELS

J.M.SOURIAU

Université de Provence
Centre de Physique théorique, CNRS, Marseille

Adresse postale Centre de Physique théorique
CNRS - LUMINY - CASE 907
F - 13288 MARSEILLE CEDEX 2 (France)



92

Ce travail fait partie d'une tentative de formalisation de la
mécanique guantigue; mais il est rédigé sous forme mathématique

autonome.

L'axiomatique des "difféologies" (§1) définit la catégorie des

groupes différentiels ; catégorie suffisamment vaste pour contenir,

par exemple, ious ls groupes de difféomorphismes; cependant les
groupes différentiels conservent la plupart des propriétés élé-

mentaires des groupes de Lie, que nous passons en revues

B Topologie ( § 4 ): un groupe différentiel est canoniguement un groupe
topologique; la structure topologique est construite par des méthodes
d'annlyse harmonique, exposées au § 3, et qui seront utilisées systé-
matiquement aux §§ 5,6.

| | Horotopie (§2) : on définit directement les revBtements des groupes

différentiels; tout groupe différentiel connexe possdéde un rev@iement

universel, donc un groupe d'homotopie, gui sont construits explicite-

ment.

-A.nalvse infinitésimale (§ 5 ) tout groupe différentiel G pos—

séde un espace tangent g; , gui est canoniquement un espace vectoriel
topologigue localement convexe, et sur lequel agit la représenteation
adjointe; on peut définir le crochet de Lie de deux vecteurs tangenis,

et extraire de g; une algdbre de Lie G,+ On définit corrélativement
-

! M
un espace cotangent % (partie séparante du dual g ), et la représen—

tation coadjointe.

MR Enfin certains vecteurs de g {les vecteurs complets ) possédent une
exponentielle dans le groupe; cette opération comserve guelgues pro-

priétés caractéristicues ( § 6). W}

Le présent exposé est destiné & monirer 1'existence d'une telle théorie;

nous n'abordons ici aucune application.
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:  NOTATIONS

F,G étant des applications guelcongues, l'ensemble de définition
de F sera noté def(F) ; son ensemble de valeurs in(F)
nous noterons << 1la relation d'ordre du grolongement:i def(F)

Cdef(@) 5 =xedef(F) 2> 6(x) = F(x){. Toute famille Ffl qui

est compatible %Vxe def(Fj)n def(Fk) Fj(x) = Fk(x)u} admet

une borne supérieure pow la relation< {le plus petit prolongement

commun des Fj } qui sera noté sup(Fj).

Les variétés que nous renconirerons seront de dimension finie, de
classe Coo y séparées, X et Y étant deux variétés, CM(X,Y)
désigne la classe des applications (infiniment) différentiables

de X dans Y ; nous noterons D(X,Y) l'ensemble des applications
infiniment différentiables d'un ouvert de X dans Y . Dans cette
notation X ou Y pourront en particulier ®ire des espaces numéri-

ques .

En général , nous noterons X une loi de groupe , e 1'élément

neutre., Nous appellerons morphisme de groupe d_: :Gag* toute

application d'un groupe G dans un groupe G' vérifiant

Pl gx5,) =Ple))xPle,)  Vepus, €0

: DIFFECDLOGIES ET GROUPES DIFFERENTIELS

Définitions

Soit & ,Xx un groupe.

Nous appellerons difféologie de G le choix, ¥ n€ M, d'un en-
semble D( ]Rn,G’-) s dont les éléments sont des applications d'un

ouvert de R dans G, si les 5 axiomes suivants sont vérifiés:

a) Toute application constante T'->G appartient 3 D(JR%,G).

b) St ?jen( r,q , "5‘: compatibles { voir (0.1) ), sup('?j)e
o ®%,6) .

Ve o(w, @), Vaen(r*, ¥, %F.0 € 2(F,0).

aVF € p( B®,0) [_r H‘\"(r)‘lle p( B, G).
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o) YTen( B, c), ¥ € 0 m“':G}[(r,r')r”F(r)ﬁ' (=1 )en(E" )

Une difféologie D' de G sera dite plus fine gque D si elle
a moins d'éléments : Vn , D'(®%c) C D(®YG) (nous ver—

rons ci-dessous que la topologie associée est aussi plus fine).
Si des ?j sont des applications quelconoues d'ouverts de bi; g
dans un groupe G , la difféologie la plus fine contenant les ‘:Fj

exigte, et sera dite engendrée par les"Fj; en particulier, la

difféologie la vlus fine de G est la difféologie discréte :

les éléments F de D( ]Rn,G) sont alors les applications loca—
lement constantes ( ¥ ne prend gu'une valeur sur chague composan-
te connexe de l'ouvert def(% ) ).

Nous appellerons groupe différentiel un groupe G muni d'une

difféologie. Les applications appartenant & 1'un des D( ®”,6)

seront alors dites différentiables.

FExemples de groupes différentiels.

Soit G un groupe de Lie réels i

et G étant considérés com—
me variétés, nous pouvons définir D(TR",G) par la régle (0.2);
les axiomes (1.1) des groupes différentiels sont satisfaits : fout

groupe de Lie est un groupe différentiel.

Soit X une variété ; l'ensemble des difféomorphismes de X ,
sous-groupe du groupe X! des permutations.de X :

aiff(x) =S( ge xt [/ g et g‘len(x,x)}

devient un groupe différentiel si on note D(IR®, diff(X) ) 1l'en-
semble des applications ¥ ( im(TF ) € aiff(X) ) telles que

[En s T@@]en®xx, x)

[la vérification de 1'axiome (1.1 d) utilise le théoréme de dif-

férentiabilité des solutions d'équations implicites dépendant de

paramétres ] .

Morphismes de groupes différentiels.

Soient G et G' deux groupes différentiels; ¢ un morphisme
de groupe G -»¢' (0.3).



(1.8)
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Nous dirons gue @ est un morphisme de groupe différentiel
(en abrégé  D-morphisme ) si

Fe o = P.Fe n(we)

Exemple: si G est un groupe de Lie, X une variétié, un
Dmorphisme G-»diff(X) est ce qu'on appelle une aciion diffé-

rentiable de G sur X.

I1 est clair gue les D-morphismes se composent, constituant les

fléches de la catégorie des pgroupes différentiels .

En particulier, un D—isomorphisme @:G-—)G’ est un isomorphisme
de groupe tel que P et CP'—I soient des D-morphismes.

Exemple: Tout automorphisme intérieur

1

g +>» axgxa (2 choisi dans @)

d'un groupe différentiel esi un D—automorphisme (conséquence fam

cile des axiomes (1.1) ).

Produit direct

Si (11 et G2 sont des groupes différentiels, on munit le pro-

duit direct G= Gl)((}2 de la difféologie la moins fine pour laguel-

les les projections canoniques il H G»Gi et i2 G- 82 soient
des D-morphismes. Explicitement, ¥ € D(R",6) ssi 1, 3

et T  appartiennent & D{ IRn,Gl) et D(R", Gy).

i,
Soug-groupes

Seit G un sous—groupe d'un groupe différeniiel &',

On définit sur ® une difféologie ( difféologie induite ) en

posant
[Fenwa| <> [ Fexmon o mTrce]

clest la difféologie la moins fine pour laguelle l'injection cano—

nigue &->G' soit un D-morphisme.
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Exemple : tout groupe de difféomorphismes est canoniguement un

groupe différentiel , comme sous—groupe d'un groupe différentiel
diff(x) (voir (1.6)).

Si @ est un sous—groupe d'un groupe différentiel G', et si

k appartient au normalisateur de G dans G', 1l'application
gr> kxgxk © ]'_ge G)

est un D-automorphisme de G (muni de sa difféologie induite).

Quotients

Soit G un groupe différentiel, H un sous—groupe invariant;
notons @' le groupe quotient G/H . @ le morphisme canonigue
G—>a.

Nous munirons G' de la difféologie la plus fine gui fait de

@ un  D-morphisme; explicitement

[+en mn,c'))®{?\?j € p( ®*,G) T sup @o?jl

(notation (0.1)).

Morphismes stricts

Soit ® : >0’ wn Dmorphisme. On peut factoriser oamonique—

ment ¢ sous la forme

v

¢ —> Gker(P) 2> in(d)—>a ;

on vérifie que-‘p est un isomorphisme de groupe et un D-morphis—
me ( o/xer(P ) et im(® ) étant munis de leurs D-structures
(1:.15) et (1.12) ). Nous dirons que 43 est un D-morphisme
strict si Yest un D-isomorphisme, c'est-a-dire siw_l est
aussi un D-morphisme.

Exemples:
Soit X une variété, G un groupe de difféomorphismes de X.
(voir (1.13)). Soit Y 1'espace fibré des vecteurs tangents

-

a X (resp. des covecteurs tangents , des repéres , des tenseurs

de variance donnée, des X —~densités , des connexions linéaires ,




(1.18) ®H
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etc ). Nous savons relever chaque élément g de G par un
difféomorphisme de Y (technique des "objets géométrigues" ) j
on définit ainsi un D-morphisme injectif ¢ > diff(Y). C'est
un D-morphisme stfict : on le constate en utilisant la différen-—
tiabilité de la projection Y ->X.

Ainsi, si un groupe différentiel est D-isomorphe & un groupe
de difféomorphismes, il l'est d'une infinité de fagomns; il est

en particulier isomorphe & un groupe de symplectomorphismes (i1

suffit de choisir pour Y 1le fibré cotangent ).

Soit G un groupe différentiel gquelcongue,
Nous appellerons arc de G toute application K de IR dans G
qui est différentiable (Cf.(1.4)) et qui vérifie la condition

¢ Y0 = e

On constate gque l'ensemble T' des arcs de G devient un groupe

différentiel si on convient que :

@ B RIOES TOFS 'O Vy,geV ,Vter
et que
S[Few, 7] [(EnwF@mlen® o ;

on vérifie alors que l'application P ;

'y P(§) = $(1) Vge T

est un D-morphisme gtrict de ™ dans ¢. W

§ 2 HOMOTOPIE DES GROUPES  DIFFERENTIELS

(2.1)

(2.2)

Soit @ un groupe différentiel; considérons 1'ensemble
G, =§ g, € @ / il existe un arc Y ,X(o)=e,3(1)=g,}

G, est 1l'image du groupe des arcs de G par le D-morphisme

Y ¥ (1) (voir ci-dessus (1.18) ); c'est donc un sous-groupe
de @ , que nous anpellerons composante neuire de G (voir pour—

quoi en {4.13) ).

Saient % et @' deux groupes différentiels, 4) un D-morphis—
)
me G-, Si nous désigaons par " et r les groupes des

arcs correspondants, il est immédiat qu'il exisie un reldvement
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——

’
é : T—>V7 de @ gui est un D-morphisme :
o @ 5 r')

1 b

G —— &

il suffit de poser ® (§) = éof ‘v'x'ér . On a évidemment
(T ))C P (P*); par conséguent :
[L'image par un D-morphisme G-PG' de la composante neutre de &
est incluse dans la composante neutre de G'.
(2.3) Il en résulie en particulier cue tout D-isomorphisme G =>G!
envoie la composante neutre de G sur celle de G'; en considé-
rant le cas des automorphismes intérieurs (voir (1.10) ), on voit

que la composante neutre G, est un gous—groupe invariant de G,

Les classes selon G, s'appelleront composantes de G (ce seront
les composantes connexes de la topologie qui sera définie au § 4);

onvérifie la proposition:

Soit G un groupe différentiel, G, sa composanie neutre.
a) La difféclogie guotient du groupe des composantes (}/G‘J est
discrete (voir (1.15) et (3.3) ) ;

v) [ 6 discret] <> [ G°=ée}]

(2.4) Nous dirons gu'un groupe différentiel est connexe s'il est égal
4 sa composante neuire (définition compatible avec la topologie
du § 4 ); le diagramme (2.2) montre gue l'image par un D-morphisme
d'un groupe monnexe est connexe et contenue dans la composante
neutre du groupe d'arrivée. Par conséquent tout sous-groupe con-
nexe d'un groupe différentiel G est contenu dans la composante

neutre de G,

(2.5) Exemple : pour tout groupe différentiel G , le groupe des arcs
" est connexe.
[siyeV, t€®R, 1a fonction Yot  définie par
[‘o'o‘t] {(w) =]’( tu) Vu€R est un arc 3 i1 est immédiat que %‘:
Ty t est un arc de U, et que P(%‘ ) =% (notation

(1.18)) ]



(2.6)

(2.7)

(2.8)
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Revetements

Soit G un groupe différentiel, H un sous-groupe invariant de
G.

Puisque les h#> gxhxg * associés aux éléments g de G
sont des D —automorphismes de H (voir (1.14) ), ils laissent

fixe la comvosante neutre H, de H (voir (2.3) ); H, est donc

0

sous—groupe invarisnt, non seulement de H (2.3) y mais aussi
de G .

On connait dans ce cas l'isomorphisme de grouves

<& o/8 roLo/E,) / [1/%,]
quil correspond & la factorisation suivante du morphisme canonigue

P:G>G/H :
¢ W

el X om,

G/HL/'W

ot ker(fr) =WY(u).
On vérifie facilement que la relation <> est en fait un isomor-

phisme de groupes différentielsg ; plus précisément

T7 est un D-morphisme strict ( 1.16) ;
- ker(TW) est discret ((1.12), (1.3) ).

a4
Soient G et ?F deux groupes différentiels; nous dirons que G

~
est un revitement de G si G est isomorphe au quotient de G

par un sous—groupe discret (pour sa difféologie induite); en d'au-

el . .
tres termes, s'il existe un D-morphisme TV : G —» G, surjectif,
strict, & noyau discret . Avec cette terminologie, le résultat
(2.6) exprime que G/H, est un reveiement de G/H.

On vérifie aigément les deux propositions suivantes @
Soient G, G , G, des groupes différentiels; 431 et

des D-morphismes sur G 3
9(;\0
q;\. /§>



(2.9)

(2.10)

(2.11)
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On considére le produit croisé G :

sous-groupe du produit direct G, X G, {voir (1.11) ), muni des

D-nmorphismes 61 H (gl,gz))-) gl et 6 2 3 (glsgz)H 52~

8i (G'Z,éz) est un rev@tement de G, (‘d,el) est un revete-
ment de G, ; de mBme, si (01,471) est un revetement de G, (G, 92)
est un rev@tement de G2.
Tout revetement de revBtement est un rev@tement: si (GT) est

un revetement de &', (G', ') un revetement de G ,( & W' T7)

est un reve2tement de G".

Evemple de revetement : Soit G le groupe des difféomorphismes
dtune variéié comnexe X ; soit ? la variété reveétement univer-
gel de X, P 1la projection de ? sur X. Le groupe d'homoto-
pie H de X est un sous—groupe de diff(f) ; soit /G\ 50N NOr-—
malisateur dans diff( i Yo V ge (3 , il existe un difféomor—
phlsme TY( £) de X défini par T EIP(T)) =P & )

x € X .

On peut montrer gue (G ,T\') est un rev@tement de dlff(X)

au sens (2. 7) 3 de plus le noyau de 1| est discret dans T ,
non seulemeni pour sa difféologie induite, mais aussi comme

A
partie de 1'espace topologique G (voir le §4 ).

~o
Lemme s Soit G wun groupe différentiel,‘ & 1!') un revetement de

G ; soit ¥eD(®,0) . -
si def (%) = " s il existe un relévement global (? de

T Fenwe), T -T7TF

[ désignons par E 1l'ensemble non vide des nombres r > 0 tels
que ¥  coit relevable dans la boule B(0, r) {cf.(1.15)); on
peut fixer le relévement ? en choisissant (F (O), ce gui rend
compatibles les 'ﬁ + La borne supérieure de toute pariie majorée
de E appartient & E ; en recouvrant la sphére s{0,r) par des bou-
les relevables, on montre que [r € E].-;>3 r' > r, JO, I‘JC, B

d'oli E= W' ; il suffit de prendre ? = sup '?
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Soit @' un groupe différentiel, (G, T[ ) un revBtement de G'.
Posons H = ker{Tl) et définissons T par

T(g)(h) = gxhrg * Ye€o,Vnen

Test un morphisme de groupe G1>auto(H), dont le noyau Gl est le
commutant de H dans G.

Soit ¥ wun arc de G, h€H. L'application R-»H te T(x(t))(n)
est différentiable & valeurs dans le groupe discret H, donc loca—
lement constante, donc constante; en faisant +1=0 et t=1, on voit
que la composante neutre G, de G est incluse dans le commutant
G de H.

1
Le morphisme 11 envoie G, dans la composante neutre G} de G'; le

o

lemme (2.11) , avec n=1, montre que VI(G,) est égal & G! ; on vé-
rifie ensuite que (G,, W) est un revetement de G! .
Quelgues raisonnemcnts standard permetient alors de construire

w  diagramme commutatif de Demorphismes:

| C
[

O —> Centre(H)m=—» H ——>int(H) —> ©

“G°\ \ Y \

0o—> /> ¢ —-£——->au‘to(H)

4 Tf m
\ A v

0 —> Gi:: Gr—> auto(H)/int ()

v v
o] o]

ol les suites horizontales et verticales sont exactes; les flé-

ches doubles indiquent une injection canonique sous—groupe::?
groupe,



(2.13)

(2.14)

(2.15)
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Revetement universel

Nous nous occupons ici des rev@tements connexes : si G est un

revétement connexe de G', G' est lui-m®me connexe; avec les nota-

tions (2.12), on a alors G = G, = o = commutant (H); H est cen—

tral, donc abélien : tout reveiement connexe est donc une exten-

gion cenirale .

Soit G wun groupe différentiel connexe quelconcue.

Notons I" le groupe des arcs de G (1.18); P 1le morphisme [ —»
G défini par P(Y) = ¥{1); K son noyau.

Le fait que @ soit connexe signifie que P est surjectif ;
puisque P est sirict (1.18) , ¢ est isomorphe au quoiient
G/K . En considérant la composante neutre X, de K, on peut donc

effectuer la construction (2.6) :

W
P l ey

Y T
on note /G\ le quotient T/ K, , Qr le morphisme canonique r'—v'(.}\,
T le morphisme G =» ¢ défini par '{T‘,\p' = P ., Nous savons
alors que (f}\ s ) est un revetement de ¢ : T est surjectif et
strict,son noyau H =Y(K) est discret.

Nous savons dlautre part que " est connexe (2.5); puisque uf

est surjectif, /G\ est connexe 3 il en résulte gue H est cen-

tral {2.13), donc commutatif.

Définition, théoréme:

Un groupe différentiel G sera dit simplement connexe s'il est
isomorphe & tous ses revdéiements connexes.
Pour gque @ soit simplement connexe, il faut et il suffit gue

le groupe H construit en (2.14) soit égal & {e} .

a) L'implication est triviale dans un sens.
"~
b) Supposons H réduit &4 e; soit ( G, ) un reveiement
connexe de Gj 'g un élément du noyau de 7w § il s'agit de mon~

irer que 'g\'z e .

o~ ~ ~
Puisgue G est connexe, il exisie mn arc‘d de G tel gque
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$@) = & posons ¥=T.F - Morsyel , et p(y)=3(1)
=w(Z) = e . Donc YE€ker(P) = K. Puisque H est réduit & {e},
et que Hn~J K/ K, , K= K, ; donc K est connexe; il existe un
arc ?de K tel que?(’l) =]§. Par construction, 1l'application
(u,t) =>% (u)(t) appartient 3 D( I, ¢), est définie dans tout
le plan et prend la valeur e sur les trois droites dessinées.,

u A

k 2

Le lemme (2.11), avec n=2 , montre qu'il existe une application
différentiable T de W|° dans € telle que 1r( T (t,u) ) =
T (t)(u) ; on peut la choisir telle que T(0,0) =
Puisque ker(yx ) est discret, 'F'(t,u) est localement comstante
sur chacune de ces trois droites; puisgue elle vaut & 2 ltorigine,
elle vaut %’  sur chague droite; donc la fonction différentiazble
T uet @ veirie FO0 =Y = ¥ e n(§w)
% (1)(11) = ) =T (¥ ¥ (u) ); la fonction différentiable
uHK(u)xU (u)~? prend ses valeurs dans ker(T ) et donc est loca-
lement constante, donc constante; u =0 et uw =1 donnent T =
T@ =%

C.Q.F.D,

Théoréme 3
-
(2.16) [Pour tout groupe différentiel connexe G , le rev@tement @& cons-

truit en (2.14) est simplement connexe.

Soit ? le groupe des arcs de e ;?: 8\—)3(‘1) sa projection sur
3 s le noyau de P ; d'aprés (2.15), il suffit de montrer gue
K est connexe.

On définit deux morphismes TT \" -7 et LP [ P (nota-

tions (2.14) ) par
TEH@® =T(F @)
Dg)0) = d(y.r) (er.(2.5));

il est élémentaire que 1}, q: TT IT 3 puisque H = kxer(TT) est



(2.17)
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/c\liscrit, on en déduit gue —J;o T—‘T est le morphisme id/e;ntique
[N o 3 il en résulte élémentairement gque 1le noyau K de

P oest égal 3 TJ(KO) , K, étant le noyau de Y , connexe par
hypothdse {2.14); par conséquent % ”E(Ko) est connexe (2.4).

C.Q.F.D.

Théoréme:
Nt ~
Soit @ 2Gy~>»@  un D-morphisme;( G , 7 ) un revetement de G.

5i Gi est gimplement connexe, il existe un seul D-morphisme

@ : Gl-—) T qui reléve @ :

£l

Gl*“‘—}"G

D'aprés (2.8) , le produit croisé
— ~ —~
7= gt e o x /o) m(@) |
et le morphisme P : (gl,g)}—* 8 définissent un revéiement de GI;

-~ r~ —— ~J . e
Q (gl, g)+> ‘g est un morphisme de G sur G , qui vérifie

7T°Q =q)°P -

Puisque Gl est connexe, la composante neutre -(_}-o et la reg-
triction P, de P 2 E}-o constituent un revetement connexe
de G {2.12) ; puisque G,  est simplement connexe, P, est

un isomo’IEhisme (aéfinition (2.15)).
Alors @ = Q 4 P::L est un D-morphisme de Gl dans G, qui

veritie 71, = ®,p 1 =P . - Ltunicits est immédia-

te. C.Q.F.D.

Plagons nous dans le cas particulier ol (Gl,é) est un revdie-
ment de G. Le théorzme (2.8) montre que (-(i,Q) est un revetement
de G 5 si T est lui-m®Bme connexe, (E,, s Q) sera encore un
revéiement de G (2.12) ; en composant avec 1'isomorphisme P::l y
on voit que (61 ,’5) est un revttement de 'G. D'oi, aprés un

changement de notations, le théoréme :
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(2.18) Soient @ et G, deux revetements connexes d'un groupe dif-

férentiel G,
Si Gl est simplement connexe, il existe un seul D-morphisme

Q’ gqui factorise 1\'1:

 —>5%

E\: G/T:.

(Gl’ P ) est un revetement de Gy

b

(2.19) Pour tout groupe différentiel connexe G , tout revetement sim~
plement connexe Gl est donc universel , en ce sens que l'on ob-
tient tous les revBiementis connexesde G en faisant le guotient de
Gi par un sous—groupe de Hl = ker('ﬂ'l); en particulier tout au-
tre revétement simplement connexe lui est D-isomorphe; le groupe
abstrait Hl ainsi défini 2 un isomorphisme prés s'appellera grou—
pe d'homotopie de G,

Nous savons qu'un tel revetement universel existe, parce que
nous 1'avons rencontré (construction (2.14), théortme (2.16)) 3
le groupe H construit en (2.14) est donc un exemplaire du

groupe d'homotopie de G 3 {2.15) exprime domc gue les groupes sim-—

plement connexes sont ceux dont 1l'homotopie est triviale.

§3 HARMONIES

-

(3.1) Soit G un groupe, m wune fonction c-»C,
On @it que m est de type positif, et on notera me P( @),
. #*

51Vnem , Vci ,....cned: s ¥ Byyeee-8 € G, 0na

O Z T (alea) »o

Exemples : tout caraciére de G ( : morphisme dans U(1)) est

Voo

de type positify la fonction caractéristique de tout sous—groupe

de G aussi.

L'inégalité <> signifie que la matrice d'éléments m( gk-l x&p )

est hermitieune posilive; elle a donc un déterminant > O. On
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en déduit les formules suivantes, valables Yeg,8' € G @

(3.2) n( €1) = mle)
(3.3) |=(e)] < ne) (n=2)
[n(sxe") m(e) -mle) m(e)] &

Vn(e)? -Ja(e)|? = Vate # - |a(e)|2

(n=3)

(3.4)

cette derniére formule entraine

(.5 | |se) - s(e)|g e ale) [ nle) - Refal & £')]

(3.6) - I1 est évident que P(G) est un oBne convexe (dans 1'espace
vectoriel des fonctions bornées sur G ) ; nous noterons P, {G)
l'ensemble des fonctions m de P(G) normalisées par la

condition
n(e) = 1

il est clair (grace & (3.3) ) aque
P(¢) = 1IR" x P,(G)
P,(G) est évidemment un convexe.

- Quelques propriétés élémentaires des matrices positives montrent

que 3

3.7) ne P(G)=> m €pr(Q) {_ m = g»?nTgT]

(3.8) m n'€ P(G)=> mm' € P(G) [m m''= gy nig) m‘(g)l
B

- Soit m € P(G) ; choisissons n € IN*, cl,...cneC y BysesEy
€ G. 11 est immédiat que la fonction m' 3
— ~1
* =
(3.9) n'(g) < % ©p n( g~ x &8 X &)

est elle-m®me de type positif ; nous dirons gu'elle est subor-

donnée & m 3 cetie relation est transitive.

3
Théoreme:

{3.10) 'Soit G un groupe, m une fonction de type positif sur G. & et b
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des éléments de G .

Il existe trois fonctions m,, my 0 de type positif sur G,

2 )
subordonnées & m, telles que, Yg € G :

n( axged ) = % [ o)+ 3 n, (&) + i mz(g)]

[j=. eziw/3]

(11 suffit de poser, pour p= 0,1,2 : ¢

g,=b, g = al et

4
n (8) = 2 E;:k ° e m( ak—lx gxg,) ]

ke {1,2}

=1, ¢ - F

Pyl ps2

Définition
(3.11) ™ S0it G un groupe.
Nous appellerons harmonie de G tout ensemble M ,non-vide ,

de fonciions de type pogitif sur €& , vérifiant les 2 conditions
a)[ml,maé M] =3> {mlﬂnzeﬁ_l

v) [me ¥, n' subordomnée s m (3.9)] =>

| [ rex]

En faisant n=1, g = e dans (3.9) , on constate qu'une har-

monie est un ¢bne convexe.

Théoréme ¢
(3.12) a) Soit p wun morphisme de groupe G ~>G', M' une harmonie de
G'. L'image réciprogue

M=M_ p = { m',p // m' élﬂ'}

est une harmonie de G.

b) Soit M wune harmonie d'un groupe G . Le “"noyasu" de M:

ker(¥) = { g€e€a / n(g) = m(e) ¥me }
st un sous—groupe invariant de G; il existe une harmonie M?*
du groupe guotient Gt = G/ker(M) caractérisée par la re—
lation M =M'_, p { p : morphisme canonique). Nous dirons
que M' est l'harmonie réduite de M.

¢) Une harmonie sera dite irréductible si son noyau est égal
a {e} 3 toute barmonie réduite {voir b ) est irréductible.
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[ simple conséquence de {3.10) et (3.4)]

Théoréme @
{3.13) Soit G un groupe; M wune harmonie de G.

a} La topologie la moins fine de G gui rende continus les éléments

de It est une topologie de groupe : l'application GXG —»G

(g, 8 )t g_lx g' est continue .

b) Une partie V de G est un voisinege de e si et seule—

ment =i il existe m€k¥ et €>0 tels que
vV 20U Um’?— ={g&G /ﬂ((m(g) )}m(e)-—g%

Myg }
¢) Pour gue cette topologie soit séparée (Haussdorff), il faut

et il suffit que 1'harmonie M soit irréductidble (3.12 c).

L.

{ La démonstration est basée sur (3.2), (3.10) et sur les
remarques suivantes : les ensembles U ¢ définis en b), con—
b
-1

tiennent e , sont syméirigues : U = U et vérifient
- LR Wy g

les propriétés suivantes : y By s £ s My 22 s Ty &
U ()IJ U , si m' = m+m te inf(€,,8,)
L Y T 1ty 0 € 1%

. 1 2

cette dernidre propriété est une conséquence de (3.5) ]

§ 4 TOPOLOGIE DES GROUPES DIFFERENTIELS
Etats.
(4.1) " Soit G un groupe différentiel.

Nous noterons DP{G) 1'ensemble des fonctions m: G-»Coui sont

de type positif (3.1) et gui vérifient

[5e D(mn,c)}z}, (2% e o € )}

(notations (1.4 ),(0.2) ).

Nous appellerons &tats de G les éléments m de DP(G) qui
sont normalisés : m{e) =1 ( cf.( 3.6)); leur ensemble

sera noté DP_(G) .




(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)
(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)
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Il est clair que P(E) = Ef'x P, (@) 3 oue DP(G) est
une harmonie (3.11}, donc un cBne convexe ; gue le conjugué

d'un état (3.7), le produit de deux états (3.8) sont encore

des états; ainsi que la partie réelle GKQO m d'un état.
S5i §2 est un D~morphisme G-»G' , et si m' est un état
de G' , alors m=m' °<b est un état de G.

Topologie canonigue

Puiscue M = DP(G) est une harmonie , il suffit d'appliguer le

théoréme (3. 13) pour obtenir :

Tout groupe différentiel G peut 2tre muni canoniquement d'une

topologie de proupe , définie comme la moins fine qui rende con-—

tinus les états de G,

Une partie ¥V de G est un voiginage de e si et seulement

i i1 existe un état m et un nombre E£»0 tels ogue

vD U ;U =>Lgec/m<m<g>)>a~e§

myE My g

On vérifie immédiatement les résultats suivants, dans lesquels

nous adoptons systématiguement lz topologie {4.4) :
si FTe n(®, Q) , F  est continue .

Tout D-morphisme est continu ; les D-isomorphismes sont des

homéomorphismes.
Une difféologie plus fine définit une topologie plus fine.

8i & est un sous-groupe du groupe différentiel G', muni de
sa difféclogie induite {1.12) , 1la topologie de G est plus fine
que la topologie induite de celle de G',

Tout sous—groupe d'un groupe différentiel séparé est séparé.

Tout sous-groupe topologiquement discret est muni de la difféo~

logie discrete,

La topologie d'un groupe quotient (1.15) est moins fine que la

topologie quotient.

Pour qutun guotient G/H soit séparé, il est nécessaire gue X

goit fermé dans G j la condition suivante est nécessaire et suf-

fisante :

[gea , eéd H]::.> [il existe un état m / m(g) # 1, n(H) ={1}J
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~Le vocabulaire topologigue gue nous avons adopté au § 2 (en par-
ticulier dans (2.1), (2.3), (2.4) ) sera justifié si on établit
la proposition suivante :

Soit G un groupe différentiel, G, le sous—groupe<

(4.13) igce ¢ / il existe un arc ¥ tel que Y(0)= e ,}/(1)= go}
Alors G est la composante neutre de G pour la topologie (4.4)
0

Puisque les arcs sont continus {4.5) , G, est connexe par arcs,
donc connexe; nous allons montrer que G, est le plus grand sous-—
groupe connexe (pour la topslogie) en établissant gue G, est
ouvert et fermé .

Soit m, 1la fonction caractéristigue de G, ;3 on sait que m,
est de type positif (3.1); Y §€ D( ®",¢) on vérifie que m, 0%
(qui ne prend que les valeurs O ou 1 ) est localement constan-
te , donc différentiable; la condition (4.1) est vérifide , m, est
un état, et par conséguent mn_l( 11/2, 3/2{ )= G, est ouverijde
méme G- G, est ouvert.

C.Q.F.D.

Exemples

(4.14) M soit X une variété; désignons par QP un champ infiniment dif-
férentiable, & support compaci, de demi-densités complexes de X.
Si g est un difféomorphisme de X , nous savons définir 1'image
glq) ae ¢ par g (c£.( 1.17) ). Le produit c? g((f) est
une 1-densité différentiable & support compact,et possdde donc

une intégrale intrinségque sur X. Nous pouvons donc poser

m (&) =I E‘; gle) N g €aire(x);
f X

on vérifie que m & Dplaiff(x)) { ¢f.(1.6), (4.1)).
Si g n'est pas 1'élément neutre e de diff(X ), il est facile

de choisir L? pour gue m(f(g) F mc?(e) 3 d'ol le théoréme:
[ Tout groupe de difféomorphismes est un groupe différentiel géparé

(appliquer (3.13 ¢) et (4.9)).

. La mtme technigue des demi-densités (ou, si l'on préfére,des me—
sures de Haar) conduit au résultat suivant :
{4.15) Si ¢ est un groupe de Lis, sa topologie de variété et sa topo-
logie de groupe différentiel (1.5),(4.4) colncident , et sont donc

séparées.
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(4.16) W Yous pourrions munir le m8me groupe de Lie G d'une autre difféo~

(4.17) A

(4.18)

(4.19)

(4.20)

logie D' (moins fine) en désignant par D'( I, G) 1l'ensemble des
applications continues d'un ouvert de IRn dans G; on peut véri-

fier dans ce cas que G n'est plus séparé — et plus précisément que

le noyau de 1'harmonie D'P(G) est égal & la composante neutre de G.

Le guotient ]R/@ (m et @ étant considérés comme groupes
additifs) est un groupe différentiel connexe; son revBiement uni-

versel est IR 3 R/© _n'est pas séparé en vertu de (4.12) B

Axiome de séparation.

Les exemples précédents nous montrent gue certaines circonstan-—
ces qui peuvent sembler pathologiques sont évitées si on se res—
ireint aux groupes &ifférentiels gui sont géparés: l'axiome de
Haussdorff apparait donc comme un 6éme axiome facultatif gue l'on
peut adopter pou® les groupes différentiels.

I1 existe d'ailleurs une méthode systématique pour se ramener
4 ce cas ¢

Soit G un groupe différentiel guelcongue; soit K le noyau
de 1'harmonie IP(G) (3.12b). Alors le groupe différentiel
G/K  est séparé.

{on vérifie que DP(G/K) coincide avec 1'harmonie réduite de DP(G),
au sens {3.12 b); elle est donc irréductible; par conséguent
G/K est séparé (3.13c)]

Homotopie séparée

Nous allons donner un exemple de cette réduction (4.19) s on se
donne un groupe différentiel connexe séparé G; soit (a M) son
revitement universel (2.14),(2.19).

Si f:\ n'est pas séparé, on vérifie en appliguant & & la con—
dition (4.12) que le noyau K de 1'harmonie DP(E-) est un sous-
groupe du groupe d'homotopie H = ker(T\'); que ,GV= /(;/K est un
revetement comnexe de G , séparé grace 2 (4.19) ; que tout reve-
tement connexe séparé G est de la forme /G\/ K', K'> K; par
conséquent le D-morphisme /(}\-9’(; (voir (2.18) ) se factorise

~3 r~
par 1l'intermédiaire de G : G est un revBtement séparé univer—

o~
sel ; le groupe d'homotopie séparée , noyau de G—2>G , est iso-
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morphe & H/E 3 il est encore central dans T

~

¥
~

€~

—

§5 TANGENT ET COTANGENT D' UN GROUPE DIFFERENTIEL

(5.1) Soit G un groupe différentiel quelcongue.
5i f et §' sont deux arcs de G (cf.(1.18) Yet m un
état de G (4.1), les fonctions m . et m ,¥' sont deux
applications différentiables de | dans C , qui prennent la

valeur 1 & l'origine; nous dirons que les arcs K et 6' sont

tangents si, Vo s m Df et m °K’ ont meme dérivée & 1'ori-

gine.

Cette relation est évidemment une équivalence; les classes

correspondantes - les "jets" des arcs - s'appelleront vecteurs

tangents &4 G { au point e ).

t‘/’-’;— ’—i“""’"““
S = .

il G C

-Si ¥ est un arc et m un état, on sait que[m o¥] (0) =1
et que m prend ses valeurs dans le disque mnité l z]< 1 (3.3);

ceci suffit & montrer que le développement de MacLaurin de m o

a l'ordre 2 s'éorit:

2
(5.2) m(y (£)) = 1+itp -?2— [€2+v2+iT] + 0(t3)
avec ? 8, T € B, § 0. On en tire d'ailleurs:
(5.3) ‘ n(g ()] 2 =282 +0(+?)

Le _jet de 6 sera caractérisé par l'application m}-—’f $ nous



(5.4)

(5.5)

(5.8)

(5.9

(5.10)

(5.11)

(5.12)
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pourrons donc poser

jet(‘s Wn)= % %%"m(i(t))]t"o

identifiant ainsi les vecteurs tangents & G avec des fonctions

réelles définies sur le convexe des états.

- Soit ‘6' un autre arc gquelcongue; posons " = ‘o’;&X' (1e
produit des arcs étant défini comme en (1.18% ) ), et effectuons
les développements homologues de (5.2) pour 5' et 6" . Hous

savons, grice & {3.4), gue

[(§ (£) n(g 1 (4)) - n(y )% R m))lz][i SNLONE

compte tenu de {5.3) on en déduit entre les irois développements

les relations suivantes :

e - ¢

[T+T' -T n} 2$ (C+0 46" (F+ T 1= 8) (F= 61+ T ") (- U3 0140 ")

gae nous allons interpréter.

(5.6) peut évidemment s'écrire

[GetCgxgn) = ser(y )+ set(§ 0|

en remarquant d'autre part {notation (2.5) ) gque

jet(‘6°r)= r jet(f ) Yrem

on voit gue 1l'ensemble cg des "vecteurs tangents'" est un espace

vectoriel.

Bn dualité, nous dirons gue deux gtats m et m' sont tangents
si , pour fout arc *6 M m o~6 et m! °K ont mBme d4é-

rivée & l'origine; nous pourrons poser

je‘t{m)(f)= "i‘ %;[m(“‘(t))]tzg

A
Soit % 1'ensemble des jets des étatsy ceux—ci constituant un

convexe, on Tremaraue gue
jet{ rm+ (1-v) m* ) = r jet(m) + (1-r) jet(m") Vr€i0,1:]
~
fonc gue g est un convexe; en utilisant (4.2) , on établit

jet(m )= - jet{m)
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qui montre que ce convexe est symétrique, et
(5.13) jet(m m' ) = jet{ m )+ jet(n')

Fal
et en particulier jet( m2 } = 2 jet(m) , qui montre que g/ est
en fait un espace vectoriel ; nous l'appellerons gotangent de G.

La comparaison de (5.4) et (5.10) montre gque le réel

—i’- % m(*‘(t))tz o ne dépend de m et de ¥ que par l'inter-

médiaire de leurs jets respectifs )4 et K 3 nous le noterons

(5.14) if*, x}

A
mettant ainsi et ‘g‘ en dualité : chacun de ces espaces vec-—

toriels s'identifie & une partie séparante du dual algébrigue de

1'autre.

Topologie de %_

(5.15) La formule (5.8) exprime que ¥ > jet(§ ) est un morphisme de
groupe (G, % ) —» ( % y + )3 ce qui permet de munir g_ d'une
structure de groupe différentiel quotient et, partant, d'une topo-

logie; on peut vérifier gu'elle est séparde.
Nous allons procéder autrement, en utilisant 1'inégalité (5.7)
(5'16) [T+Tv _‘[‘n] 25 (0’+°' I+0~")(°‘+0‘ '—0‘")(6—0"+0‘")(-D‘+V t+g‘")

demargucns d'abord que itrois nombres G, ¢ ',T" positifs (5.2)
ne peuvent vérifier (5.16) que s'ils forment les cBtés d'un tri-

angle ; l'aire de ce iriangle, on le sait, est

4= % \/(6‘«1-6‘ O (G ) (TO 1T ) (- b+ 0407 )

et il est clair que A < %U‘U" s en portant dans (5.16) on ob-

tient donc
Y.
(5.17) jtetr-tn]| £ 20w

(5.18) Soit x un vecteur tangent & G; choisissons un état Mme
A tout arc ¥  tel gue ;jet(‘6) =7\ , les formules (5.2),(5.3)

associent un nombre positif § ; nous noterons
A,

la borne inférieure de ces nombres.




(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)
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le fait que ¢g,06',6" soient les cBités d'un triangle permet
d'établir 1'inégalité triangulaire

A0, <lall+ Xl s
"r)\um - ;r],.")q)m Veem,VxeQ

résulte de (5.9) 5 on voit donc que A2 "A”m est une
semi-norme sur 1'espace vectoriel g‘ .

1*égalité

En vtilisant la convexité de 1'ensemble des états, on trouve
[\l 2 % Sroroxd = 2002+ 2L

formule gui devient, dans le cas m'= m s 1'6galité

Mg, - bonte -l ®

[‘m)m -0 V’“]”’{E)‘ Ry= o Y}&}e,a A=0 =

les semi-normes associées aux divers états forment donc un systéme
complet , et donnent & ‘%, une structure d'espace vectoriel topo-

logique localement convexe 3 on constate mBme, grice & (5.21)

que les convexes syméitrigues

ne=11€%/ [Mla<t}

constituent un systéme fondamenital de voisinages de 0; ainsi d'ail-
leurs que les Um,'] . Enfin, en utilisant la notion de fonction
conditionnellement de type positif, on peut établir la proposition
suivante :

Le morphisme de groupe jet z | —->§§_ {5.8) est continu (pour
la topologie du groupe différentiel des arcs I et la topologie
(5.23) de 1'espace tangent (% ),

P
~I1 résulte de (5.22) que les éléments Joode &a s'identifient

& des formes linédaires continues sur ‘g s donc que

g cg

%" désignant le dual topologigue de %.
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Reprégentations adjointe et co-adjointe

Soit CI) : Gl -—)'Gz un D-morphisme.
6 est un arc de Gl et m un état de G, ,é‘,]s est un

arc de G m o@ un état de G (4.3)) et on a clairement

2 b
(5.26) i jet(m , &), jet(g)} = ijet( m) , a'et(fbolf)}

il en résulte l'existence de deux applications linéaires, Té

(tangente 3 ¢ ) et T'd (cotanmente 3 P ) définies par
(5.27) TH ( jet($)) = ser( D.g)
(5.28) ' ( set(n)) = jet (m )
T® applioue 51 dans §2 , %% §2 dans gl , et elles
sont transposées:
(5.29) iT’Cb(;«), xk =%r, T‘i’(m% Vrefg Vxes,

= * *
ce qui permet de prolonger_r*@)du dual Sg dans le dual ;1 s

A
7P qu dual ‘5{ au dual %g‘

il

La formule immédiate :

(5.30) =& m<“7\”m 5

montre gque l'application linédaire T@ est continue . I1 en résul-
te que le prolongemen‘t de ¥ Q) défini par (5.29) envoie le dual
togologmues dans 31.

La composition de docux D-morphismes @ et-q) conduit aux
formules

(5.31) [, W -1,
r * ¥
™[, ] TP, T
(5.32) Considérons un D-automorphisme intérieur (1.10) d'un groupe dif-

férentiel G ég : gth» g% &% g-‘l et posons

I

ad(g) = T(I)g. Il résulte de (5.31) que Ad , ainsi défini, est
une représentation linéaire de G sur son espace tangent F‘Z’ N

gue nous appellerons représentation adjointe ; Ad{g) est continu,

et peut se définir explicitement par



(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

17

2a(g) (3et(g)) = set( t1 grg ()% e D)

¥
Parallél{sment, on définit la représentation coadjointe &4 de
G sur %. par aa* (g) = rP 1 ou
£

1% () (3ot () = jet( e v>n(ex e x )

*
Ad et Ad sont liées par la relation d'écuivariance

im"(gxw, Ad(g)()O} ={ P ’?\}

* !
qui permet de prolonger Ad (g) sur le dual topologigque 3 ou
sur le dual algébrioue E*.

Enfin, si @ est un D-morphisme G > G', on trouve grice a

(5.31)
1, aa(g) = 2P (g) ) , P

Vg €a
o4 (F(e) )= ad(e) , 7B ¢

Crochet de Lie

Théor3me:

Soit G wun groupe différentiel, m wun état (4.1 ), 6 et 6' deux
arcs (1,18).

Le nombre
2 ? -
o %[;??a‘; LUORHOEOREMO) 1)](4c )0

¥
est réel et ne dépend que des jeis t‘-, X,x de m ;\69 G s

nous le noterons
’
TR ed

2y
% P ,7‘ ,]\'} est une forme trilinéaire sur (q‘ %KE ’

antisymétrioue pour ses deux argumenly vectoriels:

v XY == 2 paxexy

On a aussi

o> i r’x ’X} = g—t‘(")“(“(t))%)}t =0




(5.38)
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S0t (t,a) = m((+)x g (gt Ry (@)

(P est une apnlication de B dans C ; les axiomes (1.1) et

la définition (4.1) montrent que (f est ™,

Posons, pour t fix§, Z%(u) = b'(*)%)" (u)xj(t)-i; on a alors

Phqow - & slyarT o), -

{}‘», jet(yy ) —7\'} (grace & (5.8)); d'oh,en utilisant la défi-

pition {5.33) de &d

¢ i S ¢Gn

u=0

% po frayr ) - 1) (;g*)}

en dérivant par rapport & +t pour +$=0, on trouve que O est égal
au second membre de 'S’ , et par conséguent ne dépend de m et
\" que par leurs jets r et A's et bi-lindairement.

Si on échange les arcs ¥ et ¥', la formale (3.2) montre que
C{(‘t,u) est remplacée par m; la commutation des dérivées
partielles montre gue { change de signe ; ¢ ne dépend donc de

¥ gue par l'iniermédiaire ds ron jJet K s et est antisymétrique
en 7\e‘t K.' s la tri-linéarité en découle immédiatement.

C.Q.F.D.

La fonction({ que nous venons d'utiliser vérifie évidemment
((('I:,O) =?(O,u) =1 V‘t,u € R; son développement de Taylor 3
1'origine se déduit alors immédiatement de (5 3T s

~ - . 2
a(y ©x y @ y© 0y @) = 1 s g} - o

Posons maintenant Xt" = }yx}s’ s ‘[% =¥'x§ et considérons les

u2)3/2)

développements limités analogues & (5.2)
m(xg(t))=1+nf"-3§-{f"2 v v ity f0(83)
m(¥2% (+)) =1+it(>"_i‘;~{fn2 +6;:2+i'r_;] YO N
avec e" =(+ ¢’ (cf (5.6)) ; 1'inégalité (5.17) nous donne
IT+ 1 11|l € 2 60 ®
jee | < 260" (¢

en mtilisant (5.5), (5.38) et les développements < et ¥ oi-

dessus, il vient tous calculs faiils



(5.39)

(5.40)

(5.4.)

(5.42)

(5.43)

(5.44)
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#ller?- o )" e (yomreedron ,x'}) 1o

d'od

o =0y e PR} - 3 (o)
la soustraction de -Q et V donne alors
m( §(t) % ¥(¥) ) = n( ' (t)xy(t) ) = itZ{r "R X} +0(+%)
et le collationnement avec @ et Q

U RX Y < 2oo

d'ol, en choisissant judicieusement ‘6 et \6' dont les jets va—

lent Xet X'
| e N 2 Ml

dans cette inégalité, P est arbitraire dans g‘ x et )( dans
3 set m désigne n'imporite quel état dont le jet est égal 2 }-{ )

elle implique gue {r‘, 7\ ’ K'} est fonction gontinue deA et
de K'.
-Soit ® un D-morphisme G, —>G_ ; socient RKE 2 e
P 1 >0 re% X0 K 1
En utilisant la définition (5.37 &), on vérifie la formule
1R 230,18 (0} = {77, K on)

avec comme cas particulier la formule d'éguivariance

{Ad* (e)(M), Ad(g)()‘),Ad(g)(X')} =§f‘ X X '}

~Soient x et K, deux vecteurs tangents & G. Nous définirons
leur crochet de Lie

(%]

comme 1l'application linéaire

-
3
e U‘/ oA } re%
X
[‘X,n '] est donc un élément du dual ‘% 3 il dépend linéaire—
ment de 'K et de 7& 'y et il est antisymétrigue 3

x-x] - -Lx-al
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Théorémes

~
(5.45) Secit G un groupe différentiel, % son tangenti et (9 son
cotangent.
Désignons par %o 1'ensemble des )‘g(-g_ayant les deux pro-—

priétés suivantes :

a) Vxeg , le crocheth‘,m] F P {r,xo,x} appartient

a .
V4
A
b) V’(e‘g, itapplication linéaire 7\*”{?‘*7&0’7@ aprartient
N
a .

Alors 50, muni du crochet (5.43), est une algdbre de Lie.

L

Cet énoncé Rtilise évidemment 1'identification de chacun des es—

paces ‘6 s (%_ avec une partie du dual de 1'autre { 5.14).

31 A, € o » hous pouvons utiliser cetie identification pour

définir et(;‘o)é L(g,g) et P(fﬂo)é L(g_,% ) par

O | T o B S [ XU SRR |
Vel ,Vxe %
O((Ko)(x } et (B(KO)( ® } sont précisément les applications

linéaires dont 1'existence est exigée en a) et D).
~Soient 7(1 e’cx2 deux éléments de ‘g‘,; désignons par ‘51 et
62 deux arcs dont ils soient les jets.

Soit 75 un arc quelcongue, dont le jet sera noté x, et m
un eta‘h)de jet r\ .
Posons, 4 t,t',8,s'E R :

w (t,t',s,s') =

m(x ('t)fxi(S)XV (f)"'ly(v (t')xb’z(sn)xﬁ (tl)_ 'KK (t)ﬁf.l(s)- ‘X(t)-l)

il résulte des axiomes (1.1) et de (4.1) gue le fonction W est

de classe Cao s -donc aussi la fonction '4’ H

7
Y(t,t,8) = l A LW (t,t,s,s") o qui est égale (grice
p s 87

& (5.14) et (5.33) ) a

1, sa(pexy, ey kg )y 2)’;;
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ou encore, grice 2 (5.35)
{Ad* (5 (£)71)¢( P 24(g,(s)) (Ad( X (t)"iv(t'))mz))}
done enfin la fonction Ly :

(f(t,t') = % dJ (,tst',s) qui vaut, grice a {(5.37 oﬁo)
=0

%Aa* ™) 5 Ky o a7 O g (80 ><7§2)};

d'ol finalement, par usage de (5.42) :

QU - { P SNy MG (R} @

I1 est immédiat (5.46) que

Plo,t) =1 P (X)) 5 2l 5 (K5

en dérivant par rapport & 1' on trouve

'%1({( b ) B 'i [(’3’*(7(2)&(7(1)]()“ ) s 7‘:&

{(£,%')=0 )

== 2 p ,[of (%o o (} 2)] (7\)}5
On trouve de meme en dérivant cf(t,o) :
24 ) e ™ BGRD BRI, %}
“{ I ’[“ s 2)°°‘(7‘1)] (A )}

d'olr finalement

TR | (C X CEE L EETR [RRL
@ T ACRRTE RERE RIRCAY

Dtautre part la relation d'éguivariance (5.42) appliguée & O

donne )

Q) = {m* MR, ’7‘2}
- Jaa* (F () xR R Y (5.46)
= {p o sty ) (= Gk )} (5.35)



(5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)
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dtol

& Q)

- { PR (;‘1)()&2)} (5.37d)
- ..zr\ ,p(()\l)()‘2) ,KE (5.319)

La comparaison avec () montre gue le vecteur xa = (7‘1)()(2)

0

vérifie les conditions (5.45 a et b) , donc que c'est un

é1ément de (50 sen appliquant (5.46) , on trouve

; o () (1) (Kp) ) = &(KDe®(Rp) =R Do (K )
P(“(Al)(hz) ) = P(?‘2)o(5(“‘1) _P(ﬁl)o%(ﬂz)
La démonstration du théoréme (5.45) s'achdve par les remargues

suivantes :
Eo est un sous-espace vectoriel de tg 3

le vecteur x‘= X (ﬁl)(xz) dont nous avons montré qu'il est
un 6lément e G,  est égal 2 Rl

en appliquant la premidre des égalités (5.47) 2 un troisidme

vecteur 7\3 pris dans '50 , on trouve

{[7\1 ’7\2} ’)\3]= [Xl’[?\z ’?‘31] '{7‘2’[7‘ 1’7§3ﬂ

soit 1'identité de Jacobi,
C.Q.F.D.

On vérifie immédiatement, si g€G et }ioé 'go que 4d(g) (%)
est encore un &lément de ‘qo ; et plus précisément que

& (aa(e) (% o) ) = 2a(8) (&K(fo) o Ad(E™)
; b (ad(e)(fo) ) = a* (), B(Ro)e aa¥ (™)

en appliquant la premiére de ces égalités & Ad(g)()(l)

[nl é %"-3 , on trouve
[aa@q0), Ad(g)(;h)] - Ad(g)([)(o’?(:t])

ce qui s'interpréte de la fagon suivantie :

La représentation adjointe de G sur '@/ induit sur 1'alge-
bre de Lie ‘g , une représentation de G par automorphismes.
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(5.51) Il est clair que §'° coincidera avec %’ gi G est commutatif,
ou si % est de dimension finie; en particulier, bien entendu,

si G est un groupe de Lie,

§ 6 EXPONENTIELLE

Rayons

(6.1) Soit G un groupe différentiel.
Nous appellerons rayon de G tout D—morphisme IR ->G.

La composition des D-morphismes {1.9) nous montre aussitdt gue:

(6.2) [Si f est un rayon de G, si t¢g W, f,t est un rayon.

{6.3) S @ est un Demorphisme G->C' , si f est un rayon de G,
@0 f est un rayon de G°,

et dans le cas ol <33 est un auvtomorphisme intérieur;

{6.4) (Si £ estwn rayon de G, si g €@

1y g % £(t) xeg

. est un rayon.

En revenant & la définition (1.7) des D-morphismes, on transfor-

me la définition (6.1) en:

{5.5) Soit ¢ wun groupe différentiel., Un rayon f de ¢ est un are
de ¢ (1.18) vérifiant
P(t+tt) = £(1) x £{¢*) Vit ER

Soit f wn rayom de G, m un état. Alors m,f est un état
de B {4.3), c'est-a-dire mne fonction de type positif sur R
gul est différentiable, Le théoréme de Bochner nous apprend

qu*il existe une loi de probabilité Yy de R ( : une mesure

positive de masse 1 ) dont m,f est la tranaformée de Fouriers:
(6.6) m(£(t)) =J TV 4y (W)
R

la différentiabilité de m,f signifie que VY possdde des moments
de tous les ordres. On peut obtenir sur 1'expression (6.6) le

développemesnt de MacLaurin { voir { 5.2))



(6.7)

(6.8)

(6.9)

{6.10)

(6.11)

(6.12)
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n(£(%)) = 1+ atp - _~;_2[€2+0_2 +i*r] + o(td)

on trouve immédiatement :

f::f}&zﬁf}: f ) dy( W) = valeur moyenne de la variable alé-
R atoire Y

(I'letnf sont les jets de m et f )
0~2 = J (u-e)z a9y (L) = variance de y
R
0 est donc 1'écart-type (standard error) de Y .

T = 0.

51 f' est un autre rayon de G, auguel m associe un écarit-type

T' , 1'inégalité (5.40) nous montre que

4 1 ]
oo’y 2\{,* ,cfw{}‘
[dans le cas particulier ot G est le groupe de Weyl-Heisenberg
associé au plan symplectigue IB2 s ot ot les rayons f et I

sont associés aux hamiltoniens—coordonnées p et g, (6.11) nous

fournit la relation d'incertitude de Heisenberg , sous sa forme

la plus précise ( le facteur -;— ne peut pas Btre majoré )J .
Théoréme:

» . N
Soit G un groupe différentiel ; { ¢ , Y ) un revBtement de G.

La correspondance { voir (5.3))
Laned
4 £ o W, 7
entre rayons de T et rayons de G est bijective.

~L'injectivité est immédiate{du fait que ker( 1) est discret),
~3oit £ un rayon de G. Le lemme (2.11) monire gqu'il existe

~~ o~ o~ ~

f &€D(R,G ) telgue TN , f =f 3 f est déterminé M2 ker(Ir),

et peut Bire choisi pour gue ?(O) =8 . Ltapplication B? —»
xer{T7 ) s (50 )Y x T(eetr) x\?{‘t‘}"l est
P~

localement constante donc constante; il en résulte gue f est
un rayon de ¢ {Cf.(6.5)), envoyé sur £ par (6.12 Q).

c.o.® T



(6.13)

(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)
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Difféologzie forte

Soit G un groupe différentiel.
Nous appellerons difféologie forte de G 1la difféologie engen-

drée par les rayons (voir (1.3),(6.5)).

Désignons par D 1la difféologie donnée de G, par D' la difféo—
logie forte., Si on choisit g € G, des rayons fl eeeot
de G, et une application différentiable (rl,...rn)k+(u1,....up)

il est clair que la fonction 1> B

?(rl,.......rn) = gxfl(ul)x....xfp(up)

appartient a2 D'(]Rn,G). Réciproquement on vérifie ( en wutili~
sant (6.4)) que tout élément de D'( IR, G) est borne supérieu~
re (0.1) de fonctions du type (6.14) .

Par construction m®me de la difféologie D', les D-rayons et les
Dt rayons sont les m®mes; il en résulte que le passage de D a

D' est idempotent.

La difféologie forte D' est plus fine que la difféologie initiale
D (1.3); elle impligue donc une topologie plus fine (4.7); si 1a
topologie D ¢était séparée, la topologie D' le sera,

La composante neutre forte est donc un sous—groupe (invariant)

de la composante neutre initiale; 2 1'aide de (6.14), on voit

que cette composante neutre forte est l'ensemble des produits finis
£, (t cesax £ (1 f .= rayons
2 (£ % x £ ( o) (£4= rayons)

ou , si on préfére, des produits finis
f1(1>ﬁ caes xfp(l)

(utiliser (6.2) ).

Soit G un groupe différentiel, (T, Tr ) un revttement de G.

~
A 1'aide de (6.14) et (6.12) , on constate que (6,11) reste un

revetemert de G si on munit G et G de la difféologie for—

te ,§'ils étaient connexes initialement, ils ne sont pas nécessai-

rement fortement connexes; la situation s'analyse alors par les

considérations du § 2 ( en particulier (2.12)) qui soat valables

pour les difféologies fortes comme nour les autres.



126

(6.20) Si G est un groupe différentiel fort, il Msulte de (6.14) que
1'espace vectoriel tangent L% eat engendré par les jels des
rayons.

Exemples:

(6.21) BB La difféologie standard des groupes de Lie (1.5) ed forte.

(6.22) & Nous avons construit pour les groupes de Lie une "mauvaise® dif-
féologie non séparée (4.16); la difféologie forte correspondan—
te est "la bonne" (1.5). W

Exponentielle.

Toutl rayon d'un groupe différentiel G est caractérisé par son

germe & l'origine ; ceci résulte du théoréme suivant 3

(6.23) Soit G un groupe différentiel, % une fonction € D(R,¢ )
définie sur un intervalle I contenant 0, et vérifiant
& T (a+t?) =T (1)< F (1) si b, t' et t#t? €I

alors il existe un seul rayon f prolongeant ? .

(On peut construire f en remarguant qu'il existe un seul pro-
tongenent A(T ) de ¥, défini sur 1l'intervalle 2 xI et
vérifiant la relation <& ; & savoir A(F )(%)= ‘%‘(t/z)2 3
alors f = sup An(‘? )1

Si le groupe G est séparé , un rayon est méme défini par son
et

(6.24) Soit @ un groupe différentiel séparé, Cr un vecteur tangent
4 G, DNous diromns que cf est complet s'il existe un rayon f
tel que jet(f) ch. Alors f est unique.

Supposons gu'il existe deux rayons fl et f2 de meme jet(.{;
soit m un état. On considére la foaciion H
P (t,u) = m( £5(8) x £y(u) )

Quels gue soient t, et u, € R, on a
Gltert, wgrn ) = m( £ (6)x [ £(8) ;«fz(u)]xfz(uo) ),
et le théoréme (3.10) nous montre qu'il existe trois états m,,
m) s m, et trois complexes Co3C13Cy tels que

2
G (41, u+u ) =Z o mp( £(t)x fz(u) )

P=o

ivses 2 -
On en déduit la valeur des dérivées g et -y pour t=t%,,
u=u, ¢t i Z cp{jet(mp), ({)& dans les deux casj par consé-
P



(6.25)

(6.26)

(6.27)

(6.28)

(6.29)
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Y ~Y
quent o= - ~u  est identiquement nul, (%, -t) = Cte =

¥ (0,0) = 1; on a donc m( fl(t)x{z(-t) ) = 1 pour tout état m;

G étant séparé, ceci entralne fl(t)x.fz(-t) = e, d'ou f; =f,.

C.Q.F.D.

Si G est séparé et si (f’ est un vecteur complet, nous poserons

exp( ¢ ) = £(1)

f étant le rayon vérifiant
jet(f) = ¢

V-t € R, on said (ve jet(f )=t je3(f) (5.9);par conséguent
£{t) = exp(tcpﬂ t R

~51 "P est un D-morphisme C->G' , si G et @' sont séparés
et =i (f’ est un vecteur complet de G, il résulte de (6.3) que
T"\U( ¢ ) est un vecteur complet de G' , et gue

Lemn(T¥(g) ) = Viemlp)

En particulier, si G est sépars, (]0 complet et g £ C
Ad(g)(f.f) est complet et

exp(ad(e) (¢)) = & x explp ) &

Théoréme :

54 G est un groupe séparé, (fl et sz des vecteurs complets de

G, et si
[ql ’?2} =9

Cf,l +<f)2 est complet, et

(9 1+¢,) = em(§)x exp(§,) = exp(G,) x exp(p,)

Posons fl(t)=exp(ttpl}, fz(t) = exp(t(fz) s soit m un état,
}l son jet, et considérons la fonciion réelle db .

W sy =y p, aaste () (g )b

¥t.€ R, ontouve W(t,+%)= bx , Adj(fl(t))((&)g, aves K, =
aay" (£,(=15))(p); @'od erfice & (5.37 o) , P'(%,) =



(6.30)

(6.31)
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The vty 00, = [0 1o ) =0 (ennt5an) s v

(V(t) = (o) "'h—k ¢ % /ld. &tant arbitraire, on a Ad(f (t))((fz
= ?2, d'ol, grace a (6.28) , £ (t)xf (% )xf (t)

£,(+") Yt,t' € R,

£ (t) et f (+*) commutent, fl x £, est donc un rayon; on

sait que son jet est égal a (fl 3?2 ;3 donc ez:p((fl +Cf ) [f )(fZX(l)
= exp(g, ) x exp(¢p,) .
CeQeFoDe

Ce résultat comprend comme cas particulier la formule

exp( [’H‘G’]c\v ) = em(t(f))xem(t'cp )

évident sur la définition (6.26).

On peut construire des exemples de vecteurs complets ({1 et ?2

dont la somme ?’l +C€2 n'est pas un vecteur complet {alns:.,

dans le groupe des symplectomorphismes de IR2, les vecteurs

associés aux hamiltoniens p2/2 et q3/3j : l'ensemble des vec—

teurs complets est doné une étoile du plan tangent ‘{} (zune

partie invariante par les homotnéties) , invariante par la

représentation adjointe (Cf.(6.28) ) , mais pas nécessairement

un espace vectoriel. Dans le cas de la difféologie forte, on

sait gue l'espace vectoriel engendré est égal a (% (6.20).



