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Ce travail fair pattie d'une tentative de formalisation de la 

m@oanique quantique; mais ii est r@dig@ sous forme math@matique 

autonome. 

L'axiomat~que des "diff@ologies" (§l) d@finit la oat@gorie des 

6TOUpeS diff@rentiels ; cat~gorie suffisamment vaste pour contenir, 

par exemple, tous ~ groupes de diff@omorphismes; oependant les 

groupes diff@rentiels conservent la plupart des propri@t~s @1@- 

mentaires des groupes de Lie, que nous passons e1~ revue: 

D Topologie ( § 4 ): un groupe diff@rentiel est canoniquement ~ groupe 

topologique; la structure topologique est construite par des re@rhodes 

d'~lyse harmonique, expos~es au § 3 , et qui seront utilis~es syst@- 

matique~ent aux §§ 5,6. 

~Ho~otopie ( § 2 ) : on d@fini% directement les rev~tements des groupes 

diff@rentiels; tout groupe diff@rentiel oonnexe poss~de un rev'etement 

universel, donc un ~oupe d'homotopie, qui sont constrUitS ex~lioi%e- 

merit. 

~Analyse infinit@simale (§ 5 ) : tom± groupe diff@rentiel G pos- 

s&de un espace tanh~ent ~ , qui est canoniquement un espace vec~oriel 

topologique localement convexe, et sur lequel agit la repr@sentation 

adjointe; on peut d@finir le crochet de Lie de deux vecteurs tangents, 

et extraire de u ~ une al~bre de Lie ~o- On d@finit corr@lativemen% 

cotangent ~ (partie s@paranteU du dual ~e ), et la repr@sen- lln ]e sp~e 

tation coadjointe. 

~Eafin certains vecteums de ~ (les vecteurs complets ) poss&dentune 

exponentielle darts le groupe; cette op@ration conserve quelques pro- 

pri@t@s caract@ristiques ( § 6 ). 

Le pr@sent expos@ es% destin@ A montrer l'existence d'une telle th@orie; 

nous n'abordons ioi aucune application. 
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0 : NOTATIONS 

F~G Etant des applications quelconques~ l'ensemble de d~finition 

de F sera not~ def(F) ; son ensemble de valeurs im(F) ; 

no~erons ~ la relation d'ordre du prolon~ement:~ def(F) BOLLS 

clef(G) ; x~def(F) => G(x) = F(x)~.~ Toute famille ~Fj qui 

est compatib!e I~x~def(Fj)~def(Fk) Fj(x) = Fk(X) } admet 

une borne sup~rieure pc~la relationS(is plus petit prolongement 

commun des Fj ) qui sera note sup(Fj). 

Les variEt~s que nous rencontrerons seront de dimension finie~ de 

classe C , s~par~es. X e± Y ~tant de~_x variEt~s, C~(X,Y) 

dEsigne la classe des applications (infiniment) diff~rentiables 

de X dans Y ; nous noterons D(X,Y) l'ensemble des applications 

infiniment diff~rentiables d'un ouvert de X dans Y .Dans cette 

notation X ou Y pourront en particulier ~tre des espaces numEri- 

ques ~n. 

En g~n~ral , nous noterons ~ une loi de groupe ~ e l'EiEment 

neutre. Nous appellerons morphisme de groupe~:G~G" route 

application d'un groupe G dans un groups G' v~rifiant 

gP( ~l* ~) °~(~l )~ ~(~) V ~ i , ~  2 ~ G.  

§I 

(l.l) 

: DIFFEOLOGIES ET GROUPES DIFFER_~TI~S 

DEfinitions 

Soit @ , X un groupe. 

Nous appellerons diffEologie de G le choix, V n~, d'un en- 

semble D(~n,G~ , dont les ~l~ments sont des applications d'un 

ouvert de ]R n darts G, si les 5 axiomes suivants sont v~rifiEs: 

a) Touts application constants ]Rn--~ appartient ~ D(~n,G). 

c)V$~ D(~n ~ , V AED(]R n , ~m) , $oA ~ D(~m,G). 
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[ e) V~r~D( ]Rn, G), V~'g= D( ]Rn', G)jt(r,r' )l-~'(r)~' (r')]~D( ]Rn+n', G) 

Une diff@ologie D' de G sera dite plus fine que D si elle 

a moins d'@l@ments : Vn , D'(]Rn, G) C D(IRn, G) (nous ver- 

tons ci-dessous que la topologie associ@e est aussi plus fine). 

Si des ~. sont des applications quelconques d'ouverts de ~RnJ 

un groupe G , la diff@ologie la plus fine contenant les ~j dans 

existe, et sera dire engendr@e par les~j; en particulier~ la 

diff~ologie la plus fine de G est la diff@olo~ie discrete : 

les @l@ments~ de D(~Rn,G) sont alors les applications looa- 

lement constantes ( ~r ne prend qu'une valeur sur chaque composan- 

te oonnexe de l'ouvert def(~ ) ). 

INous appellerons diff6rentiel un groupe G muni d'une grouoe 

diff6ologie. Les applications appalrtenant ~ l'un des D(IRn, G) 

seront alors dites diff@rentiables. 

Exemples de groupes diff@rentiels. 

Soit G un groupe de Lie r~el; ]R n et G @rant consid@r@s com- 

me vari@t@s, nous pouvons d@finir D( ]Rn, G) par la r~gle (0.2); 

les axiomes (1.1) des groupes diff@rentiels sont satisfaits : tout 

~roupe de Lie est un groupe diff@rentiel. 

Soit X une vari@t@ ; l'ensemble des diff@omorphismes de X 

sous-groupe du groupe XJ des permuta~ions~de ~ : 

diff(X) = ~ g E X, / g e~ g-I~I~(X,X) 1 

devient um groupe diff@rentiel si on note D(3R n, diff(X) ) l'en- 

semble des applications ~ ( im(~ ) C diff(X) ) telles que 

[ (r,x) ~->W(r)(x)]eD( ]Rn~xI , X ) 

la v@rification de l'axiome (1.1 d) utilise le th@or~me de dif- 

f@rentiabilit@ des solutions d'@quations implicites d@pendant de 

param~tres ] . 

(~.7) 

Morphismes de ~roupes diff@rentiels. 

I Soient G et G' deux groupes diff@ren~iels; ¢ 

de ~roupe G --> G' (0.3). 

un morphisme 
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INcus dirons que est un morphisme de groupe diff4rentiel @ 
(en abr@g@ D-morphisme ) si 

Exemple: si G es% un groupe de Lie~ X tune vari4t@~ un 

D-morphisme G-~diff(X) est oe qu'on appelle une aolion diff4- 

rentiable de G; sur X. 

II est clair que les D-morphismes se oomposent~ oonstitua~t les 

fl~ches de la oat4gqrie des groupes diff@rentiels . 

partieulier~ ~/l D-isomorphisme ~: G-~9 est un isomorphisme 

de gro~pe %el que ~ et ~-I soient dee D-morphismes. 

E~emple: T0ut autom0~hismeint~rieur 

g ~-~ aX gXa -I (a ohoisi dams G) 

d'un groupe diff@ren%iel es% un D-automorphisme (cons@quence fa- 

cile des axiomes (1.1)). 

(l.ii) 
Produi% direct 

Hi % et G 2 sent des groupes diff@rentiels, on muni% le pro- 

duit direct G =GIaG 2 de la diff4ologie la moins fine pour laquel- 

les les projections oanoniques i I : G~ et i 2 G~ G 2 soient 

des D-m.orphismes. Explicitemen%, ~ D(~n,G) ssi i I o~ 

et i 2 o~ appartiennent A D(~n Gi) et D( ]R n, G2). 

(i.i2) 

Sous--~J~ou~es 

Soit ~ un sous-groupe d'un groupe diff4rentiel G t. 

On d@finit sur • une diff~ologie ( diff@olo~ie induite ) en 

posant 

o',est la diff@ologie la moins fine pour laquelle l'injeotion oano- 

mique ~-~ G' soit 1~ D-morphisme. 
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i~emple : groupe diff@omorphismes canoniquemen% un tou% de es~ 

oupe diff@rentiel ) comme sous-groupe d'un groupe diff@rentiel 

iff(X) (voir (1.6)). 

Si G es% un sous-groupe d)nn groupe diff@ren%iel G') e% si 

k appar%ient au normalisateur de G dans G', l'application 

~-> k×~xk -i [gE G] 

est %m I)-automorphisme de G (muni de sa diff@ologie induite). 

(i.15) 

quo%ien%s 

Sol% G un groupe diff@rentiel) H un sous-groupe invariam%; 

notons G ~ le ~roupe quotien% G/H , ~ le morphisme oanonique 

G--~G'. 

Nous munirons G' de la diff4ologie la plus fine qui fai% de 

un D-morphisme; explicitement 

(no~ion (o.i)). 

(i.i6) 

(1.17) 

Morphismes stricts 

Soi% ~ : G-~G' un D-morphisme. On peu% fac~oriser oamonique- 

men% ~ sous la forme 

on v@rifie que~ est un i~omorphisme de groupe et un D-morphis- 

me ( G/ker(~ ) et im(~ ) @%an~ munis de leurs D-s%ruotures 

(1.15) et (1.12) ). Nous dirons que ~ es% um D-morphisme 

s%ric% si~est un ])-isomorphisme, c'est-~-dire si~ -I est 

aussi un D-morphisme. 

.Exemple s: 

• Soi% J[ une vari@%@) G un groupe de diff@omorphismes de X 

(voir (1.13)). Soi% Y l'espace fibr@ des vec%eurs %angen%s 

& X (resp. des ooveo%e~rs %angen%s ~ des repAres ) des %enseurs 

de vari~uoe don~@e) des ~--densi%@s , des oonnexions lin@aires , 
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etc ). Nous savons relever chaque @l@ment g de G par un 

diff@omorphisme be Y (technique des "objets g@om@triques" ) 

on d@fini% ainsi un D-morphisme injectif G -->cliff(Y). C'est 

un D-morphisme strict : on le constate en utilisant la diff@ren- 

tiabilit@ de la projection Y-~X. 

Ainsi, si un groupe diff@rentiel est D-isomorphe ~ un groupe 

de diff6omorphismes, il l'est d'une infini%@ de fagons; il es% 

en particulier isomorphe A un groupe de %)~nplectomorphismes (il 

suffit de choisir pour Y le fibr6 cotangent ). 

• Soit G un groupe diff4rentiel quelconque. 

Nous appellerons arc de G %cute application ~ de ]R darts G 

qui est diff@rentiable (Cf.(1.4)) et qui v@rifie la condition 

On oonstate que l'ensomble 7~" des ares be G de~ent  ~ ~oupe 
diff~rentiel si on convient que : 

et que 

~ [ ~ D ( ] R  n, ~ ) ] ~ - ' p  [ ( r , t ) l - ~ ( r ) ( t ) 3 ~ D ( 1 R n + l , G )  ; 

on v4rifie alors que l'application P : 

est un D-morphisme strict be ~ darts G. 

§2 

(2.1) 

(2.2) 

HONOTOPIE DES GROUPES DIFFER/~F~I~ S 

Soit a un groupe diff@rentiel; consid@rcns l'ensemble 

G o =~ goE ~ / il existe un arc ~ ~(0)=e,~(~)=go} 

G o est l'image du ~roupe des arcs de G par le D-morphisme 

]~(~) (voir oi-~essus (1.18)); c'est ~ono ~ sous-gro~pe 

de G , aue nous appellerons composante neutre de G (voir pour- 

quoi en ( 4 . 1 3 ) ) .  

Smient 0~ et G' deu~ groupes diff@rentiels, ~ un D-morphis- 
F' 

me G-~G~. Si nous d@signons par ~ e% les groupes des 

arcs oorrespondants, il est imm@diat qu'il e~_iste un rel~vement 
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de @ qui est un D-morphisme : 

U ~-~F J 

G ~ ~ G~ 

il~fit4, poser~(~)=~o~ ~r. Ona~d~ont 

¢(P(r ))C P'(F'); p~r consequent : 

K L'image par un D-morphisme G~G' de ia oomposante neutre de G 

est incluse dans la composante neutre de G'. 

Ii en r@sulte en particulier cue tout D-isomorohisme G-~G' 

envoie la compos~ute neutre de G sur celle de G'; en consid~- 

ra~t le oas des auiomorphismes int@rieurs (voir (I°i0)), on voit 

que la composante neutre G O est un sous-groupe invarian% de G. 

Les classes selon G o s'appelleront composantes de G (ce seront 

les composantes connexes de la topologie qui sera d@finie au § 4); 

onv4rifie la proposition: 

I Sot% G un groupe diff4rentiel, G o sa composante neutre. 

a) La diff@ologie quotient du groupe des composantes G/Go est 

Nous dirons qu'un groupe diff6rentiel est cc~nexe s'il est 4gal 

sa composante neutre (d@finition compa%ib!e aveo la topologie 

du § 4 ); le diagramme (2.2) montre que l'image par un D-morphisme 

d'un groupe oonnexe est connexe et oontenue dans la composante 

neutre du groupe d'arriv@e. Par oons@quent tout sous-groupe oon- 

nexe d'un groupe diff4rentiel G es% oontenu dams la oomposante 

neutre de G. 

~emple : pour tout groupe diff@rentiel G , le ~oupe des arcs 

V es% *onnexe. 

[si~ev, tern , la fo~otion ~o t d~fi~e par 

oil (u) =¥( tu ) g~ *st ~n arc ~ il est ~maai~t qu. 7j : 

t~o t est un arc de F , et que P(~ ) =~ (notation 

(1.18)) ] 
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(2.6) 

(2.7) 

(2 .8 )  

Soit G un groupe diff@rentiel~ H un sous-groupe invariant de 

G. 

Puisque les hF-~ g)~h)~g -& associ@s aux 41~ments g de G 

sont des D-au%omorphismes de H (volt (1.14)), ils laissen% 

fixe la oomoosante neu%re H o de H (volt (2.3)); H o es% dono 

sous-~roupe invaris/at~ non seulement de H (2.3) ~ mats aussi 

de C . 

On connait darts oe cas l'isomorphisme de groupes 

qui correspond A la faotorisation suivante du morphisme canonique 

P : G--~G/H : 

On v@rifie facilement que la relation ~ est en fair un isomor- 

phisme de groupes diff@rentiels ; plus pr@cis4ment 

I ~ es% tun I~-morphisme strict ( 1 . 1 6 )  ; 

_ ke~(n ' )  est a isor~t  ( ( 1 . x 2 ) ,  ( 1 . 3 ) ) .  

Soient G e% G: deux groupes diff@ren%iels; nous dirons que G 

es% un rev~tement de G si G es% isomorohe au quotient de G 

par un sous-~roupe discre% (pour sa diff@ologie induite); en d'au- 

ires %ermes, s'il existe un D-morphisme ~ : ~ --~ G, surjectif, 

striot, & no.yau discret . Avec cette %erminologie, le r@sultat 

(2.6) exprime que G/H e est un rev~tmment de G/H. 

On v4rifie ais@ment les deux propositions suivantes : 

Soisnt G , % I G 2 des groupes diff@rentiels; 91 et @2 

des D-morphismes sur G : 

G~ G,. 
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On consid~re le produit crois6 ~ : 

sous-groupe du produi% direct GIX G 2 (voir (I.Ii)), muni des 

D-morphismes ~I : (gl'g2)~'~ ~ et ~ 2 : (gl'g2) ~'~ g2" 

Si (%,~2) es% tun rev~tement de G, ~,Sl) est tun rev~te- 

ment de G 1 ; de m~me, si (GI,+I) est un rev%tement de G, ~, 82) 

est nn rev%temen% de G 2. 

~out rev~tement de rev~temen% es% un rev%tement: si (G~) est 

un rev%tement de G', (G',~') un rev~tement de G"' ,( G~ ]1"eIT) 

est un rev~tement de G"° 

(2.10) ~emple de rev~±ement : Soit G le groups des diff@omorphismes 

d'une vari@%6 connexe X ; soit X la vari~t4 rev~tement u/liver- 

sel de X~ P la projection de X sur X. Le groupe d'homoto- 

pie H de X est ~al sous-groupe de diff(X~ ; soit ~ son nor- 

malisateur dans diff( ~ ). ~ ~ ~ ~ il existe un diff@omor- 

phisme ~( ~ ) de X d@fini par ~( ~ )( P( x ~ )) = P( ~(~)) 

On peut mon%rer que [~, I~) est un rev%tement de diff(X) , 

au se~s (2. 7) ; de plus le noyau de ~ est discret dans G 

non seulement pour sa diff@o!ogie induite~ mats aussi oomme 

partie de l'espaoe topologique Gz (volt le §4 ). 

(2.11) I Lemme : Soit G tm groupe diff@rentiel, ~ ~ ~)un rev~tement de 

Si def(~) = ~n , il existe un rel~vement 61obal ~ de 

d@signons par E l'ensemble non vide des nombres r~ 0 tels 

que ~ soit relevable darts la boule B(0,r) (Cf.(l.15)); on 

peut fixer le rel~vemen% ~r en choisissant (0), ce qui rend 

compatibles les ~r " La borne sup~rieure de route pattie major4e 

de E appartient ~ E ; en recouvrant la sphere S(0~r) par des bou- 

les relevables, on montre que [r ~ E]~ r' ~ r, ~0, r']C E; 

d'oG E-- JR+ ; il suffit de prendre ~= sup ~r ] 
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(2.12) Sot% G' un groupe diff~rentie!, (G, ~ ) un rev~temen% de G'. 

Posons H = ker~ ) et d@finissons K" par 

r (g)(h) = g~h~ -~ ~g6a, Vh~H 

Test un morphisme de groupe ~-~auto(H)~ dont !e noyau G 1 es% le 

commutan% de H clans G. 

Sol% ~ Un arc de G, h E H .  L'applica%ion ]R-~E %~T(~(t))(h) 

est diff6rentiable g valeurs dans le groupe disoret H~ dono looa- 

lement eonstante, done constante; en faisant %=0 et t=~ on voi% 

que la composante neutre G o de G es% incluse dans le oommutant 

G 1 de H. 

Le morphisme]T envoie G o dans la composante neutre G" de G'; le 

lemme (2.11) ~ aveo n=~, montre que~(Go) est 6~al A G~ ; on v6- 

rifie ensuite qne (Go~T) est un rev%tement de G O ' . 

Quelques raisonnemcnts standard permettent alors de oonstruire 

un diagramme oommuta%if de D-morphismes: 

O 

° 

o 

0 0 

1 1 
> o  

.'- a r >~uto(~) 

0 0 

oh les suites horizon%ales et verticales son% exactes; les fiB- 

ches doubles indiquen% une injection canonique sous-groupe 

groupe. 
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(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

Rev@tement universe! 

Nous nous occupons ici des rev~tements oonnexes : si G est un 

rev@±ement connexe de G', G' est lui-m~me oonnexe; avec les nota- 

tions (2.12), on a alors G = G o = G I = commutant(H); H est cen- 

tral~ dono ab@lien : tout rev~tement connexe est donc une exten- 

sion oentrale . 

[ 

Soit G un ~roupe diff@rentiel co nnexe que]conoue. 

Notons N le groupe des arcs de G (1.18); P le morphisme r--~ 

G d@fini par P(~) -- ~(1); K son no~au. 

Le fair que G soit connexe signifie que P est surjectif ; 

puisque P esl strict (1.18) , G esi isomorphe au quotient 

G/K . En consid~rant la composante neutre K o de K, on peut donc 

effectuer la oonstruction (2.6) : 

on note ~ le quotient V/ K o , ~ le morphisme canonique F--~ ~, 

I]" !e morphisme G -~ G d@fini par Uo~ = P . Nous savons 

alors que ($ , IT ) est un rev~tement de G : ]Test surjectif et 

strict, son noy~u H =~(K) est discret. 

Nous savons d'autre part que U esl oonnexe (2.5); puisque 

est surjectif, G est connexe ; il en r@sulte que H est cen~ 

tral (2.13), done commutatif. 

D~fini~ion~ ~h@or&me: 

Un groupe diff@rentiel G sera dit simplement connexe s'il es% 

isomorphe & tous ses rev~tements connexes. 

Pour que G soi% simplemen% connexe, il faut e% il suffit que 

le groupe H cons%ruit en (2.14) soit @g~l & { e] . 

a) L'implication est triviale dans un sens. 

b) Supposons H r6duit & e; soit ( ~, I~ ) un rev~tement 

connexe de G; g tun @16ment du noyau de ?V ; il s'agit de mon- 

trer que g = ~ . 

Puisque ~ est connexe, il existe un arc ~ de G tel que 
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(2.1~) 

~( ~ 

= ~(F) = e . Done ~6ker(P) : K. Puisque H est r6dui% ~ [e} , 

et que H ~J I(/ Ko , K= K~ ; done K est eonnexe; il existe un 

arc ?de K tel que~(~_) =~. Par construction, l'applioation 

(=,~)~(u)(t) ~parti~nt ~ ~( m~ G) est ~inie ~ns to~t 

le plan et prend Ig v~leur e stlr les trois droites dessin~es. 

u T 

° I 
) t 

i 

Le lemme (2.11), avec n=2 , montre qu'il existe tune application 

diff@rentiable ~ de ]R 2 dans ~ telle que IT( ~ (t,u)) = 

~(t)(U) ; on peut Is choisir telle que ~(0,0) = "e. 

PUisque ker(IT) est discre%, ~(%,u) est looalement constante 

sur chacune de oes trois droiles; puisque elle vaut "~ & l'origine~ 

elle vaut "~ sur chaque droite; dono la fonotion diff4ren~iable 

U~'J~(U) ~;(U) -~ prend see valeurs darts ker('~ ) st dono est looa- 

lement constante, dono constante; u =0 et u = [ donnent ~ = 

(~) = 

C.Q.F.D. 

Th@or~me : 

Pour tout groupe diff@rentiel connexe G , le rev~tement ~ cons- 

trait en (2.14) est simplement connexe. 

Soit ~ le groupe des arcs de G ; P : ~(~) sa projection sur 
J% 2% 

GI ; K le noyau de ~ ; d'apr~s (2.15), il suffit de montrer que 

K est oonnexe. ~ 

On d~finit deux moI~hismes ~- ~--~ et ~ " ~--) ~ (nota- 

tions (2.14)) war 

i l  es t  ~ l ~ e n t a i r e  que 1To ~ o  ~ = 1T 

( ~ .  (2 .5) )  ; 
! puieque H = ker(~) es% 
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(2.17) 

discret, on en d~duit que ~o ~ es% le morphisme identique 

--~ I ~ ; il en r~sulte 41~mentairemen% que le noyau K de 

P es% 4gal & ~2(Ko) , K o ~tant le noyau de ~ , connexe par 

~oth~se (2.14); pax oons4quent K = q(Ko) est connexe (2.4).  
C.Q.F.D. 

T~J~4or~me : 

-Soit ~ :Gi-~(; un D-morphisme;( ~, 3~" ) un rev~temen% de G. 

Si G i es% simplement connexe, il existe un seul D-morphisme 

: --~ G qui relive _ : 

N 

G 1 ~ G  

D'apr~s (2.8) , le produit crois4 

~= ~(gl,~)E GI~ G'~/*(gl ) ='~(r)I 

e% le morphisme P : (gl,~)~-~ gl d4finissen% un rev~%emen% de %; 

Q : (gl' ~)F--~ ~ es% un morphisme de G sur G , qui v4rifie 

7roQ =~o P 

Puisque G 1 es% connexe, la composante neutre G o et la res- 

triction Pc de P & G o constituent un rev~temen% connexe 

de % (2.12) ; puisque ~ est simplement connexe, Pc est 

un isomorphisme (d4finition (2.15)). 

Alors ¢ = Q o p~1 est un D-morphisme de ~ clans G, qui 

re. 
C.Q.F.D. 

merit de G. Le th4or&me (2.8) montre que ~,Q) es% nn rev~tement 

de G ; si G est lui-m~me connexe, ( , Q) sera encore un 

rev~temen% de ~ (2.12) ; en composan% avec l'isomorphisme P~ , 
N 

on voi% que (GI,~) est un rev~tement de G. D'o5, apr~s un 

changement de notations, le th~or&me : 
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Soient G l et G 2 deux rev~tements connexes d'un groupe dif- 

fdrentiel G. 

Si G 1 es% simplement connexe, il existe un seul D-morphisme 

qui faotorise IV1: 

% ------~ G 2 

(GI, ~ ) est un rev~tement de G 2. 

Pour tout groupe diff4rentiel connexe G ~ tout rev~tement sim- 

plement connexe G 1 est donc universel , en ce sens que l'on ob- 

tient tousles rev~tements connex~de G en faisant le quotient de 

G i par un sous-groupe de ~ = ker(T~l) ; en particulier tout au- 

ire rev~temen% simplement connexe lui est D-isomorphe; le groupe 

abstrait H 1 ainsi d4fini hun isomorphisme prbs s'appellera Krou- 

~e d'homotopie de G. 

Nous savons qu'un tel rev%tement universel existe, paroe que 

nous l'avons renoontr4 (oonstruotion (2.14), th4or~me (2.16)) 

le groupe H construit en (2.14) est dono un exemplaire du 

~roupe d'homotopie de G ; (2.15) exprime dono que les groupes sim- 

plemen% oonnexes son% oeux dont l'homotopie est triviale. 

§3 

(3.1) 

HARMONIES 

Soit G un groupe, m une fonction G-,~. 

On dit que m est de type positif, e% on notera mE P( G ), 

~iWe~* V .... °n V ~I, ~ ona , % ,  e ~  , . . . .  % e  , 

Exemples : tout oaractbre de G ( : morphisme darts U(~)) es% 

de type positif; la fonction caract4ris@lque de tout sous-groupe 

de G aussi. 

L'in@gali%@ ~ signifie que la matrioe d'~14men%s m( gk-l~( g~ ) 

est hermi%ie~ae positive; elle a dono mm d4%erminant ~ O. On 
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en ddduit les formules suivantes, valables 

m ( g - l )  = re(g) 

I (o)1 .< o(o) 

Im(~.,') m( e ) - m( g ) m( g' )I 

~/~(e>~ -1°( ~ )1 ~ ~ ~/~(° ~ - I°(~ '  )! ~ 

~g,g' ~ G : 

(n = 2) 

cette dernibre formule entra~ne 

(n=3) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

(3.1o) 

- Ii est dvident que P(G) est un c~ne convexe (dans l'espace 

vectoLriel des fonctions borndes sur G ) ; nous noterons Pc (G) 

l'ensemble des fonctions m de P(G) norma!isdes par la 

condition 

i l  est clair (grSce & (3.3)) que 

P(a) = m ÷ ~ Po(a) 

Pc(G) est dvide~ment tun oonvexe. 

- Quelques propri@tds dl4mentaires des matrices positives montrent 

que : 

m, m'~ P(G)=~ mm' ~ P(G) [m m' = g~.-~ re(g) m'(g)~ 

- soi~ m ~P(a) , ohoisissons ne~*, %,...%~C, ~i"'~ 

G. II es% imm~diat que la fonction m' : 

m'(g) = k ~  ~k c m( gk -~ % g >Q g~) 

est elle-m~me de type positif ; nous dirons qu'elle est subor- 

donn@e & m ; cette relation est transitive. 

Th@or~me: 

~ oi% G un groupe, m une fonotion de type positif sur G. a e¢ 
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des @14msnts de G . 

Ii existe trois fonctions ms, m~,m 2 ) de type positif sur G, 

subordonn4es ~ m, telles que~ Vg 6 G : 

m( a~g,b ) = --~ [ mo(g ) + j m~(g) + j2 m2(g)] 

[ ] 
[Ii suffit de poser, pour p= 0,~,2 : o = I, c = jP 

p,% p,2 
-i 

g~ = b , g2 = a e% 
/ 

mp(g) = ~____ Sp,k Op,£ m( ~ ~ g ~g( ) ] 

D@finition : 

Soit G tun groupe. 

Nous appellerons harmonie de G tout ensemble M ,non-vide , 

~e fonctions de type D0sitif sur G , v@rifiant les 2 conditions 

a) [ ml, m 2 ~ M] ~ [ ml+m 2 E M 1 

b) [m £ M, m' subordonn@e ~ m (3.9)~ 

[ m M] 
En faisant n=1 , gl = e darts (3.9) , on constate qu'une har- 

monie est un o~ne convexe. 

Th4orbme : 

-a) Soi% p un morphisme de groupe 

G'. L' image r@ciproque 

I ! o P = m'oP 

es% une harmonie de G. 

b) 

o) 

G--~G', M' une harmonie de 

m' 6M' } 

Soit M une harmonie d'un groupe G . Le "noyau" de M : 

ker(M) = ~ g ~ G / re(g) = re(e)~m~ M } 

as% tun sous-groupe invariant de G; il existe une harmonie M' 

du groupe quotien± G' = G/ker(M) carac%4ris4e par la re- 

lation M = M' o P ( p : morphisme canonique). Nous dirons 

que N' est l'harmonie r@duite de M. 

Une harmonie sera dire irr4duo%ible si son noyau est ~gal 

{el i %sure harmonie r@dui~e (voir b ) est irr~ductible. 
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[ simple cons4quence de (3.10) et (3-4)] 

Th4or~me : 

Soi% G un groupe; M une harmonie de G. 

a) La topologie la moins fine de G qui rende continus les @l@ments 

de I,i es% une topologie de groupe : l'applioation G~G--~G 

b) 

(g, g' )~--) g-lx g' est continue . 

Une pattie V de G est un voisina~e de e si et seule- 

ment si il existe m 6 E et ~> O tels que 

c) Pour que cette topologie soit s4parge (Haussdorff), il faut 

et il suffit que l'harmonie M soit irr4ductible (3.12 c). 

La d@monstration est bas@e sur (3.2), (3.10) et sur les 

remarsues suivantes : les ensembles U d@finis en b), con- 
m~g 
-1 

tie~ent e , sont sym@triques : U = U et v~rifient 
m~£ m~ 

les propri@t@s suivantes : ~ m[ , [~ , m2, £ 2 ' m, ~. 

U 0U ~ Um,~ , si m' = ml+m 2 , ~'= inf(~l,[ 2) 
ml'~1 m2,~ L 

<m 

cette derni&re propri4t@ es± une cons@quence de (3.5) 

TOPOLOGIE DES GROUP~S DIFFkn~ENTIELS 

L~atSo 

Soit G un groupe diff4rentiel. 

Nous noterons DF(G) l'ensemble des fonotions m: G-~[qui sont 

de type positif (3.1) et qui vgrifient 

(notations (1.4 ), (O.2) ). 

Nous appellerons @±als de G les @l@ments 

sont normalis4s 

sera not@ DPo(G) . 

m de DP(G) qui 

: m(e) = ~ ( Cf.( 3.6))~ leur ensemble 
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(4.2) 

(4.3) 

II es% clair que DP(G) = ]IR+~ DPo(G ) ; oue DP(G) est 

m~e harmonie (3.1!)~ dons tun e~ne oonvexe ; que le conjug~@ 

d'un @tat (3.7)~ le Droduit de deux @tats (3.8) sont enoore 

des 4tats~ ainsi que la partie r@elle ~{o m d'un @tat. 

Si @ est tun D-morphisme G-~G' ~ e% si m' est un @tat 

de G' , alors m = m' o~ est un @tat de G. 

~pologie canonic ue 

Puisque M = DP(G) est une harmonie , il suffit d'appliquer le 

thSor&me (3. 13) pour obtenir : 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

(4.?) 

( 4 .8 )  

(4.9) 

(4.1o) 

(4.n) 

(4.12) 

Tout groupe diff@rentiel G peut %ire muni canoniquement d'une 

topolo~ie de ~roupe , d@finie somme la moths fine qui rende con- 

tinus les @tats de G. 

Une pattie V de G 

si il existe un 4tat 

VD u 
m~. 

est un voisinage de e si et seulement 

m et tun nombre £> 0 %els que 

m~ . . . . . . . . . .  

On v@rifie immSdiatement les rSsultats suivants, dons lesquels 

nous adoptons syst6matiquement la topologie (4.4) : 

Si Te D(I~ n,G) , qr es% oontinue . 

~out D-morphisme est eontinu ; les D-isomorphismes sont des 

hom@omorphismes. 

Une diffSologie plus fine d@finit une topologie plus fine. 

Si G est un sous-groupe du groupe diff@rentiel C', muni de 

sa diff@ologie indui±e (1.12) , la topologie de G est plus fine 

que la topologie induite de celle de G'. 

Tout sous-groupe d'un groupe diff@rentiel sSpar@ est s@par@. 

Tout sous-groupe topologiquement discret est muni de la diff@o- 

logie disor~te. 

La topologie d'un groupe quotient (1.15) est moins fine que la 

topologie quotient. 

Pour qu'un quotient G/H soit s@par@, il est n@cessaire que H 

sot% ferm@ dans G ; la condition suivante est n@cessaire et suf- 

fisante : 

[gEG, g ¢ HI----> [il existe un @ t a t  m / re(g) /~l, re(H)=I~] 
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(4.13) [ 
-Le vocabulaire %opologique que nous avons adopt4 au § 2 (en par- 

ticulier darts (2.1), (2.3), (2.4)) sera justifi4 si on 4tablit 

la proposition suivante : 

Soit G un groupe diff4rentiel, G o le sous-groupe 

I g°6 G / il existe un arc ~ tel que~(O)= e ~(I)= gel 

Alors G o est la composante neutre de G pour la topologie (4.4) 

Puisque les arcs sont continus (4.5) , Go est connexe par arcs, 

donc connexe; nous allons montrer que G o est le plus gr~]d sous- 

groups connexe (pour la topologie) en 4tablissant que G o est 

ouvert et ferm4 . 

Soit m o la fonction caract4ristique de G o ; on sait que m e 

est de type positif (3.1); on v~rifie que m o O~ 

(qui ne prend que les valeurs 0 ou I ) est localement constan- 

±e ~ dons diff@rentiable; la condition (4.1) es% v4rifi4e , m o est 

mo -l( ~1/2, 3/2[ )= Go est ouver~;de tun 4tat, et par cons4quent 

m%me G-- G o es% ouvert. 

C.Q.F.D. 

Exemples 

(4.14) ~ Soi% X une vari~±4; d~signons par ~ un champ infiniment dif- 

f~rentiable, & support compact, de demi-densit4s complexes de X. 

Si g est un diff4omorphisme de X , nous savons d4finir l'image 

g(~) (cf.(1.17) ). Le prod~t C~ ~(?) ~st de~ par g 

une ~-densi%~ diff~rentiable & support compact,e% pess&de dons 

une int~grale intrins&que sur X. Nous pouvons dons poser 

on v4rifie que m 6 DP(diff(X)) (Cf.(l.6), (4.11). 

Si g n'est pas l'414men% neutre e de diff(X )~ il es% facile 

de ohoisir ~ pour que m (g) ~ m~(e) ; d'o~ le %h4or~me: 

Tout groupe de diff~omorphismes est un groupe diff4rentiel sgpar~ 

(appliquer (3.13 c) et (4.9)), 

~ m~me technique des demi-densi%4s (ou~ si l'on pr~f&re,des me- 

sures de Haar) conduit au r~sul%at suivant : 

(4.15) F Si G' es% un ~roupe de Lie; sa topologie de vari4t4 et sa topo- 

I 
logie de groupe diff~ren%iel (1.5),(4.4) coincident , e% sont dons 

s4par&es. 
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(4.~) Nous pourriens munir le m~c~e ~roupe de Lie G d'une au±re diff@o- 

logie D' (moins fine) en d4signsJ~t par D'(]R n, G) l'ensemble des 

applications oon___~tinues d'un ouvert de IR n darts G; on peut v@ri- 

fier dans oe oas qtte G n'est plus s@par~ - et plus pr@eis@ment que 

le noyau de l'harmonie D'P(G) est 4gal & la composante neutre de G. 

(4.17) Le quotient ]R/~ (IR et ~ 4rant oonsid@r@s comme groupes 

additifs) est un groupe diffdrentiel connexe; sen rev~tement uni- 

versel est ]R ; ]R/~ n'est pas s~p~@ en vertu de (4.12) I~ 

(4.18) 

(4.19) 

(4.20) 

Axiome de s@p~ration. 

Les exemples pr@o~dents nous montrent que cartaines circonstan- 

ces qui peuven% sembler pa±hologiques son% @vit@es si on se res- 

%rein~ aux groupes ~iff6rentiels qU± sont s@p~r~s: l'axiome de 

Haussdorff apparait donc co~Jne un 6~me ~iome faculta~if que l'on 

peut adopter poU~ les groupes diff4rentiels. 

I1 existe d'ailleurs tune m~thode syst~matique pour se rameI~er 

oe cas  : 

F soi± G un groupe diff@rentiel quelconque; soit K le noyau 

e l'harmonie DP(G) (3.12b). Alors le groupe diff4rentiel 

/K est s@p~4. 

[On v 4 r i f i e  que DP(G/K) coincide avec l'harmonie r4duite de DP(G), 

au sens (3.12 b); elle est donc irr@ductible; par consequent 

G/K est s@par~ (3.13o)] 

Homotopie  s@par@e 

Nous allons donner un exemple de cette r@duction (4.19) : on se 

donne un groupe diff@rentiel connexe s@par~ G; soit (G~ 1~ ) son 

rev~tement universel (2.14), (2.19). 
A 

Si G ~ n'est pas s@par~, on v@rifie en appliquant ~ ~ la con- 

dition (4.12) que le noy~u K de l'~onie DP(~) est un sous- 

groupe du groupe d'homotopie H = ker(l[); que G = G /K est un 

rev~temen% oonnexe de G , s~par@ gr&oe & (4.19) ; que tout rev~- 

%ement connexe s4par~ G' es% de la forme G / K', K' ~ K; par 

consequent le D-morphisme G--> ~ (veir (2.18)) se factorise 

par l'interm6diaire de G : G; est un r ev~tement s@par6 univer- 

sel ; le groupe d'homotopie s@par~e , noyau de G~--~G; ~ es% iso- 
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morphe & H/K ; il est encore central dans G : 

2% 
G 

G ---~ G' 

§5 

(5.1) 

TANG~JT ET COTA/~G~Yf D ' bT; GROUPE DIFFERENTI~ 

Soil g un groupe diffdrentiel quelconque. 

Si ~ et ~' son% deux arcs de G ( Cf.(1.18) ) et m lln 

4tat de G (4.1) ,  les fonctions m o ~ et m e ~' sont deux 

applications diff~rentiables de ~ dans ~ , qui prennent la 

valeur I & l'origine; nous dirons que les aros ~ et ~' son% 

tangents  st, ~ m  , m o y  et  m o~' ont N~me d~riv~e g l'ori- 

~ine. 

Cette relation es% 4videmment une 4quivalence~ les classes 

correspondantes - les "jets" des ares - s'appelleron± veeteurs 

t~gents g G ( au point e ). 

(5.2) 

t ,  

0' 

rfl 
- . - , ~  - -  

G 

i 

.St ~ est un arc et m un 4tat, on sait que [m o~'~ (0) = ~i 

et que m prend ses valeurs dams le disque unit4 I z I-< ~I (3.3) 
oeci suffi% & montrer que le d~velo~.Rement de NacLaurin de m o~ 

& l'ordre 2 s'4ori% : 

m(y(,~))-- 1+i'~f - T  

(5.3) 

~vec ~ ,~ , I~ e ]R , ~'~ o. On en~ tire d'ailleurs: 

I I m(~ (%))I 2 =~l-- ............ t2G"2 + 0(t3) I 
Le ,jet de ~ sera caract4ris4 par l'application mF-~ t ; nous 



113 

(5.4) 

(5.5) 

(5.~) 

(5.?) 

pour~ons don° poser ...... 1 

I jet(~ )( m ) = ~ ~ ~ m( ~ (t)~t = 0 .......... 

identifismt ainsi les vecteurs tangents g G aveo des fonctions 

r@elles d@finies sur le convexe des @tats. 

- Soit ~' ~ ~tre are queloonque; posons ~" = y~' (le 

produit des arcs @rant ddfini oomme en (1.18~) ), et effectuons 

les d@veloppe~ents ~o~o~o~es ~e (5.~) po~[' et ~". ~o~s 

savons, grace a (3.4), ~ue 

compte tenu de (5.3) on en d@duit entre les trois d@veloppements 

les relations suivantes : 

(5.~) 

(5.9) 

(5.~o) 

(5.n) 

qme nous allons interpr@%er. 

(5.6) peut @videmment s'@orire 

en remar~ant a'a~re par~ (notat±on (2.5)) que 

I ....... I jet(~o r ) = r jet(# ) .... ~r~ 

on voit que l'ensemble ~deso"veoteuTs t~ngents" est un esDaoe 

veotoriel. 

En dualit@~ nous dirons que deux @tat~ m et 

si , pour tOUt arc ~ , m o~ et m' o 

riv@e g l'origine~ nous pourrons poser 

I jet(m)(~ ) - ~i dtd [ m( ~ (t))]t = Ol 

Jk 
Soit ~l'ensemble des jets des @tats; ceux-ci constituant un 

oonvexe~ on remarque que 

jet( r m + (l-r) m' ) = r jet(m) + (l-r) jet(m') YrEtO,1 ] 

~onc ~ue ~ est nn convexe; en utilisant (4.2) , on @tablit 

jet( 7 ) = - jet( m ) 

m' sont tangents 

ont m~me d@- 
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qui mon%re que ce convexe est sym4trique, et 

(~.l~) j~( m ~' ) = j~t( ~ ) ÷ ~t(~') 

et en particulier jet( m 2 ) = 2 jet(m) , qui montre que ~ es% 

en fai% un espace vectoriel ; nous l'appellerons OOi~mgen~ de G. 

La comp~aison ~e (~.4) ~t (5.10) ~o~re que le r~e~ 

1 ~ ~ ( ~ ( ~ ) ) t =  o i dt ne d4pend de m et de ~ ~ue par l'inter- 

m4diaire de leurs 'e/~_%~ respectifs ~ et ~ ; nous le noterons 

, ,  

mettant ainsi ~ e% ~t en duali%4 : ch~oun de oes espaces vec- 

(~.~) 

(5.16) 

(5.17) 

(5.~8) 

torie!s s'identifie & tune partie s4parante du dual alg~brique de 

l'autre. 

Topologie de ~ .  

La formule (5.8) exprime que ~ ~ jet( ~ ) es% un morphisme de 

group e ( G, ~ ) ~ ( ~ , + ); ce qui perme± de munir ~ d'une 

structure de groupe diff4rentiel quotien% e%, partan%, d'une topo- 

logie; on peu± v4rifier qu'elle es% s4par4e. 

Nous allons proc~der autremen%, en utilisan% l'in4ga!it4 (5.7) 

[~-+r' -T"]  2< (~.+~,+~,,)(~+~,_~,,)(~_~,+~,,)(_~+~,+~,,) 
2emarquons d'abord que trois hombres ~'~'~ ~" positifs (5.2) 

ne peuven% v4rifier (5.16) que s'ils formen% les c6%4s d'un tri- 

ankle ; l'aire de ce %riangle, on le sait~ es% 

A= ~ (~'+~ ,+~ ,,) (~+~ ,-~,,) (~_~ ,+~-) (_~+ m,+~,,) 

est clair que A~ ~CZ~' ; en por%an% dans (5.16) on oh- st il 

tient donc 

I ~+T'-T" I ~ 2~,' 

Sol% ~ un vec%eur ~angen% & G; choisissons un 4±at m. 

A tout arc ~ %el que jet(~) =~ , les formules (5.2),(5.3) 

associen% unnombre posi%if ~ ; nous noterons 

II ~ II m 

la borne inf4rieure de ces nombres. 
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(5.~) 

le fair que ~'i G'', ~'" soient ies cDt@s d'un triangle permet 

d' 4tablir I' in@galit@ triangulaire 

ii + x'llo -+11 Î1o+ t 11o 
l'4galit4 

(5.20) IIr~m = I r l , ~  m ~trE ~ , 7 ~  

I1 11 r4sulte de (5.9) ; on volt dons que ~b-~ m 

semi-norme sur l'espace veotoriel ~ . 

En utilissmt la convexit4 de l'ensemble des @tats, on trouve 

(5.22) 

(5.23) 

(5.24) 

(5.25) 

formule qui devient, dans le cas m'= m , !'@gali%4 

Ill 
ce qui montre que 

les semi-hermes associ@es aux divers ~%ats formen% donc un syst~me 

comple% , et donnent ~ ~ une structure d'espace vectoriel %opo.- 

logique localement convexe ; on constate m~me, grace ~ (5.21) 

que les convexes sym4triques 

constituent un syst~me fondamental de voisinages de O; ainsi d'ail- 
leurs que les _Urn, ~ . Enfin, en utilisant la notion de fonction 

conditionnellement de type positif, on peut @tablir la proposition 

suivant e : 

Le morphisme de groupe jet : ~--~ ~ (5.8) est oontinu (pour 

la topologie du groupe diff4rentiel des arcs r ~ et la topologie 

(5.2~) de l'espace tangent ~ ), 
.s% 

-I1 r@sulte de (5.22) que les @l@men%s ~ de % s'identifien% 

& des formes lin@aires continues sur ~ ,donc 
$ II 

que 

gcg' 
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(5.2s) 

(5.29) 

(5.30) 

(5.n) 

(5.32) 

116 

Repr4sentations adjointe et oo-adjointe 

soit ~ : G 1 --~G 2 tun D-morphisme. 

Si ~ est un arc de G ! et m un 4tat de G 2 ,(I),,~ est un 
arc de G 2 , m e@ un 4tat de G 1 (4.3))et on a olairement 

~ jet( m o@ ), Jet(~)} = ljet( m), Jet(~o~) I 
il en r@sulte l'existence de deux applications lin@aires, T~ 

(tangente & @ ) e± T~ (0otangente & ~) d4finies par 

T ~ ( j e ~ ( ~ ) )  = jet(~o~) 

T*@(  j e t ( m  ))  = j e t  ( m  o ~ )  

- 2 d~_us 1 ~ et e l l e s  

sont transpos4es : 

ce eui permet de prolonger ]~du dual dans le dual ;i ' 

• 

La formule imm@diate : 

montre que l'applicatCon lin4aire T@ est continue . IIen r4sul- 

te que le prolongement de T~ d@fini par (5.29) envoie le dual 

topologi0ue ~dans ~'~. 

La composition de dcux D-morphismes ~ et ~ conduit aux 

formules 

Consid@rons un D-automorphisme int4rieur (I.iO) d'un groupe dif- 

f4rentiel G ~ : g' ~-~ g ~ g' ~ g-~[ et posons 
g 

Ad(g) = T@g. Ii r@sulte de (5.31) que Ad , ainsi d@fini, est 

une repr@sentation lin@aire de G sur son espace tangent ~ , 

eue nous appellerons repr@sentation adjointe ; Ad(g) est continu, 

et peut se d6finir explioitement par 
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(5.~) 

(5.~4) 

(5.~5) 

(5.~B) 

I ' " I 
Ad(g)(je%(~)) = jet( t1-~ g~(t)~g -~) 

Parall~lement~ on d6finit la r eRr~sentation ooadjointe 

G~ur ~ p~ Ad ~(~) = T~_~ on 
- g 

Ad e% Ad ~ son% l±6es par la relation d'@quivarianoe 

qui perme% de prolonger Ad (g) sun le dual topologique 

sur le dual alg6brique ~. 

Enfin~ si ~ es± t~n D--morphisme 

(5.n) 

~9oAd(:) =Ad(9(:)) o ~9 

G-~G', on trouve gr[ce A 

Ad de 

OU 

Croche% de Lie 

Th6or~me: 

Soit G nn groupe diff@rentiel~ m ~n @tat (4.1), ~ e± ~' de%t~_ 

arcs (1.18). 

(5.37) 

Le nombre 

es% r6el et ne d6pend que des jets ~' X'~' de m ,~, ~' ; 

le nous nolerons % ~, ~, ~,~ 

antis,ym6tri~ue pour ses deux argument~ veoioriels: 

On a aussi 
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es% uns apolicaiion de IR 2 d3m.s ~ ; les axiomes (I.I) et 

la d4finition (4.1) montrent que G9 est C % 

Posons, pour % fix4, ~i(u) : ~(t)~'(u)~(%)-~; on a alors 

~ ~ (~,u) = ~ ~ m(rV' ~ ' - ~ ( u ) ) u - O  : i du u=O ~ du ~t 

t~' j e t (~  ) - ~ ' ~  (grace ~ (5.8)); d'oh,en utilisant la d4fi- 

nition (5.33) de Ad • 

u=O 

en d~rivant pap rapport g t pour t=O, on trouve que ~ est 4~al 

~u second membre de ~ ~ et par oons4quent ne d~pend de m e% 
# 
que par leurs jets ~ e% ~' ,  et bi-lin~airemen%. 

Si on ~change les arcs ~ et ~', la formule (3.2) montre que 

~(%,u) est rempl~o4e par ~ ;  la commutation des d4riv4es 

p~rtielles montre que ~ change de signe ; <> ne d4pend donc de 

que par l'interm~diaire de ion jet ~, et est antisym4trique 

en ~et ~' ; l~ tri-lin@arit4 en d4coule imm4di~tement. 

C.Q.F.D. 

La fonotion~ que nous venons d'utiliser v4rifie 4videmment 

~(%,0) =?(O,u) = ~ ~%,u~]R; son d4veloppemen% de Taylor 

l'origine se d~dui% alors imm~diatement de (5 .37~ ) : 

( u )  = 1 + 

l i  i 

d4veloppem~nts limit4s analogues ~ (5.2) : 
m ( ~  (%)) =~ + i t ~ - - t ~ [ G , ' 2  +e~'2 + i T ; ' ~  + 0(t 3) 

avec@" = f + t '  (Cf (5.6)) ; l i in4g~l i t4 (5.17) nous donne 
'1 T + T ' - - T ~ !  ~ 2 ¢ ~ '  ~)  

I~+~'  - ~ i  ~< 2 ~ ,  
en u t i z i s ~ t  (5.5),  (5.38) et les a~velo~ezents 4> et ~ o i -  

dessus, il vien% %ous calculs fairs 
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(5.~9) 

(5.40) 

(5.~) 

(~.4~) 

,~{(~,~ ~_ : #  )~ + (~,  _,,~ + ~ ~_~,~ ,~,~) ~] :  o(~) 
d'ofl 

~"~ -- ~"= o~ t~, ~ ,  ~'J = ~ c ~  - ~  ) 
!a sous~raction de ~ et ~ donne alors 

et le collationnement avec ~ et ~ : 

It~,~,x,~l.< ~ ,  
d'o~, en choisissant judioieusement ~ et ~' dont les jets va- 

l,, ~v' x'~'}t'~ ~ ll~lL</l X'll ° 
d~ns cette in@galit4, ~ est arbitraire darts ~, ~ et ~' darts 

,st m d4signe n'importe quel 4tat don% le jet est @gal ~ ~ 

elle implique que {~, ~ '~'I est fonction continue de~ et 

de ~'. 

-Soit ~ un D-morphisme GI~G2; soien% ~£ ~2, ~' '~ '6 ~ .  
En utilisan% la d@finition (5.37 ~)~ on v4rifie la formule 

avec comme cas partioulier la formule d'@quivariance 

Ad$(g)(~)~ Ad(g)(~)~Ad(g)(~')} =) ~ ~ ~ ~'I 

(5.43) 

(5.44) 

.Soient X et H' deux vec%eurs tangents & 

leur crochet de Lie 

[ z ,z ' ]  
comme l'application lin4aire 

['}Q,~ '] est donc un 41@ment du dual ~"~' 
men% 

G. Nous d@finirons 

il d@pend lin@aire- 

de ~ e% de ~ ', e% il est antisym4trique : 

r_r , ~ ]  - - r _ ~  ,~ , ]  
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(5.4}) 

(5.46) 

Th4or~me: 

Soit G un groupe diff~ren%iel, ~ son tangent e± % son 

cotangent. 

D4signons par ~e l'ensemble des~(-~ayant les deux pro- 

pri4t4s suivantes : 

a) VX6~ ~ le crochet~o~ :~b~ ~ o ~  ~pps/'tien% 

~ v ~ ,  ~,~o~o~ ~ o  ~{~,Xo, 
~ .  

Alors 

~ppartient 

~ o, muni du crochet (5.43), est une al~bre de Lie. 

Cet 4none4 utilise 4videmmen% l'identification de chacun des es- J% 
paces ~, ~ avec une pattie du dual de IVautre (5.14). 

Si ~ e e ~o , nous pouvons utiliser cette identification pour 

d4finir ~ (~o) ~" L(~I~, 5 ) et ~(~o) (~ L( ~_~. , ~ ) par 

~(Ao)( ~ ) et ~(Xo)( ~u~ ) son% pr4cis~men~ les applications 

lin4aires dont l'exis%ence es± exig4e en a) et b). 

~o~on~ ~ o~ ~ ~on~ de ~0, ~ons ~ ~ st 

~2 deux arcs dont ils soient les je%s. 

soi~ ~ ~ ~c queloo~que, ao~t le jet ~era ~o~ ~, ~* 

~a bde j e~ ~ 

Posons~ ~ %,%'~s,s'~ ]R : 

~(~ (~)~(~)~ (~)-~ ~ (~,)~;2(~,)x~ (~,)-~ (~)~(~)-~ ~(~)-~) 

il r@sulte des axiomes (i.i) et de (4.1) que la fonction G~ est 

de olasse C ~ ;-don( aussi la fonction ~ z 

~(t,t',s) = ' ~ ~(t,t',s,s') q~i es% 4~le (grace 
i ~s' s'=O ' 

(5.14) et (5-33)) 
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Ou encore, gr~oe & (5.35) 

~Ad @ (~ (t)-~)( ~ )~ Ad(~ l(s))(Ad( ~ (t)-l~(t'))(~2))l 

donc enfin la fonction ~ : 

l(~(~'~') = ~ ¢ (,~,~',s) qui vaut, gr~oe & (5.37 ~) 
s=0 

~ Ad. (~(~)-l)(p) , ~ l ,  Ad( ~(±)-1 (t,))(~2)} ; 
d'O~ finalement, par usage de (5.42) : 

~(t,±') = {p , Ad(~(~))(~l) , Ad(~(t')) (~2) } 

Ii ~t imm@diat (5.46) que 

en d~rivant par rappor~ ~ t' on trouve 

4 

On trouve de mBme en d~rivan% ~(t,O) : 

~t (t,~')=o 

d' oG finalement 

u=O 

D'autre part la relation d'@quivariance (5.42) appliqu@e & 

donne 

~°°~ {~*c~°~ ~' ~ t  
= ~Ad~(~ (u)-l)(~),~(~l)(~2)t (5.46) 
= ~A , Ad(~ (u)) (~(~i)~2)) I (5-35) 
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(5.47) 

(5.48) 

(5.45) 

(5.5o) 

d' o£I 

d ~ (u,~) 
, A , ~ (Th)(A ~)I (~'~'~') 

,W,(~I)(A2) , ~ t  (5.37~) 

zo.tro ~e  ~e ~e0~e= ~o =" (~S)(X~) 
(5-45 a e± b) , done que c'es% un 

On v~rifie imm@diatemen%, si g 6 G e% ~ o~ ~o que 

est encore un ~l@men% de ~ o ; e% plus pr@cis@ment que 

I o~ (Ad(g)()~ o) ) = Ad(g) o0((~o) o Ad(g -I) 
F (Ad(g)(~ o) ) =Ad~' (g)o F(~o)o Ad~: (g-l) 

en appliquant la premiare de ces @galit@s ~ Ad(~)(XI)  

[~l 6 ~C,I , on trouve 

[Ad(g)(~°), Ad(g)(/~1)] = Ad(g)([ X o , ~ I I  ) 
ce qui s'interpr~te de la fagon suiv~nte : 

F La reur@senta%ion adjoin%e de G sur ~ induit sur l'alg~- 

L bre de Lie ~, une repr4sentation ~[e G par au%omorphismes. 

C.Q°F.D. 

Ad(g) (/~o) 

u=O 

= -Ip 

La oomparaison avec V 

v~rifie les condi%ions 

41~men% de ~o ~en appliquan% (5.46) , on %rouve 

La d4monstration du th4or&me (5.45) s'ach~ve par les remarques 

suiv~n% es : 

~o est un sous-espace veetoriel de ~ ; 

le veoteur ,~= ~ i',,(~1)(~2 ) dont nous avons montr@ qu'il es% 

en applique% la premiere des @galit@s (5.47) a un %roisi~me 

veeteur ..~3 pris darts ~ , on trouve 

soi% l'identi%4 de Jacobi. 
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Ii es% clair que ~e co~ncidera avec ~ si G est commutatif, 

ou si ~ es% de dimension finie; en particulier, bien entendu, 

si G est un groupe de Lie. 

§6 

(6.1) 

EXPONENTIELLE 

Rayons 

Soit G un groupe diff4rentiel. 

Nous appellerons ra~on de G tout D-morphisme ]R -~ G.. 

(6.2) 

(6.3) 

(6.4) 

(6.5) 

(6.6) 

La composition des 

Si f est un rayon de G, si t E ]R , 

[ Si~ es% un l)~morphisme 

~o f est un rayon de 

et darts le cas oG 

D-morphismes (!.9) nous montre aussit~t que: 

for est un rayon. 

G-mG' , si f est un rayon de G, 

G', 

est un automorphisme int4rieur: 

Si f est un rayon de G, si g ~ G 

-1 

est un rayon. 

En revenant ~ la d~finition (1.7) des 

me la d4finition (6.1) en: 

Sol% G un greupe diff4rentiel. Un rayon 

de G (1.18) v4rifiant 

f(t+~,) = f(~) x f(t,) 

D-morphismes, on transfor- 

f de G est un arc 

Soit f un rayon de G, m un ~tat. Afore roof est un 4%at 

de ]R (4.3), c'est-~-dire une fonction de type posi%if sur 

qui est diff@rentiable. Le th@or&me de Bochner nous apprend 

qu'il existe une loi de probabilit4 ~ de ]R ( : une mesure 

positive de masse 1 ) dont m of est la %ransform@e de Fourier: 

m(f(t)) = I~ e it~ d~ (~) 

la diff4rentiabilit@ de mof signifie que V possAde des moments 

de tousles ordres. On peut obtenir sur l'expression (6.6) le 

d6veloppe~ent de ~cLa~i~ ( voir (5.2)) , 
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(6.~) 

(6.~) 

(6.9) 

(~.lO) 

(6.n) 

I m(f (¢) )  = i * i%~ _ ~ -  ~ 2 +0_2 + i T  + O(t 3) 

on trouve imm4dia%ement : 

~ = I ~ / ~ I =  J = =  d ~ ( " )  = v . l e .  mo,e~.e de la  = i . b l e  al@- 
a%oire ~2 

( ~  et ~ sent les jets de m et f ) 

~" est donc l'4oart-type (standard error) de ~ . 

l~ = O. 

Si f' est un autre rayon de G, auquel m associe un @cart-type 

~' , l'±n4galit@ (5.40) nous montre que 

[ d~ns le cas particulier o~ G est le groupe de Weyl-Heisenberg 

associ@ au plan symplectique ~2 $et oGles rayons f e% f' 

sent aesoci@s aux hamiltoniens-coordonn~es pet q, (6.11) nous 

fournit la relation d'incertitude de Heisenberg , sous sa forme 

la plus pr@cise ( le facteur ~ ne peut pas ~tre major4 . 

(6.~2) 
Th~or&me: 

soit Gun groupe diff~reniiel ; (~ , ~l" ) un rev~tement de G. 

ILa oorrespondance (voir (6.3)) 

entre rayons de G e% rayons de G est bijecIive. 

-L'injectivi%4 es% imm4diate(du fair que ker(TU) est diseret). 

-Soit f un rayon de G. Le lemme (2.11) montre qu'il existe 

f 6D(]R,~) tel que ~T o f = f ; f es% d4~ermin~ M~ ker(IT), 

et peut ~tre choisi pour que f (O) = ~". L'applica%ion 1w2.--~. 

ker(Tl~ ) : (t,%')[-~ ~ ( t )  -1 ~ 7 ( t + t ' ) 1 ~ ( % , )  - t  es% 
looalemen% constante done const~nte; il en r4sulte que f est 

unrayonde G (cf.(6.5)), envoy~ su~ f p~r (6.12<>). 
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Diff@olo~ie forte 

Soit G un groupe diff4rentiel. 

Nous appellerons diff4ologie forte de G la diff@ologie engen- 

dr@e par les rayon_._~s (volt (1.3),(6.5)). 

D@signons par D la diff@ologie donn@e de G, par D' la diff@o- 

logie forte. Hi on choisit g g G , des rayons fl .... fp 

de G, et une application diff~rentiable (rl,...rn)~-~(Ul, .... Up) 

il est clair que la fonction ~ • 

(~(rl, ....... rn) = gEfl(ui)~ .... Xfp(Up) 

appartien% i D'(lqn, G). R4ciproquement on v4rifie ( en uti!i- 

sant (6.4)) que tout 41@ment de D'( ]R n, G) est borne sup4rieu- 

r_~ (o.i) de fonotions du t~e (6.i4) • 

Par construction m~me de la diff6ologie D', les D-rayons et les 

DLrayons sent les m~mes; il en r4sulte que le passage de D 

D' est idempotent. 

La diff4ologie forte D' est plus fine que la diff@ologie initiale 

D (1.3); elle implique done une topologie plus fine (4.7); si la 

topologim D 4tait s4par4e, la topologie D' le sera. 

La composante neutre forte est done un sous-groupe (invariant) 

de la composante neutre initiale; g l'aide de (6.14), on volt 

que cette composante neutre forte est l'ensemble des produits finis 

q(tl) X .... ~ fp(tp) (fj= rayons) 

ou , si on pr4f~re, des produits finis 

(u~iliser (~.2)). 

Soit G un groupe diff4rentiel, (~ T[ ) un rev~tement de G. 

(~-2 A l'aide de (6.14) et (6.12) , on constate que G, reste un 

rev~tement de G si on munit ~ et G de la diff@olo~ie for- 

t_~e.~'ils 4talent connexes initialement, ils ne sent pas n4cessai- 

rement fortemen% connexes; la situation s'analyse alors par les 

consid@rations au § 2 ( en particulier (2.12)) qui sent valables 

pour les diff@ologies fortes comme pour les autres. 
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(~.~o) 

(6.21) 

(6.22) 

(~.2~) 

(6.24) 

R 

B 

Si G est un ~oupe diffSrentiel fort, il ~sulte de (6.14) que 

l'espace veotoriel tangent ~ est en~endr@ par les jets des 

ra~ons. 

Exemples: 

La diff@ologie standard des groupes de Lie (1.5) e~ forte. 

Nous avons oonstruit pour les groupes de Lie tune "mauvaise" dif- 

f@ologie non s@par~e (4.16); la diff@ologie forte oorrespendan- 

te est "la bonne" (1.5). 

Exponent± ell e. 

Tout rayon d'un g~oupe diff@rentiel G est oaract@ris@ par .son 

~erme & l'orisJne ~ ceci r@sulte du th@or~me suivant : 

I Soit G ~u~ groupe diff~rentiel~ ~ une fonction aD(~G ) 

d@finie sur un intervalle I contenant O, et v@rifian% 

b ~(t+t') =~(t)~ (t') si % , t' et %+%' 61 

alors il existe un seul rayon f prQlongeant ~ • 

IOn peut construire f en remarquant qu'il existe un seul pro- 

longement A(~ ) de ~ , d@fini sur l'intervalle 2 <I et 

v~r i f ian t  Za relation ¢ ; ~ savoir A(Q;~ ) ( t )=  T ( t / 2 )  2 
alors f = sup An(~ ). 

Si le groupe G est s@oar@ , tun ra,yon est re%me d@fini oar son 

. let : 

It 
Soit G un groupe diff@rentiel s@par@~ ~ un vecteur tangent 

G. Nous dirons que ? est templet s'il existe tun rayon f 

el cue jet(f) =~. Alors f est unique. 

Supposons qu'il existe deux rayons fl et f2 de m~me jet ~ ; 

soi% m un @tat. On oonsid~re la fonulidn : 

(t,u) = m(q(t) X %(u) ) 

Quels que soient t o et u o 6 ]R , on a 

02(to+t , uo+u ) = m( f l ( tO )~  [ f l ( t )  ~ f2 (u ) ] x f 2 (uo )  )~ 
et le th@or~me (3.i0) nous montre qu'il existe trois @tats mo~ 

ml~ m 2 et trois complexes co,Cl,C 2 tels que 
2 

(to+t, ~o+~ ) =~ op %( q(t)~ %(~) ) 
p-'o 

On en d@duit la valeur des d@riv@es 7~ et pour ~;=t;©~ 

P 
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(&25) 

(6.,6) 

(6.~) 

(6.~8) 

(~.~) 

quen% ~0% ~Ou es% iden%iquemen% nul, ~(%, -%) = Cte = 

(,~(0,0) = 1; on a donc m(f&(%)x%(-%) ) = ~ pour %ou± 6ta% m; 
G 6tan% s6par6~ ceci entra~ne f~(t)~f2(-%) = e~ d'o~ fl =f2" 

C.Q.F.D. 

Si G est s4par6 et si ~ est un veoteur complet, nous poserons 

[~(~) ~(~T ) I ~m 

-Si ~ est ~n D--morphisme G --> C~ l G' si G e% sont s4par~s 

e% si ~ est un vec%eur oomplet de G, il r@sulte de (6.3) que 

T~( ~ ) es% un veoteur oomplet de G' , et que 

I e~p(TV(~))= * (~(~) i  1 
En particulier~ si G es± s6par~ y comple% e% g ~ G 

Ad(g) (~) es% .... comple% et 

[exp(Ad(g)((}9 )) = ~ )< exp(~ ))~ g- i  1 

Th4or~me : 

S,~ G es% un groupe s4pa:P4, ~ 1 et ~2 des vecteurs oomplets de 

G, e% si [% o 

ffl +~2 es% Comple%, et 

exp(~Ol+(~2) = exp(~!)2,  ex"P(~2 ) = exP(~2 ) x exp(T l  ) 

son je%~ e% oonsid4rons 18~ fonction r6elle ¢ " 

$(%) =~p, Adj(fl(t))(~2) I 

Vt;o~:l~, ontcouve (J)( to+%)=~p~, Adj( f l (%))(~_) t ,  avec F o = 
~6 

e~( ~ ) = f(~) 

f 4rant le rayon v@rifiant 
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(6.3o) 

(6.n) 

) . o  

(~(t) =(~b(o) = ~  , (~ 2t. ]~ 4tant arbitraire, on a Ad(f l(t))(~2) 

= (~2; d'o~l, gr~.ce ~ (6.28) , fl(t)× f2('b')× fl('b)-I = 

fl(t) et f2(t') commutent, fl X f2 est done un rayon; on 

sait que son jet est 4gal ~ ~1+~2 ;donc exP(~l +~ 2) =~fl~f21 (1) 
= exp(~Ol)X exP(£f2) • 

C.Q.F.D. 

Ce r@sultat comprend comme cas partioulier la formule 

e~( [~÷~']7 ) = e~(t¢ ) ~ e~(t' T ) 

@vident sur la d@finition (6.26). 

On peut construire des exemples de vecteurs complets ~I et ~2 

dont la somme ~1 +~2 n'est pas un vecteur complet t ainsi, 

dans le groupe des s37nplectomorphismes de ]R 2, les vecteurs 

associ@s aux hamiltoniens p2/2 e% q3/3 3 : l'ensemble des veo- 

teurs complets est donc une 4toile du plan tangent ~ (:une 

partie invariante pe~r les homotb4ties) , invariante par la 

repr4sentation adoointe (Cf.(6.28)) , .mats pas n4cessairement 

u_n espace vectoriel. Dans le cas de la diff4ologie forte~ on 

salt que l'espace vectoriel engendr4 est 4gal & ~ (6.20). 


