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§1: INTEGRATION ELEMENTAIRE

El eiste wa paranitre 5, @bfini globalencet, gui a Va propribth suivinte: e tenps 1 ot Lo position &, exprisds en fonction de s,
vieifiest e stoe kquation difdérentiolle lintaire, Ceci prrret une intégration explicite m fonction do conditions initiales quedcongass.

Considérons un point matériel, soumis A& wun champ coulombien. En choisissant
convenablement les unités de longueur et de temps, on écrit les eéguations du
nouvement sous la formes

dR - dv 3 2
(1-1) Pl L R A = <R, R )

les crochets < , > désignant le produit scalaire dans RS.

On remarquera que cette écriture contient & 1a fois les cas d’une force attractive
{r >0) ourépulsive ( r < 0 }.

On constate par quelques dérivations que

2
(1-21 * = YV - 2r

est une constante du mouvement ( c’est 1 "intégrale des forces vives", double de
1*énergie ), et que 1a variable s définie par -

t1-3) s = <{V.R> -+ ¢t
verifie
ds 1
—4} i
‘-4 dt r

ce qui permet d’utiliser ¢ au lieude t pour paramétrer les solutions. On
pose donc:

{1-5) PR mm o o=-

a
w

o
r

et on trouve immédiatementt’
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(1-&) ' =r R =Vr

(1-7) t7'= <V,R> R*’

¥ <V,Ry =R/r

(1-7) s*éderit aussi

(1-8) t''=tf + s R =R't** - R"t’_]

d’ol

(1-9) . 77 = t7F 41 R**’ = R*§ |

par conséquent la matrice-cplonne

(-10 X = {t}

est solution de 1’équation différentielle LINEAIRE

t1-113 X =yt g

i

Introduisons aussi la matrice 4x4 .
.

{1-12) M= X X' xr**)
solution de
(1-13)° M =MA

i on pose

{115} a8 =

(=
o oo
o oo
o OO

L7equatinn (1-13) possdde une solution standard, fournie par 1’exponentislle
expluA); on définit cette exponentielle comme la fonction & (uy verifiant:

{1-15) Driw = a b
d’al résulte

(1-18) ¢ turvt =y Sovy beew = G,

(b(O) = ] = matrice unité
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Choisiszons arbitrairement un réel s, ; on constate, grace i (1-13) et
{1-15), gue la matrice M, définie par

(1-17) M, =M d)(s.-s:l

a une dériwvee nulle, donc que ses &léments constituent SEI1ZE  CONSTANTES DU
MHOUVEMENT grave & (1-154), on a

t1-18) MM, Cb(s-s,) 1

cette formule donne la valeurs de M, donc en particulier de t et de R, en
fonction du paramétre

t1-19) U =S58,

‘et de conditions initiales quelconques { i1 suffit de calculer la valeur
correspondante

{1-20) M
de la matrice M )3 LES EQUATIONS DU MOUVEMENT SONT DONC INTEGREES.
Formules explicites.

- La matrice A vérifie 17é&quation

: 1
(1-21) PP

una technique standard permet alors d’cbtenir 1'exponentielie par la formule

(1-22) ¢= IE”' + A 5” 4 (Az ~1f) \6' + (AS— Af) K

la fonction B é¢tant définie par le systéme

\6”" - K"" = 0

B"'(O) = i3 }S"(O) = 5’(0) s ‘6(0) = O

(1-23)

on vérifie d’ailleurs immédiatement que 1’expression (1-22) est bien solution du
sygtéme {1-13) caractéristique de 1’exponentielle.

K et ses trois premidéres dérivées sont des fonctions entiéres de u et de

2
.u'¥, qui constituent wume BASE pour l’espace des solutions de 1’équation
différentielle (1-23); notamment 1les solutions particulidéres u et 1 se
développent en
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u = Yo~ xf
{1-24} 6 5

- L'gxpression expiicite de 6 est:

ginhiu \ﬁ) -u ﬁ

—————————————— ~= pour f 2 0,

Ve
' 3
(1-25) Btu) = ui/& gour f =0,
Ly msintaVER o
-f ¥

La farmule {(1-22) s’écrit

R A o 0 0

vy _ 222 3

(1-24) q) = E \6{ \6 3 f 0 °

K; }(;: 3’”, H”{
K E, 6" K)),
et (1-18) donne enfin la solution explicite:

p—

t = t,z'” + ot

[
-
+

L]

-
(= q
-
L=

R= Y74 R

(=98

"osE, E,
TR 6’

R'= R:B’!l + R:r ﬁ“

(1-27 r = t" Bsr’ + t’.’

[

la seule variable nouvelle qui apparaft ici est

(1-28) E=R"-Rf |;

i1 résulte de {1-9) gue E est une CONSTANTE DU MOUVEMENT, donc que E = E .



GECMETRIE GL.OPALE DU PROBLEME A DEUX CORPS -page 7-

§21 QUELOUES APPLICATIONS

Les dynations lindaires formuldes 2v 11 et Jeurs condition Snitiales possident oo certain nonbre Cintigrales presiders yuadratiqees,
fows doanons quelques ypplicatioas élésentaires § 1'Hnde & soeveaent,

- En portant 1"expression (1-22) dans (1-14) on trouve la formule d’addition
(2—1![ 6(u+v) =‘6’(u) + B' w ¥ vy + B”(U) B’(w + b’(v)
valable quel que soig f , et les identiteés quadratiques
(2—2)[ b”z - ‘6' (2+f~6’) = Q, B’”z -f *6’"2= 1.

Les formules d’addition des dérivées de 6 se déduisent de (2-1); indiquans

(2-3) E.(U) =2 3”(3) 2

qui montre que K' est positive quels que spient u et ¢,

— Des  formules quadratiques pour R et ses dérivées s’cbtisnnent a partir de
(1-56) et (1-7); telles les identités

2
R2 = tr
<R, R = t? ot
<Ry RP'> = t"2-' t’
R’2 “‘H‘.’z = 2t
(2-4)
<R', R?> - ft*'t*" = tre
RYLR'> = fL°E°" = L’
Rllz - ft’lz = 1
(R"’a,’,) - ft.lt,” = 0
thlz - ft:!iz = -f

— Le MOMENT CINETIGUE L est une intégrale premiére tlassigue:s
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{2-5} L = RxV¥ = R xR"’ |;

itidentité de Lagrange

(2-83 L2 a R% V2 <R,V)2
dannet

2-7 YER A2 = - Lzl

{ a rapprocher de (2-2) }; enfin la définition (1-28) de E donone

’2,
(2-8) | Ez- 1+ fL

et 2
(2-9) SE R+ L = 2 =r);

cetie forpule signifie que la trajectoire est contenus dans une CONIQUE de fayer Q,

2
d’excentricité || E ft , et de paramétre L°,

Théoréae de Lanbert

- Choisissaons deux instants-points arbitraires du mouvement, ( t+, R‘J et (t_, R,

et affectons 1%indice * 4 la valeur MEDIANE de s ; le systéme {1-2&) danne

bt

{2-10) S eI
R-r
+ -

(2-11) L

et

. r+r
{2-12) -:5__: - t: \6.»:: + \6,'
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un peu de calcul montre que t; et 6' se tirent de (2-11) et (2-12}, en fonction

de {R*— R !2 et de r*+ r_j 3’, fonction paire, donne ensuite la valeur absolue de

d’on |t+ - t_| en portant dans (2-10).

Afnsi la durée de parcours d’un arc guelconque ng dépend que de 1’énergie, de la
somme r + r des rayons vecteurs et de ia corde | R,-FR_ |z c’est le théordme

de Lambert { 1’énoncé demande quelques précisions supplémentaires dans le cas des
mouvenents périodiques }. '

Equation de Kepler

-~ La construction des éphémérides ou le calcul des perturtations requitrent de
connattre u en fonction de { , c'est-A-dire de réscudre 1’équation:

{(2-13) t, 6"’(u) + ot H"(u) + 5, B’(u) + E(u} =t

-e

tcf. (1-27)); le premier membre est une fonction monutone ce u {sa dérivée est égale
& r ); 11 est immddiat qu’elle n’est ni majorée ni mincrée, et constitue donc un
homéomorphisme de 8  sur & ; par conséguent, DANS TOUS LES CAS, 1'dquation de
Kepler (2-13) posséde une solution unique.

31 REGULARISATION D'LNE VARIETE

foris e ragped de moelques rdsettats classiques relatids 3 Lo stewhure de varitth, sous dtfinicsont L “régutaciste® Cure yaridtd o
skpar e,

Sous-variétés et variétés quotient

- Les variétés que nous allons considérer sont de dimension finie constante, de

classe ceo, possédent une base dénombrable des ouverts] nous ne leg supposerons pag
séparées a priori.

{3-1)- Seit X et Y deux variétés, et A une application différentiable {C ooy

X -» Y3 si, pour tout x , Lle rang de 1’application linéaire tangente D{A)(x} est
égal A la dimension de Y , on dit que A est une SUBMERSION; si ce rang est égal A
ta dimension de ¥ , A est une IMMERSION.

{3-2) Soit X un ensemble muni d’une application A dans une variéte Y 3
s'i1 existe upe structure de variété sur X telle que A soit une immersion, cette
structure est unique; une appiication F & valeurs dans X sera différentiable si
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et seulement i Ao F 1'est,

~Toute immersion injective €’appelle un PLONGEMINT; un plongement A est dit PROPRE
8’1l est FERME (= 1’image de toute partie fermée est {fermée ). ARlors A est un

homéomorphisme de X avec une partie fermée de Y , munie de la topclogie induite
de celle de Y .

~ Un cas particulier important est celui d’une PARTIE vV  de h

) munie de
17injection canonique dans Y ' !

1: v B> v.

8i cette structure de variété de V existe, nous dirons que V est une VARIETE
PLONGEE dans Y ; si I est propre, gue ¥V est une SOUS-VARIETE.

Les fonctions differentistles sur une sous-variété V de Y sont celles qui sont
prolongeables par une fonclion différentiable sur un ouvert de Y

Par exemple les OUVERTS de Y <ont les sous-variétés qui ont

v nfme dimension que
.

ITIMAGE V  d'une variéteé ¥ par un plongement A dang Y

" v est elle-méme une
veriegté plorigée dans Y , el une spuc-variéte si

A est propre.

(33} Soit X une vari#té, Y un gquotient de

, ) _ X , g’¢st-&-dire un ensemb:ie
muni dfune application SURJECTIVE At X -> Y,

i ¥ posséde une structure de variélé telle gue £ coit une submersion, cette
structure est UNIQUE; on dit que Y est une VARIGETE QUOTIENT de X,

Régularisation

(3-4) ~Neus dirone qu’une variété X  est REGIAARISABLE =71 existe une VARIETE
QUITIENT ¥ , telle gue '

{3-4 a)) ¥ est SEPAREE;

{3-4 b) toute application différentiatle x > q de X

4 dans une
variété SEPAREE © ge factorise en

X > % > g,

¥ b—> x étant 1’application canonique de X sur X
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(3-5) On constate facilement que 1’application x f—3> q (3-4 b} est unique et
différentiable; que la dimension de 3 est égale A celle de ¥Xj que X est unique a
un ditféomorphieme prés, c’est-a-dire gque toute autre solution §w de (3-4) est

obtenue en composant x > x avec un difféomoprhisme X —> *

(3I-4) 5f une wvariété X est séparde, elle constitue évidemment =a propre
régularisée.

13-7) Il existe des variétés non régularisables, par exemple ceile qu’on obtient
en recollant daux copies de R sur leur partie négative.

§4: INTEGRATION GLOBALE ET REBULARISATION D*UN SYSTEME DYNAMIGUE

Les constructions de §3 sont appligedes av cis d'va systine dmanique classtque; elles peractient do donser § 1enseadle des solutions des
dquations du soovestnt une stroctare coronique dv varibtd, pas ndcessairenat stpirte, et 1e cas bchdant @'appliquer Dalgorithes topologique
de riqularisation. Paraliblessnt, scas caractérisons les intdgrales prexidres flobales,
Espace d’évplution et espace des mouvements

Nous allons étudier ici le cas d*un point matériel scumis A un champ de forces
- maig les résultats peuvent s’étendre 4 un cadre plus général.

Ecrivons les équations du mouvement du point:

ta-1) dR/dt = V dv/dt = Fit,R,V)

F étant une fonction différentiablé, donc définie dans un ouvert.

Cet ouvert Y , ensemble des “conditions initiales®
(4-2) y = (£,R, V)3

s’appellera ESPACE D’EVOLUTION du systéme; on le considére comme VARIETE plangée
dans &? {3-2)3 sa dimension est dong 7.

{4-3) Nous appellerons MOUVEMENT du systéme toute solution connexe maximale x
des dquations (4-1); les théordmes généraux sur les dquations différentielles
permettent d’établir les résultats sulvants:

i4—3 ar: par tout paint Y de Y passe un mouvement x et un  seul; par
conséquent la relation

y € x

définit une application

GEOMETRIE BLOBALE DU PROBLEME A DEUX CORPS —page 12-

y b2 x
et fait de 1'ensemble X des mouvements un quotient de Y .

(3-3 b}z L’espace des mouvements posstde une structure de VARIETE QUOTIENT de la
variété d'évolution,

La dimension de cette variété est inférieure d’une unité A celle de Y , et vaut

donc & .

Intégrales premitres

{4-4) Nous allons utiliser la notation variationnelle de Leibniz~Lagrange: un
VECTEUR TANGENT & Y en y , sera note By } son image par y b—> x s’éerira gx.
Far définition méme d’une équation différentietle, 3y sera tangent au mouvement si
et seulement si x =0,

{4-5) -Définissons les INTEGRALES PREMIERES { ou CONSTANTES DU MOUVEMENT ! comme
les applications différentiables

y b+~—> g

de 1’espace d’évolution Y dans un espace numérique tn y vérifiant la condition
{4-5 a) ' %y tangent au mouvement ==>-8q = 0

cette condition entrafne 1’existence d'une factorisation de Yy v¥—> gq par
17intermédiaire de X

(4-6) ' y > x > gq,
X +—) q étant différentiable,

(4-7) Réciproquement, toute application différentiable x —> g de X dans
e" définit une intégrale premiére y +—) q par cette formule (4-4).

(4-8) Intégrer le systéme, au sens classique du terme, c’est construire une
intégrale premiére
n
y > q € R
qui suffise & caractériser chaqus mouvement; en d’autres termes, 1’application (44}

x > q

doit ®&tre injective,

n
Comme B est sépare, une telle intégration n’est possible que si la variété des

mouverents est elle-méme séparéde. Cette condition est suffisantat un théorame
classique de WHitney nous apprend que toute varieté séparée de dimension p possede
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un plongement propre dans .n { au moins pour n > 2p 3; i1 existe donc une
intégration :

(4-9) ’ y > v

vérifiant en plus la condition 4’ immersion {3-1), qui =’écrit
(4-10) §x =0 <> 3y mo.

ou encore, compte tenu de (3-3);

ta-11) By tangent au mouvement {==)> Ev = 0

(34 comparer avec (4-5 at ),

'3

Grace 4 cette condition et au fait Que x k> v soit propre, !’image V de Y

par y => v est ELLE-MEME UNE SOUS - VARIETE DE K 13-2), difféomorphe &
1’espace des mouvements; et toute intégrale premitre y j—> q €e factorise en

(4-12) y b>v > g,
iR +—> q étant différentiable sur vV, donc prolongeable par une fonction

différentiable au voisinage de v . Y > v est donc une INTEGRALE PREMIERE
UNIVERBELLE; nous 1’appellerons INTEGRATION BLOBALE du systéme.

Systéses dternels

(413} Un cas particuliérement simple od 1'espace des mouvements est séparé,
e’est celui o0 tous les mouvements sont éternels; on cobtient un plongement de
1’espace des mouvements enp choisissant une date t, et en associant & chaque

mouvement X son intersection avec la variéts plongée dans Y définie par:

t =t

variété que 1’on peut considérer comme 1’ESPACE DE PHASES du systéme. Dans ce cas
particulier, espace de phase et sspace des mouvements sont donc di ff domorphes.

Systémes régularisables

{4-14) Examinons maintenant le cas plus général oo la variete des mouvements X
est REGULARISABLE, au sens (3-4); la régularisation est caractérisée par le triplet

(x, K, %

od 1’application K fait d’une varidte ¥ le "plus grand" quotient séparéd de X

Alors toute intégrale premiére Y b—> q se factorise en

EEOMETRIE BLOBALE DI PRUBLEME A DEUX CDRPS -page 14-

K_
Yy —> x > x }—> g,

8i bien que les intégrales premiéres {globales) ne permettent pas de distinguer deux

mouvements qui ont meme image dans X . Les classes de mouvements ainsi équivalents
s’appelleront "mouvements régularisés",

Grace au théoreéme de Whitney, la variété séparée i posséde un plaongement propre

X > v dans un espace numérique.

LA FROPRIETE D UNIVERSALITE (4-12) SUBSISTE: 1’image de Y est une sous—variste

n
V de B, et toute intégrale premiére est obtenue A& 1’aide d'une fonction
différentiable sur V :
v b3 q
par la cempoasition:

y b= v —> q;

nous dirons encore que y F—> v est une INTEGRATION GLOPALE du systéme,

{4-13) Dn notera gque la difféalogie de V ne dépend pas de la manisre d’intégrer
globalement; c’est celle de la régularisée de !’espace des mouvements (Voir (3-% 1,

5531 REGULARISATION ET INTEGRATION EFFECTIVES DU PROBLEHE DE NENTON

Revanons au problies e Nerton
(1) PPESPACE PEVORUTION Y est |'sasesdle des triplets de l? '

y = {t, R, V),
pour lesquels R B 0,

(2 Les dquations & souvesent " derivent

9-5-»' ﬂ=—R.r'r3
dt dt
e
r= LRI

€ faot bgal 3 H saloe que Lo champ st abbractd oo répulsif.

(530 LTESPACE DES MOUVONENTS oot one varifbd © de disension § dans de cas attractif, nows allons eonstater que cotte varidté WSt
PAS SEPAREE, azis qu'elle o5t REGULARISABCE; nous appelleres VARIETE DE MEWTON sa riquiariske K,

La séthode consiste & RACCORDER 1a VARTETE BEVGLUTION Y (e dinension 7 ) avec goe VARTETE DES COLLISTONS £ 4 4 dinensions, i
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pnéuns, pour tout u ER

fapon 1 comtitaer une varidtd 1 poi peot vudir 1'acticn du grovpe des riels) sction qui Intkgre les dquatioes du sooveanst. L variité _ 1 .
de Nexton cherchbe N ast e QUITIENT de 1 par cette action, (5-6) _)\(U) L, M e CF, B explud) )7 '
X, vridte de finesion &, peat ftre plongée dans wn espace nondrique, ce qut dmurafl 1'INTESRATION GLOBKE, av sens du #4, il est immediat nue
(5-7) Mutvr = Au) o Ay,

{5~4) Considérons un couple

17
c’est~a-~dire qu'on & défini une ACTION du groupe additi{ E sur B
2= (f, M

Cetie action est engendrée par le champ de vecteurs z > 8: défini par
ol f désigne un réel et M une matrice &x4 qui se décompase en 1

£ bttt e (5-8) [Slfno,gn=nn|;
M= H . 1 -

[ R R*? Rree

on peut considérer z comme une variable qui parcowt E”. en dérivent lec formeles (5-5), on conciaie que
raposition T 2 =0,
{5-35) FUn considere la fonclion F : B =) K définie part
ce qui muntre que:
R - R! t?) F Rl’ tl
R*'* -R" { (3~%) La forgule (8-4) défimit ure action différentiable du groupe B sur la
L L N L ] varidtg 1.
’2 l2 Ll
Fz) = <R’ :”> ftﬂ:.t” ff, " Lffinissone, dans l”cumme dans % , le fonution s:
¢ - - e e s b
R0 2 gt ? - g 5-10 sfz} =477 - ¥
et 1’ensemble ' {Cf.¢1-2) et (1-7}; cn ctonslale que
1= { z € B”I Fi(z) = 0} H (5-11) El“(ﬁ = 1
17
I est une SOUS-VARIETE de B, de dimension 7.

tnetation (S5-B) ), ce gqui entratne

: (5—12)[ s( )\(u)tz)) = glz} +u .,
On le werifie en constatant que ie rang de 1’application lingaire tangente D(F}({(2) .
est égal 4 10 pour tout z € Z et en utilisant un théoréme classique. Cette foreule signifie que la fonction < est une projection de 2 sur B
EQUIVARIANTE gpour 1’actien (5-6).

Avec 1*écriture (1-14) Il en résulte que, pour toul réel £, 1’équation

000 0

a =1 000 slzi = s,
01 0 4
6010

définit™ une SECTION dez orbites du grcupe; choisissons une telles section (nous
prendrens §,.c ¢), que nous désignercns par N :

'
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{5-13) N = i nez/sin = 0}
N est 1'image de 1 par 17application différentiable idempotente:
(5-14) 2 F=>n= )\(-stz)) (z)

{ notations (5-10) et (5-&6)), et constitue & la fois une sous-variéte de 7 gt une
variété quotient de I {par la fonction (3-14}}; sa dimension est & . Il en résulte
la propesition:

1'équation
z =)in), avec uE K, nEN

definit un DIFFEGMDRFHISME

(3-15) tu,n ) K> 1z

entre le produit cartésien R x N et la varistée 2 .,

-
‘Montrons maintenant ques

La variété 7 posséde deux composantes connexess

) I+ definie par t* > 0,
(5-16) i z- définie p‘ar t* £ 0.

Remarquons d’abord que la définition
£’ <0

de 2Z- en fait une partie ouverte de 2 ; d’autre part !’une des #quations {5-5)
qui définit I :

R’Z- tr(2+4t*)
montre gue, dans 2 1

(£ C O Cam) (244 < Ot £ D> O)

le second membre est donc une autre définition de I- qui en fait un ensesble

" fermé; son complémentaire dans 2 , 7+ , est donc aussi ouvert et fermé. I1 reste
& mentrer que 2+ et I- sont connexes,

Nous verrons en (5-18) que 2- est difféomorphe & 1’espace d’évolution Y s donc
connexe. Nous verrons aussi que 2+ contient un ouvert connexe Y+ {5-1%), et que
tout point de 2+ qui n’appartient pas & Y+ peut lui étre joint par wun are
{5-27); ce qui établit la connexité de 2+ .
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Chacunge de ces composantes connexes est nécessairement stable pour 1’action du
groupe connexe & § par conséquent:

(5~-17) la wvariété N posstéde deux composantes connexes N+ et N- , définies
respectivement par t* 2> 0 et t* < 0; I+ est difféomorphe & R x N+, ZI-
a R x N-.
Proposition:
(5-18) Les formules
t o= 0t
R t= R

¢ 1x Ve
t* 1= r :

£ 1= <Y,RY
U e L4 FE
R 3= vt

R*" 1= (R’t'* - RM/C°
R’** 1= R" §

définissent un DIFFEOMORPHISME de 1°espace d’évolution Y avec un
ouvert de 2 .

by,

Ce résultat est VALABLE DANS LES DEUX CAS [ attractif ou répulsif, £ = +1 );

1’image de Y sera désignée respectivement par Y+ ou Y- 3 on a:

Y+ = iz&l/t’)O}

s Y- = {zEZ/t’ <o}

La vérification est &lémentaire: il suffit de constater que le difféamorphisme
réciproque de {5-18) est:

t =

1=
H

(5-20)

o
2 » -
S
[ad

L*image par ce difféomorphisme (5~20} du thamp de vecteur (5-B) se calcule
immédiatement; on trouve

{5-21) Vsl(t,R,W = (1,V,-R/r) r
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Progositioa:
{5-22) |Les MOUVEMENTS sont les composantes connexes des intersections avec Y des
orbites de 1’action (5-4). :

{bien entendu et énonceé identifie 1’espace d’eévolution
Y- qui résulte de {5-18,19)).

Y avec l'ouvert Y+ ou

La comparaison de (5-21) avec les équations du mouvement {35-2) montre que chaque
cooposante connexe de 1’intersection d'une orbite avec Y  est contenue dans un
mouvement (voir la définition (4-3)).
La formule (5-10), qui s"écrit aprés 1’identification

s = <V,R> - ft

et la forpule d’équivariance (5-12) montrent que tout mouvement est contenu dans une
orbite,

CAS ATTRACTIF

L’espace des mouvements Y , ici Y+ , a pour complément dans I+ 1’ensemble
(5-23). L= {zEZ! t’-O} ;

- les formules (5-4) montrent que sur € on au aussi

(3-28)

’ gr? -0; £ = g
R=R' =R*?? '0' lR"ﬂ = 1

et que par conséquent R*’ abpartient 4 la sephére S2.
1*application

Plus précisément,
{f, t, R*") >
2_({ t 0 0 1]
0o o0 R’ O

est un plongement propre du produit cartésien ﬂzx §2 dans 2 , dont 1’image est
£ 3 d’ol0 la propositiont

(5-235)

{(3-2&) L’ensemble C est une sous-variété de 2 , de dimension &, diffdomorphe &

82 x 82,

‘Drbites de collision

Etudions une orbite qui rencontre C ; soit 2, un point d’intersection; d’aprés
{3-25) on peut poser
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0 ¢ RO

R.’ #tant un vecteur unitaire; la formule (1-26) donne toutes les composantes de
A(u)(z.l, en particulier

t' o= X'(u!i

on sait que

K’(u) =2 5”(u/2)2

(2-3)y par conséquent les paints d’intersection de 1’orbite avec € { d’équation
t’ =0 ) sont les zéros de D”(ul?); donc

u=0 seul si f 2 0;
15-27)

t2n/d<Ey B si § <O,

Ces points séparent les mouvements contenus dans cette orbite, donnds grace a
({1-2&) par

t=t,+ ﬁtu)
(5-28) S
vegr Lol
. ¥

étant croissante, il s'agit de mouvements SUCCESSIFS, visiblement rectilignes,
Lorsque u tend vers zéra, la vitesse tend vers 1’infini, il s*agit donc d’une chute
sur le centre attractif se terminant par une collision, Le mouvement gui lui
succéde dans l’orbite est une réflexion sur ce centre { parce que ¥ est une
fonction impairel; le point reste d’un méme coté de O { parce que ¥’ est
positivel.

Thior ket
{5-2MN[La réunion des :Xrorbites qui rencontrent £ est une socus-variétéd connexe
D+ de dimension 3; son complémentaire est dense dans 7+ .

Nous nous contentons d’indiquer quelques étapes de la démonstration, qui précisent
le résultat:



Lonnet
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ks
15-30) ﬁ;ns l'espace R parcouru par la variable

k= (f,t7,007)
1'équation

t”z “tT(2+§87) = O

définit upe sous-~variété K , de dimension 2.

ks

Progositiont _

{5-31

La réeunion D des orbites constituées de mouvements rectilignes est
définie dans 2 par 1’'équation:

L =R'xR*’ = 0
{(cf.(2-5)); 1’application
t ot e 14474 )
Et” Et'® E(1+ft*) Et ¢
4

est un plongement propre du produit cartésien
17image est D , et dont la réciprogue est

(£, k,E}  +—> '(f

R x Kx §2 DANS I , dont

z > (t, § t", £, R'’-R$).

.
Levae: -
{5-32) K posséde deux composantes connexes, K+ et K- | K+ , définie par
t* > 0, est difféomorphe au cylindre R x 81 ;§ K- , définie par t' (0,
L?St difféomorphe au plan Rz.
Lease: —
(5-3I3) Soit
k = (f,t7,t*") E-.RS H
pour qu’il existe u € R tel que
t’ = 6’(u), t*t = X"(u)
L(:‘- (1=23)), i1 faut et i1 suffit que %k € K+ .
troposition:
(3-34) JL’intersection D+ de 7+ ot D est une composante connexe de D,

difféomorphe a
sz 51 x 52

LF'e:t la réunion des orbites qui rencontrent € .
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Propositions
t5-335) L'intersection du compiémentaire de D+ aver Y+ est l’ensemble des
triplets
y = {t,R,V)
pour lesquels R et V constituent un systéme libre; il est dense dans
Y+ et dans I+ ( faire l’identification (5-18) ).
¢5-35) En d’autres termes, tout ouvert non vide de Y+ contient un point 2 dont

17orbite ne rencontre pas C - et constitue donc un mouvement éternel (5-22),

Régularisation de 1’espace des souvements

Thiorbue;

[Soit X
¥ € X

(5-37} N+

17espace des mouvements dans le cas attractif; tout mouvement
est contenhu dans une orbite du groupe (5-4,9), qui coupe la variéte
en un point Kix).

Alors (X, K, N+} est la REGULARISATION du probléme, au sens {4-14).

Maonstratios:
Voir 1a figure 2 ). Désignons par G la
d*évolution Y sur 17espace des
’identification (5-18,19) d2 ¥ avec

dans N+ , induite de (5-14,17);
une condition initiale,

submersion surjective de 1’espace

mouvements X {4-3
Y+ ; désignons par H
puisque toute orbite
H est surjective.

a,bl; utilisons
la submersion de Y+
contient un mouvement, donc

Figure 2

Tout mouvement x est contenu dans une seule arbite da 7+ y qui rencontre

N+ en un point n § l*application X : * > n donne une factorisation de H:
H = K a G;
puisque H et G sont des submersions surjectives, il en est de méme de K y et

par conséquent N+ est une VARIETE QUOTIENT de
de R17 , elle est SEPAREE.

X 3 puitque N+ est une sous-variéte

Soit maintenant
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F: x +—> g

une application différentiable de X dans une varigteé séparée 0 j considérons daux
mouvements x1 et x2 tels que ql = F(x!) et g2 = F(x2} soient distincts,

6 étant surjective, il existe z1 et 22 dans Y+ tels que xl = G{zl) f
x2 = G(z2) ,

D’aprés 1'asxiomz de Haussdorf, il existe des voisinages ouverts disjoints @1
et G2 de q1 et de q2 3 leurs images réciproques par F  sont des voisinages
ouverts disjoints X1 et X2 de xl et de x2 j les nouvelles images réciproques
par G, I1 =t 22, sont des voisinages ouverts de 21 Bt 22 dans Y+ .

Suppasons maintenant que K(x1) = K(x2), et désignons ce point par n .

Toute submersion est une application ouverte; par conséquent les images NI et N2

de Z1 et I2 par H sont des ouveris de N+ i ils contiennent tous les deux n j
leur intersection est dont un ouvert non vide de N+ ; 1’image réciproque de cette
intersection est un ouvert non vide de Y+ , gqui contienl nécessairement un point
z* appartenant au complémentaire de D {C, (5-29)), point dont 1’orpite constitue

un mouvement éternel «x? (5-3613 on a G{z') = x* , donc Kix*) = H{z’) § ce point
n* appartient & NIJNZ .

Puisque n” € N1 , et que Nf est 1'image de 1t par H, il existe z°1 E 71
tel que Hiz’1) =n* = H(z’) ; z2"%1 appartient donc 3 la méme orbite que ' , &
savoir x* j puisque x* est un mouvement, G(z’1} = x' $ puisque 71 est 1%image
réciproque de X1 par 6, x'E€ X1 . De méme, on voit que %' € XZ  d’ob
contradiction, puisque X1 et X2 sont disjnints.

Ainsi 1’hypothése K(x1) = K(x2) est incompatible avec F(x1) # Fix2); par conséquent
F se factorise en L oK, et le quotient Ny de X constitue une
REGULARISATION, au sens (3-4)3 N+ est donc la VARIETE DE NEWTON cherchée (5-3),

AR X

Les MOUWEMENTS REGULARISES sont par définition les images réciprogues par M
des points de N+ ; en dehors du cas trivial des apuvements eternels, ce sont des
ensembles de mouvements qui appartiennent A& une méme orbite, et qui se succédent
donc, aprés chaque cellision, par raflexion sur 0 selon la description (5-27,28).

Enfin, puisque N+ est une sous-variété de 817, 1’application H est une
INTEGRATION GLDBALE du probléme, au sens (4-14); toute autre intégrale premiére
s’obtient par composition avec une fonction différentiable sur N+ .

Plongement dans B?.
Considérons un point

to th, 6,
{5-38} z 2| f
Ry Ry, R, R
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de la varielté de Newton N4 , vérifiant donc les équations (5-5) et (5-13) de N
ainsi que la condition

(5-39) t: 3 0

N
caractericsant N+ ,

On remarque gque le systéme dec équations de N peut se partager en deux groupes:

R, =R, tl’ - R}’ t’
R,’7= R)f
(53403
v o=t F,
)= 4 4 1
et
,2 ,
R, = L2+ L)
15-41) SRy Ry = L (144 40
2 2
R = 1+f?t.

il résulte de (5-40) que le mouvement régulari=d ezt caractérisd par

la seule
variable

(5~42) : na= (1, t,t R, f\"."—‘;

les résultats_précédents peuvent donc se transcrire comme suit:

La variété de Newton posséde un plongement propre dans 1’espace numérique
q
{5-43) B s obtenu par 1'aprilication z +—>n ; 1’image est la sous-varidté N+
[] L
définie par les équations (5-41, 39).

Donnons de fagon explicite 1’intdgration globale correspondante:

y= (t , R , V) étant une condition initiale quelcongque, le mouvement
régularisé associé n, est obtenu par les formules (5-44, 45, 48):
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' =<R, V>
Fomovo- 2
(544} s =t -t
1 AL R Y
R* =y t*

R** = v £’ - R/t

“sinhi -
sinhi{s V?) ] pour £ 50,
£ VE
3
{5-45) B(s) = 8 /6 pour § =0,

13 J:$ -~ sin(s ¢:?)
-+ /¥

pour f < O,

fo= 4
mefed] el - v
{5-456) . t: = §? a g7 H” + £ E’

R’. = R' E"’ - R*? \6’!

R’.’ = Rr? K!n: - R' ¥ 3,;

“n, vérifie automatiguement les équations (5-41 , 39) de N+ ;

- toute intégrale premiére plabale est fonction différentiable de n, «
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Reciproquement, chaque mouverment s’obtient en fonction de n, € N+ et
d’un paramdtre s par les formules:

t= s+t 6"’(5) AR SR CY
(5-47) R =R ['6"(5) +F6] R [r () - t:]

R, ¥ ""is) + Ry Pis)
IRH

Ve

Les éphemérides s’obtiennent en choisissant t et en résolvant en £ la preaiere
de ces é&quations (CF.2-13).

CAS REPULSIF

Ce cas est beaucoup plus simple: il n’y a pas de collisions, tous les mouvements
sont éternels, la vari¢té des mouvements X est séparée, on obtient une intégration
globale gréce a l’'espace de phases ( voir (4-13) ).

Cependant on peut remarquer dque l’espace d’évolution s’identifie & Y- y et que
17application H de Y- sur N- constitue une autre intégration globale; N- est
donc difféomorphe & 1’espace de phases (voir {4-15) ),

On peut aussi utiliser le plongement dans Rq, simplement en changeant la premitre
des formule (5-44) en t'= -lWRY ; le point n, ainsi obtenu appartient a la
variété N définie par les eéquations (5-41), et plus précisément & la seconde
composante connexe caractérisde par:

{5-48) t? <o

ivair (3-14)}),

§6: BROUPE VIRIFL

Le probliee des # corps possbée wme sysétrie particolidrs - qui est § Porigine du *thborbse du viriel'y o pest donc ppeier “grovpe
ﬁmrhymuwmwm,mnunﬁmmuummHmmhnmhuﬂﬁuMMumﬁ,muMMvIﬁ
proupe atfine riel,

On vérifie immédiatement que les &quations du mouvement (5-2) sont invariantes par
les substitutions:
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t6~1) Ry ry V) —> (ta>,RaZ,ral,va ] fa # 0y

plus précisément, ces formules définissent une action du groupe multiplicatif

B suwr 1'espace d”évolution Y § actijon telle que i1*image d’un mouvement soit un
mouvement.

Utilisons l'identification (5-18) de ¥ avec une partie de la variété 1 ; alors
la substitution (6-1) s'gerit

t t! t’. tfl!
f R R’ R" RJ" '-_'>
(4=2)
. ta3 t'a2 t’’a tree
-2
fa 2 -1
R R’a R'’ R***a
I1 est commode de poser
‘3
2
a
(&-3) K{a) =
a
1
1
(6=4) - Lia) = a
a
a

ce qui définit deux morphismes K et L du groupe R‘ ‘dans le graupe lindaire
GL{A,R); ceci permet d’décrire la substitution (4-2) sous la forme

t6-53 pares, my = a2, Lt n ke )

écrite sous cette forme, 1’action de R : se trouve évidemment prolongée par une
action }g sur les variétés 7 , I+ , I- ; nous appellerons GROUPE VIRIEL ce groupe
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de difféomorphismes.

La formule (4-2) donne, par dérivation, le générateur du groupe virisl} c’est le
champ de vecteurs

(6-8} 2 > 822 = (-2f

3t 28t v 4]
2R R’ 0 =R

* Remarquons que la fonction s (5-10) vérifie

{6-7) s(f&(a) tz)) = a s(z}

et que la substitution correspondante sur la matrice A (1-14) peut s'écrire:

(6-8) A —>ktah ala ke

Une propriété classique de 1’exponentielle fournit la formule

..1 - -1 -
(6-9) explu K{a ) a 19 K{a) ) = Kf{a ) explua 1A) K(a)

Le lecteur pourra rattacher i ces foramules (4-8,9) la propriété de la fonction
et de ses trois premitres dérivédes qui a #té constatée au 61, & savoir que ce sont

des fonctions entiéres de u et uzf .
On tire immédiatement de (&6-9):

16-10) rua) o Au) = Aauw o pa

formule qui relie les actions (4-5) et (5-4),

Cette relation montre que le groupe viriel permute, non seulement les mouvements,
mais aussi les orbites; donc qu”il agit, non seulement sur la variétdé X des
mouvements, mais aussi sur sa régularisée, la variété de Newton N .

En fait 1'action sur N peut se définir de deux fagons: comme guotient
d’une part; d’autre part parce que le plongement de N  comme sous-varietsé de 7
est stable pour )’action (vajr {5-13) et (56-8)). Il se trouve que tes deux
définitions coincident; ceci résulte de la propridté de commutation

(&-11) )&(a) ol =Te pa)

ol désigne la projection définie en (5-14)) cette formule est une conséquence de
(&~6) et (6-7),
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Autre conséquence de (6-10)1 les actions )t et

engendrent un produit
semi-direct; on peut le considérer comme 1’action

du groupe des matrices réelles

a u

t6=-12) g~ (a gt 0}
o 1

définie par

(6-13) Yigr = Nu) o par

ce groupe est isomorphe au groupe affine réel, ainsi qu’en témoigne la substitution
subie par la variable s :

(6—-14) s > as + u
ohtenue par composition de (é-4) et (5-12).
#7: STRUCTURE SYMPLECTIOUE

On swppose dci conmurs Tos rigles esseatiolles de calowt relatives aur forees diétramtielles. La forme synplectipe *matarelle® i sriste
wr 1egpace dos aowvrsents © gosshie on potentiel - i 4 Vexistence du groope virie), 11 se troove gue cette forne ot ce potentiol
8" ttendent & 12 waridth pretomgde 2 i) e risulte yoe 1o strectere sysplectique de T passe sar Ja rigalarisie 0,

Revenons au  cas d’un  point matériel de masse @, soumis A une force F (voir
4-1} 3.

On peut définir une 2~FORME (F de 1'espace des mouvements, en considérant deux
vecteurs tangents quelconques By et B’y (notation {4-4}), gt en posant

(7-1) oy 3y = Ay~ FBt, SR -v ¥ <Fv-F B, 3k -v e

11 est clair que les équations du mouvement peuvent s’écrirer

(72 By tangent au mouvement (==) U’(Xy)(S’y) =0 VB’y

ce qui s’#nonce aussi:

oy = 0
ou

Sy & ker{o)

cette formulation est une extension du "pringipe des travaux virtuels” de d’Alembert
{ ob 1’on se contente de choisir WV a 0, g't =0 ).
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Nous appelons "principe de Maxwell" la condition

(7-3) VO'= o},

Pl v désigne l’opération de DERIVATION EXTERIEURE des formes; cette condition est
réalisée si la force F est indépendante de la vitesse et dérive d’un potentiel -
comme dans le cas du probléme de Newton. Cette propriété (7-3) et la condition

(7-4) rang{) = Cte

sont alors vérifiges sur 1’espace d’évolution Y ¢t on dit que Y est une variété
PRESYMPLECTIQUE.

It résulte de (7-3) que la forme § passe sur 1’espace des mouvements X par la
formule

(7-5) U‘xtgx)(s’x) =, tdyr 3ty

{notation (4-4)), qui exprime que O est un INVARIANT [NTEGRAL ABSOLU, au sens
d’Elie Cartan; ce résultat a été établi primitivement par Lagrange.

Cette définition (7-5) de U-X fait de X une variétéd SYMPLECTIQUE,

c’est-a~dire présymplectique (7-3,4), la condition (7-4) étant renforcée en:

{7-8) rang(O"x) = dim{X)

ui s’écrit aussi:
q

{7=7) ker(G'x) = 0

un théoréme classique d’algabre montre que (7-4) n’est possible que si la dimension
de X est paire (ici elle vaut & ).

Limitons nous désormais au cas de Newton, ait:

-8 ady &y = v+ R’ Bt, FR- V8 - Fv e rr I e, SR - VS .

I1 est clair que 1’action (6-1) du groupe viriel se traduit par la substitution
(7-9) T+—>ald ;

ce groupe est donc constitué de SIMILITUDES SYMPLECTIGQUES. Cette formule a une
traduction infinitésimale:
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{7-10} [82]*.0_ -« 0,

ot la notation[s -l désigne la DERIVEE DE LIE associée au champ de vecteurs Sﬂ_y
générateur du groupe viriel, calculéd en (4-4).

Considérons maintenant la 1-forme:

(7-11) W= 0‘182y) (Szy = vecteur (&-&) }

dont 1’expression explicite se déduit de {(&-4) et (7-1}):

(7-12) yr = REFS-y , BR> + <3vt-28 , B> + ¢ Bt vy

et que quelques transformations raménent a:

(7-13} T:Y(Sy) = ;—, tSf - (R,SV) -Xs

5 étant la variable définie en (1-3).

On déduit aisément de (7-10) la formule

(7-14) ' J-Vw),

qui signitie que TJ) est un POTENTIEL de la forme (prélsymplectique O ,

Utilisons maintenant 1’identification de l'espace des mouvements Y avec un
ouvert de la varidtd 7 (5-18)3 grace & l'identité:

(7-15 <R,5v>-<a',83">_tn»zt,. ,t__‘z‘-_ Xf

{(7-13) s’écrit

t .
{7-18) TIQy) = PRI P YU R*, BR> ~ s

formule qui .montre qus TJ se prolonge par une t~forme TJ. diffdrentiable SUR LA

VARIETE 1 TOUTE ENTIERE, sans singularité sur la varieté € des collisions. Un
tel prolongement est évidemment UNIQUE, puisque le complémentaire de C est dense.
Bien entendu 1’opération de dérivation extérieure permet d*en déduire 1’unique
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prolongement différentiable G—I de 0 & U'z =Vm;

On obtient immédiatement - par prolongement - 1’action finie et infinitésimale du
graupe viriel:

t7-17) U-th-—> aTy G,r>a 0,

(7-18) [8;]}—’3‘1:% ; [BQJL 0= O

De m&me, les formules

{719 ttﬂgly) = 0, G‘cﬁly) = Q

ou Bl est le générateur (5-21) de 1’action k {5-46), sont évidentes sur (7-1) et

(7-13), et se prolongent sur I . Il en résulte que sz et 5—2 sont REDUCTIBLES A
LA VARIETE DE NEWTON N

(7-201 D’I(Sz ) ="CTN(§n 3, G‘I(Bz Y8z ) =G‘N(Sn ¢ 30n )

o z > n est la projection (5-14) de 2 sur la sous-variété N , et ol 'CJ; et

U'N =ont les formes induites sur N par UI et 0‘2.

En remarquant que tout point de N est la projection d’un point du complémentaire
de C , donc de l’espace d’évolution, et que la forme & de cet espace d’évolution
induit une structure symplectique sur l’espace des mouvements, on constate donc que:

(7-21) La forme O‘N, induite de o‘z sur la variété de Newton N , lui donne une
structure symplectique, qui admet le potentiel 'EU’N: la forme symplectique

de 1’espace des mouvements (7-5) est 1’image réciproque de G"N par la
régularisation Kt x > n (Fig. 1 et 2),

$§8: FLOT HAMILTONIEN.

Le flot basiltonien peut se définir cosse 'action des translations traporelles sur les nouvemsnls. Mos construisons b YARIETE € B0 3,
quotieat de 1o varidté de Newton gar co dlot hunilionien; B ost ome variétd de diesesion § qui sc laisse plonger dars 81, B posside
silorellensot une siructure cosyglecligue © ov structwe e Foisson ), caractérisde par an fayillatage syspbectique de dinension 4.

-

Soit y= ( t , R, V ) une condition initiale; ¥y un intervalle de temps
arbitraire. Alore



BEDMETRIE GLOBALE DU PROBLEME A DEUX CORPS —page 33—

(8-1) Tl(v)( t, R, VI = (t+v , R, V)

est encore une condition initiale, retardée de la précédente; on a ainsi défini une
action du groupe R ‘sur 1’espace d’évelution Y . 11 est cglair que cette
action pdasse 4 1’espace des mouvements X la formule (7-8) mantre que les

di f+ éomorphi smes Niv? conservent la 2-forme présymplectique -, et sont donc
des symplectomorphismes de X comme de Y .

Le geénérateur infinitésimal de cette action est le vecteur BS'
{8-2) 53( t, R, W=1(1, 0, 0);

la deéfinition {(7-8) de donﬁe augsi:

1
(8-3) G‘tSSyH 3y = 3 304 vy
d’od
{8-4) _ ' Bsx = G;‘(szz)

/2 est l’énergie, fonction “"hamiltonienne® sur 1’espace des mouvements; & cause de
cette foraule, l’action 11 s'appelle "flot hamiltonien”,

En utilisant 1’identification de Y avec un ouvert de la variéte I (8%,

on constate que le flot hamiltonien +ini ou infinitésimal se prolonge d'une seule
fagon & 1t

t tl t" tll’ t_',v t’ tl’ tr’!
(8-5} ?l(v)(f )= f )
R R R'Z R’ R R R R
t t‘l t" t”' ‘ o o o
(8-6) 8 e = {0
' 3\ R R R R 0 o 0 0

1
grace aux formules (1-9 ,12 ), cette formuls peut se "linédariser” sous la forme:

(8-7) ' 534-0, Bsn-na
en posant

00 0 0

-~ 0 0 0
-8)
t8-8 B=10% 00 o

1t 00 0

ce qui permet d'écrire lindairement le flot fini:
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(8-9) Tv” £, ) = (F, it exp(Bv) )3

on remarque que
3
(8-10) B=A - Af
- . 4 2
A désignant la matrice (1-14), sclution de A - A = 0 (1=-21)3 d’ou:

(8-11) BE =0, BA=AB=0;

plus précisément, les Bv sont les éléments nilpotents de 1’algéhbre engendrée par
A ; algdbre évidemment commutative, On définit dont uwne action du groupe

2
commutatif B sur I par

{8-12) fu,w} —> [ £, M} > (F, M explAu + By) )]

3
On peut aussi choisir comme base de cette action le couple (A, &™) (voir (8-10});
syr la variété de Newton, identifiée & une section s = Cte de I, 1le flot
hamiltonien s’écrit :

(8-13 ; 11(v)tf, MYy = {f, M exp(sz))[

{caci parce que ces trangformations conservent la variable s )j explicitement, on a

3
(8-14) xp (A ={1+ Bv | exp (AfV),

exp{Afv) étant connue par les formules (1-22,24}.
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Thtoréae:
On se place dans le cas attractif,
Le quatient B de !a varigté de Newton par le flot hamiltonien est une
variété de dimension 5 que nous appellerons VARIETE DE BOHR; elle posséde
un plongement propre dans R7 défini par 1"application
(815 n F>bi=(+,E, L)
E étant le vecteur de Lenz {1-28), L le moment angulaire (2-5),
L’image est la sous-variété de R? définie par les équations
KE,L> = 0 E2= 1+ f L2
e
Fsoustrationt ’
Posons
{a) b= (f ,E, L E R7
et :
{b) Fib) 1= {(L,E) P EZFL 21);

Le calcul du rang la dérivée D{F)(h)

montre que ]’ensemble B = { b Fib) = ¢ }
est une sous-variété de dimension 5. i

Soit n = (f,¢,t°,R*,R**) un point de N

(notation (5-42)), donc solution des
equations (5-41)

2

2
{b) R =7 {24617 ) § <R7,R*?Dmft(14ft’) R"2'1+f5t

Nous savons que 1’application P définie sur N par:
{c) - Ptn) 1= ¢ ¢, R"(1+ft’)-R’f2t s R'xR*" 1}

envoie chaque arbite du flot hamiltonien sur un seul point de § { voir 1-28, 2-5,
S5-18). ’

En utilisant les formules {8-13,14), et en traitant successivement les cas 50, =0,
<0, on vérifie qu’il existe sur 1’orbite de tout mouvement régularisé n un point

n' vérifiant les conditions suivantes:

) th w0, 1eseet >0
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%
felles signifient que n présente un PERIHELIE & la date O )} en calculant b =

Ptn’l par 1a formule {c), et en supposant E # ¢ , on constate que:

. ef oIS EL 3
e T T HER °

te qui montre que l*orbite de tout meouvement non circulaire n est caractérisée par
sa projection FPIn); un calcul direct établit 1le méme résultat si E = 0 : donc
(N, P, P(N) ) définit le quotient de N par le flot hamiltonien.

b 4 4 } 4
Soit & € By si E# 0, si on définit £’ , R* , R"’ par (e}, on constate que
le point

3 r %
) n o ={(f,0,t ,R ,R")

1 . t ;
appartient &4 N, et que P{n } = b j dans le cas E = 0, on ohtient n vérifiant
les mémes conditions en choisissant U unitaire perpendiculaire & L et en
prenant

3
(gl n =4{f, 0, ﬂ'Lh2 y bxL , U )y
par consequent P est surjective.

11 reste & montrer que 1'application différentiable P  est une submersion;
c’est-a-dire que la dimension du noyau de D(P){n) est #gale & ! pour tout n. En
remarquant que Y {v) est un difféomorphisme de N et que Po Q(v}=P y On voit
qu”il suffit de le vérifier en un point de chaque orbite; on peut donc supposer (d);
la vérification est simple (en traitant séparément le cas ctirculaire},

[A-BA N
Comnentaires:

(8-18) B est aussi le quotient de la varidté I par le groupe de dimensian
2 défini en (8-12); on peut intervertir l’ordre des quotients - ce qui conduit a
interpréter B comme encemble des trajectoires dans 1’espace des phases.

La définition (B-15) ci dessus ( ensemble des mouvements NON DATES ) se rapproche
davantage de la notion d’é4tat stationnaire que Bohr a proposée en 1913,

e

8-17) Ce théoréme (B8-15) indique qu’il s’agit d’un systéme dynamique
exceptionnels on rencontre généralement la situation suivante: le quotient B de
I’espace des mouvements X d’un systéme dynamique par le flot hamiltonien NTEST PAS
UNE VARIETE (voir la définition {(3-2)}; les quotients de B qui sont des variétés
{en tant que quotients de X } sont eux-mémes subordonnds A la fanction
hamiltonienne: on dit que le systéme est ERGODIGUE.

Dans un cas ergodique, les seules intégrales premiéres invariantes par le flot sont
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les fonctions de L"hamiltonien; ici ce sont toutes les fonctions différentiables de
(F,E,L), -

(6-18) Nous avons constaté que la varidté de Newton, privée de !'ensemble des
mouvements circulaires, possédait une section au dessus de B (formule 8-15f}; nous
verrons au 59 qu'elle ne posséde pas de section continue globale.

STRUCTURE COSYMPLECTIQUE DE LA VARIETE DE BOMR.

(8-19) B , wvarieté quotient de la variété symplectique N par un groupe de
symplectomorphismes, posséde une STRUCTURE DE POISSON (dite aussi "cosymplectique";
voir Weinstein 1982). Cette structure est définie par un 2-tenseur antisymétrique

contravariant, image de U‘x'-l par la projection P .

On peut aussi caractériser cette structure par un FEUILLETAGE SYMPLECTIQUE: les
feuilles { de dimension 4 ) sount les sous-variétés de B définies par les équations

f = Cte,

que nous noterons B*; teur structure symplectique est définie par la 2-forme U

£

i an X’f-O.

(8-20} G"f(Sb Y db) - D'Ncsn YRUE

(8-21) Dans le cas ¢ 2> 0, Bf est symplectomorphe au cotangent d’une sphére §2;

|

sphére parcourue par R”,, Ie (co)vecteur tangent associé étant R’ (B-15e); la
section nulle de ce cotangent correspond aux mouvements avec collisions, Le cas
$<0 sera traité au §9,

$9: VARIETE DE KEPLER

(11 Pagossnous dans e cas attractid, ot constdbeons, dans 1o varidth de Nestes N, Doovert X difini por

160 4
X est "msesble des nouventols régolurinds | doergie adgative) ces souvesents soat carachivisks par le fait @'blre bornds dias 1'espace
{ it résulte de (1-20 qgee r & 21 )5 ce sont les acuveeent edliptiques ¢ solutions des trais lois de Kepler ) ou ractitignes borais; ¢
sont awssi 1oy souveaents plriodiques, leor piriode dtant égale d

’ e,

K est ue varbili de disension & (CF.(3-3)), manie d"wne forae sysplectique O of ©°wn potentiol T iaduits de ceaz do W { noes allmns
rappeler quelones’ propristis de cette *RARIETE D€ REPLERY,

_ Structure fibrés.

Considérons un mouvement régularisé -
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t t’ t,l t.,'
(9=-2) n =1+ .

R Rl R” Rl!'
avec 5 1= L7’'=ft = O (Cf.(5~45) et (5-40)), appartenant &4 K .

Puisque { est negatif, on peut associer & n les variables

{9-3) X = /5

(9-4) g = (t’f\*oﬁ)
) R 77y -R?
(9-3) P =( t"’MJ= ( Rt:°r<-)

il résulte des identitds (2-4) que
Fa=o7

en désignant par F et 0 les lignes transppsées des colonnes P et @ ; (9-8)
signifie que P et & constituent une base orthonormés d’un sous-espace de

(9=6) PP =B =1

4
dimension 2 dans 1’espace euclidien R,

Une simple vérification montre que

(9-~7) ID‘KtSz) = TT%Q
avec
t9-8) =rPra

et que 1’application

(9-9) z >0, e

43 4 X .
est un plongement de K dant B  x R ; 1’image est la variété définie par les

équations

(9-10} Be=1; TTa=0 TMzrol;y
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variété qui peut etre considérée comme le fibré cotangent A la sphére S3 - prive
de sa section nulle; & ce titre elle posséde une structure symplectique canonique,
définie précisément par le potentiel (9-7); ce fibré est donc SYMPLECTOMORPHE A LA
VARIETE DE XEPLER.

(9-11) 83 étant une varigté de groupe, ce fibré est trivialy par consequent
la variéte de Kepler est difféomorphe &
| 4

§3 x R3

ou encore At
. 83 x 52 x &,

done simplement connexe.
{9-12) Tout groupe de difféomerphismes d'une variété se reléve canoniquement par

un groupe de symplectomorphismes de son cotangent; par conséquent ie groupe 50¢4)
des isométries de 53, qui prolonge le groupe S0(3) des rotations autour du centre
attractif O , agit par symplectomorphismes sur K ; de méme le groupe 0(4,1) des
transformations anallagmatiques de §3 .

Structure d'orbite coadjointe.

Les égalités (9-4) montrent que la matrice &xb:

1 -
= - 1
9-13) K & P 0
a -1 0
vérifie
2
19-14) % =0}

plus précisément, on peut établir le résultat suivant:
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—
Considérons un espace euclidien hyperbolique E de signature (+ + + 4 - =),

a) Le groupe de Lie Q(E) = 0{(4,2) posséde une orbite adjointe fl
constituée des 2 € L{E} gui sont antisymétriques pour la structure
euclidienne de E et qui vérifient

220,2%0;

cette orbite est un chne:

czeQ), aegh —> azel)

et pnsséde deux composantes connexes opposées.
(9-15}
b) Choisissons une base orthonormale de E ; la matrice (9-13} représente

dans cette base un élément Z de (| ; plus précisément 1”application
lindaire

> 12

ainsi définie est un difféomorphisme de la variété de Kepler sur 1'une des
Eeux composantes de (L ,

c) L'algébre de Lie de 0(4,2) s’identifie canoniquement & son espace dual par
le tenseur g @

1
9(2,2") = = 3 Trazz’)

proportionnel au tenseur de Killingy la structure symplectique de la variéte
de Kepler s’identifie alors & la structure symplectique canonifue définie sur
toute orbite coadjointe (orbites de Kirillov et al.).

Ainsi la composante connexe de 0(4,2) , que 17on appelle parfois "groupe confarme*,
agit par symplectomorphismes sur la variété de Keplery; coette action s’obtient
explicitement par la formule

(9~16) [ (’tg)tél =a § o

0d 2: désigne la matrice (9-13,19) et o g est la matrice représentative dans la
base orthonormale d’un &lément du groupe conforme.

(717} Les actions de (4{4,1) , de S0(4) et de 50(3) indiquéss plus haut
s’obtiennent en prenant ¢ dans des sous-groupes évidents. En particulier les g

qui conservent 1’#nergie constituent un sous-groupe 50(4)x50(2), compact maximal
dans le groupe conforme.

{9-18) Si on choisit un nombre a » 0, 1taztion (4-2) du groupe viriel

conserve K et coincide avec 1’action (9-15,a) qui caractérise la structure
conique de (L .
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En remplagant les wvariables P et @ par lsurs définitions (9-4,9),
I’expression (9-13) de la matrice & se développe en

o3y E -R*& R*!

9-19) 2 .t -E L A 14
X R 0 1
7 tR - o

o la npotation (L) désign2 la matrice 3x3 du produit vectoriel par le smoment
angulaire L @

Yoer?®

le lecteur pourra constater gque le développement de 1'équation (9-14): 42- o
contient un certain nonbre d”identités remarquables.

(9-201 it =L x q

Projection sur la variété de Bobhr.

Avec les variables utilisées ici, on obtient le générateur infinitésimal du
flot hamiltonien par

{9-21) 553( f,H)=(0, MA3 H
{vair (8-13)) d’ou:
B 3 3
1(9-22) 3(v(,r',tu-u:),tao(,-Pc( )
qui montre que lm repire orthonormal (P,Q) tourne dans son plan avec la vitesse

angulalre constante (Xs; on retrouve ainsi la période keplerienne 21\‘/0\3.

{(9-23) Ceci montre que la variété de Kepler K est un fibré en cercles au
dessus de ’ouvert +#<0 de la variété de Bohr B 1§ puisque K est simpleaent

connexe, i1 n'existe pas de section de te fibré; donc a fortiori pas de section de
N au dessus de B (voir B8-18).

Cherchons maintenant la structure symplectique des variétés B_ A énergie

f
négative. f == ng étant cheisi, chaque point de B§ peut évidemment se repérer
par la matrice 4xéy

(9-24) (}. = gF PR

qui s'écrit aussi:
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8§y E
(9-25} (5 = .
-E 0

Compte tenu des relations d’orthonormalité (9-&), on constate sur (9-24) que

wldp b VP - 8 Ya- &F Yo

d’el, par comparaison avec (9-7,8), la structure symplectique de Bf ]
1
- r P —— 4
{9-25) U(Sb, Eb) & TrtSf:o [58(5)

La matrice (5 appartient A4 1’algbébre de Lie du groupe 50i(4); or celie-ci se
décompase canoniquement en somme directe { “quaternions gauches” + “quaternions
droits*); la décomposition de Cb peut s'dcrire:

it 1 -t 2
(9-27) (b = % ] * ]

-1 o -3 0
avec
{9-28) Ii=E = XL JizE+ XL

Les équations (B~15) de B se transforment en
(9-29) I = U = 1

ce qui montre que que Bf est difféomorphe au produit cartésien 52 x 52 § grice A
la décomposition (9-27) la structure symplectique (9-28) vient:

19-30) TiOb 8 = 51&[0".(%1,3'11 » O (8, X'.n]

(" designant la structure symplectique canonique de 82 :

(9-31) G.e01, J'h <1, dix 81

c’est-a~dire 1'élément d’aire aprés crientation.

Ainsi, au facteur prés 1/(20), B est SYMPLECTOMORFHE au produit cartésien de
deux spheres §2 (Souriau 1949},
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Polarisation.
(9-32) 11 est clair que les équations
@ = Cte

définissent un feuilletage de dimension 3 de la variétéd de Kepler, sur les
feuilles duquel la forme symplectique s*annule (Parce gue TAT s’y annule; voir
{9-7)): c’est ce qu’on appelle une POLARISATION.

I1 est facile de calculer sur la variété de Newton toute entigre le prolongement
analytique réel de cette polarisation: il est défini par 1’équation

{(9-32) R’' = Cte

et on constate qu’il constitue encore une polarisation =~ A condition de priver N
des points tels que :

19-33) t=0 et =0

c’est-a-dire des mouvements paraboliques passant au périhélie & la date 0 - et des
mouvenents régularisés rectilignes contigus. Ces mouvesments constituent une
sous-varigté symplectique de N, de dimension 4 , symplectomorphe au cotangent de

la sph#re 82 (parcourue par la variable R’’ }). Nous ignorons si N posséde une
polarisation globale (réelle ou complexe).

Le fonds du puits.

(9-33r - La variété de Kepler posséde un prolongement symplectigue évident, &
savoir le cotangent complet de la sphére 53 ; sa structure de variste symplectique

%%E définie par les +#quations (9-7,10) dans lesquelles on supprime 1la condition
¢ 0.

0On raccorde ainsi K avec une variéte difféomorphe & 53 , dont les éléments sont
des "limites de mouvements”, que l’on peut s’amuser A décrire en tant qus tels: le
mobile est tombé sur le centre attractify son énergie vaut -00 § il décrit un
mouvement képlerien sur un ellipse ponctuelle, avec une frégquence infiniey le moment
angulaire L est nul, le vecteur de Lenz E indéterming; etc.

Bien entendu ee prolongement s’applique aussi bien A la variété de Newton N la
variété S3 raccordée & N admettant K comme voisinage.

§10: PREQUANTIFICATION

L2 geantification gimlli‘im €'un systhae dynnlq:e_mm sar 1a notion de VARIETE QUANTIOUE - ot waridtt =, mnie £7nmee I-form UJ,
Cortains ariones sont postules, en vertu desgorls < est on fibed en corcles au dessus #'one varidtd sysplectique - varidti qul doft
s"idestifier & {'espace dos souveasaly dy systim,

thMMMmWWMWMMWMmMmMMMmuHmmWMMMmemm

préquantification # fci wne solstion essenbielienent unique; nous construfsons = el sontrons qee Da varidté 7 fu 15 constitee son
revitoanat wniversel,
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Unicité.

{10-1} Dans cette construction appelée "préquantification", on suppose les
unités choisies de sorte que la constante de FPlanck réduite W soit égale & 1
ceci peut s’obtenir en choisissant 1'unité de masse - les unités de longueur et de

temps ayant déjA été supposeées adapteées {(1-1),

1i n’est pas nécessaire de développer ici les axiomes de la théorie; d”aprés des
théoremes généraux, on sait en effet que:

le probléme a une solution dés qu’il existe un potentiel LT de la forme
symplectique; dans cette solution la variété guantique est le produit direct:

~
{10-2} — = N x Ul1)
muni de la {-forme {J :

LJ(SZ) =TSO » IX}E' e n,Z), nEN, ZEUD

et que:

{10-2) [Cette solution est unique (A un isomorphisme de structure prés) si N est
simplement connexe.

C’est le cas ici, aussi bien dans le cas répulsif que dans le cas attractif, par
suite de la proposition suivante;

(10-4} |Les deux composantes I+ et I- de la variété I (définies en 5-18} sont
simplement connexes.

Déaonstration:

Nous savons que I- est difféomorphe & l’espace d’eévolution Y {5-18), donc a

Rﬁx §2 qui est simplement connexe. Dans le cas de I+ , on peut utiliser le
théoréme suivant: le groupe d’homotopie d’une variété connexe de dimension d ne
change pas si on la prive d’une sous-variété de dimension £ d-3. Or la dimension
de I+ est 7 , et sf on 1la prive de la sous-variété des collisions C , dont la
dimension est 4 (5-26), il reste un espace difféomerphe & Y (5-23).

LRED.

Or nous savons que la variété de Newton du systéme, N+ (resp. N-) dans le cas
attractif {resp. répulsif) a un produit cartésien par B difféomorphe a I+
tresp. I-) {voir 5-17}; la variété de Newton est donc simplement cennexe, et le
résultat (10-3) s’applique.

Revétement

Du coup nous connaissons le revétemsnt universel de la varieteé 2= N kU
c’est N x B , difféomorphe donc & 1+ (resp. I~Y. L’identification s’obtient

en posant

{10-5) é: = expl{is}),
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et la t-forme L\)z relevée & 1 s’cbtient par (10-2) et (7-16,20)¢

(10-4} : wz(SZ) = -lé(ti-t't") 8{ LA S E1'.” - (R',SR")

Spectre

Prepositio:
€10-7) | Une variéteé symplectique B

+ (définition 8-20) est quantifiabie ei et
seulement sii

2
f==1/n {n entier) ou t 20
la préquantification s nbtier}:.‘ alors par réduction de la forme

de CJ sur la sous-variété Syt [f = Cto] e =,

(.an s induite

Contentons nous de quelques indications:

Pour § 2 0, nous savons que la variété B" est symplectomorphe & un cotangent

(8=21), donc préquantifiable (10-2). Dans le cas £ < 0, on sait que B est le

preduit symplectique de deux sphéres S2 § on utilise les résultats suivants'

a) Un produit symplecti

le sont; que est préquantifiable si et seylement si !_es deux facteurs

b) la sphérc £2 , munie de la forme symplectique s &, (9-31)

est & tif
si »t seulement si s € Z /2 . Préquantitiabie

t
La réduction de 1a i-forme !...!‘F consiste & construire e quotient de S par le
feullletage caractéristigue: N

Ei—> ker((...)f)n ker (V1,0

si ce quotient est une variste, la forme {,\){ passe sur elle et peut en faire une

variété quantique. ‘Le problane peut se résoudre ici en utilisant le

(10-5,54), avec le résultat suivant: revetement :
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-5 f > 0, le quotient existe et constitue une variété quantiques

- 8i £<0, le guotient n’existe que si Y = 1/~% est rationnels i1 ne constitue
une variété quantique que si VY est entier,

Dans les deux cas, la variété obtenue quantifie effectivement la variété 8{.

l.*engemble de valeurs ainsi déterminé pour 1*énergie /2 coincide donc avec le
spectre quantique (compte tenu des unités choisies; veir 10-1); il caractérise en
particulier les orbites de Bohr,

ot

§11¢ VARIETE DE NEWTON ETENDUE

T eriste une varidté smlulim}(, de tinension &, sispleseat conaexe, gui contient es varidtis de Mewton R+ ot N ( assocides
respectivesent yux cay sttractif ot répulsif )y 1a frontidre commne des ouverts B¢ ot N ost e varidtd de dirension 5.

to
Yous construisens 1o priquantification de )(. wn plongesent dans B ot wn prolongesent ARACYTIONE CONPLETE gui wst eocore wie waribté
symlectiqee, ’

1 o3t facile d'dtendre les prisents résullats an cas d'wne dinensica quelcoaqes.

Considérons une variable

t11-1) C= (6, T,%, v, Ay B)

£,7,%,y € B; A, BER

10
parcourant B, et satisfaisant le systéme d’équations:

A2 - sz =i
{11-2} <AB> - xy = ¢
y2 - 432 =1

On vérifie facilement que cet ensemble :Z est une sous-variété de dimension 7.
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On définit sur 2 ta 1-forme (Dt

{11-3}

nous appellerons AUTOMORPHISMES de Z les difféomorphismes qui conservent (J,

) (3&) -% ¢ s ny B, 0 A

Exemple: la substitution:

(11-4}

(£, T,0,y,8,B) > (£, T,=x,~y, A, B)

est évidemment un automorphisme.

De simples vérifications montrent les résultats suivants:

-
{11-5)|La 2-forme

b

0 . Vi

est de rang &, et donne A Z une structure présymplectique,

-~
{11-&4)| 11 existe un champ de vecteurs

.

Par conséquent,

il est donné part 6
CF

d —> 8,2-

défini sur z par les conditions

Blt}e kertQJ ), w(Siz) = 13

-(o',x2+82,y,xf_.sf.n)

définit sur < une STRUCTURE DE CONTACT, et ca sont les

automorphismes de cette structure gue nous considérons.

{11-7» [La fonction ‘st

stZJ 1= xy - €

verifie 51[“2’1 =1

T +%x,¥ A , B)
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—

(11-8)-

(11-9)

(11-10)

+
T

-

A

—

L

Le champs de vecteurs Bl

est complet, et engendre une action )\ du

groupe B sur Z H Nu) est donné par:

6"(2-.:) + xy 6 (2u) + = 6(2;1)

x 6”’€u) + y 6"".!)
yU'”(u) + xf ‘6"(1.!}

ﬁE"'(u) + pf ‘6"((.1)

B‘é”’(ul + A ﬁ”iu)

\6désignant la fonction définie, pour chaque valeur de f , par (1-25).

L*action .>\ est LIBRE ( il suffit de considérer la variable s ), et
chaque ‘A(u) appartient au CENTRE du groupe des automorphismes de -7,

Fig.3

l--L’image de Z par

H—~

est 1’ensemble représenté sur

.
*

H+ :

P_

P+ 3

£

chacune d’elles est conserveés
des ouverts; P+ et P~ des sous-varidtés de diaension &.

> ty,6)
la figure 3. Ceci partage Z, en

20 et y £ -1;
f0et v 2 13
=0 et y = -1
=0 et y = +I;
<0 et ~1 L y< 13

par 1'action du groupe (11-8); H+,

5 parties:

H~ st E sont

4,’//

/’ ’//

i, /

e

///// 7777

S
//,f/',/’;’/,



BEOMETRIE ELOBALE DU PROBLEME A DEUX CORPE -page 49-

Seul un _effet de perspective donne & P- ot A P+ 1"apparsnce de
singularités de z.

Bur 1e complémentaire de P-, on définit une fonction différentiable t' oe
par
2

(ys)t' = B

{$1-11

¢’ - y=1

-
{11~12}| &i on pose:

f 1= §

t t= T - xt?
R 1= Bx -~ At’

t = L7
R’ t= B
t** g x
R’ = f
£ gm y
R*”* 1= B¢

on définit un difféomorphisme du complémentaire de P-  sur 1a varidtg
S-5)§ le difféomorphisme réciproque est donné parr

¥ 1= §

T 1=t + t* 42
x =t

y rm PP

A 1= R*”

B t= R’

L

L’image de la i-forme () déﬁn%\e en (11-3) par ce difféomorphisme est la forme
calculée en (10-4); les actions définias en (5-4) et (11-8) sont équivariantess
les fonctions s définies en {3-10) et {11-7) sont égales.

(11-13) Nous pouvons donc IDENTIFIER la variété 2 du 55 avec le complémentaire de
P- dans t la composante connexe I~ (cas répulsif) cofncide avec H- ($ig.3)3
la composante connexe 2+ (cas attractif) avec L) P+ U b,

(11-14) Nous savons que 2+ est un ouvert simplement connexe (10-4); de méme son
image dans 7Z, par 1’automorphisme (11-4), image égale & EUJP-{) H-; 17intersection
de ces deux ouverts est E , difééomorphe & 1a partie <0 de I+ , donc au produit
par R de la variété de Kepler K, donc connexe. Ainsi posside un
recouvrement par deux ouverts simplements connexes dont 1’intersection est connexe,
et par conséquent est elle-méme SIMPLEMENT CONNEXE.

L*application différentiable {dempotente:

(1115 C F=> A{stZ)td
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est une submersion de Z sur la sous-varjdts

181-18) N ic Bol / xy - 4T = o}

qui perast d’identifier M avec ls quptisnt de Z par )z groupe X‘ln z rat
donc un fibré en droites trivial sur $ ‘N’ut simplanent connaye,

(11-17)  Les formes induites de Ot L3 sur N en font une variste SYNPLECTIOUE
potentislle; tout automorphisss de sp profjette sur un symplectomorphisme dp N

171\ sorphisme ainsi défini de Aut(ly ) dans Bympl{N') st surjactifs son noyau est
iR).

(11-18) Le guotient de :Z par le groupe discret )\42#2), muni de 1s forae
image de (N , et de 1a projection sur induite de (11-15), constitus 1a
gréquantification unique de A,

Flot hasiltonien

(11-19) Le flot hamiltonien (voir 1e §8 } se prolonge & N; i1e quotient de
est encore _une variété sy de dimsnsion 5, eunis d’une structure
cosymplectigque, contient la variété de Bohr B comse partie ouverte -~ ainsi

qu’une partie décrivant les dtats stationnaires dans le cas répulsifs 1*application
dans l? définie par (8-13) - avec

11-20) L:=BxA, Es=Ay~ Bfx

est encore une immersion, mais elle n’est plus injective.

PROLONGEFENT ANALYTIOQUE COMPLEXE.

{11-21} On peut complexifier la variable a {11-1), ainsi donc que les variables
f 2T, %, ¥, A, B oui la cosposent.

Un calcul de rang eontre que les eéguations (11-2), conservées formellement,

1]
déterainent une sous-variété analytique coaplexe Z de Cl s prolongement
analytique de z . <

En conservant la forsule (11-3}, on définit une t—forae () de Z(J les résultats

et formules (11-4,7) restent vraies; du fait que 6 est une fonction entidre, .>\
s’étend par une action }}‘bre du groupe additif C y donnée par les forsules (11-83;
et la variété quotient C peut encore s’identifier A la spus-varistsa

xy = £ 3

NQ constitue donc un prolongement analytigue complexe commun des variétés de Newton

correspondant aux deux cas attractif et répulsif.
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= Le flot hamiltenien se prolonge aussi par une action sur Né du groupe C .

On remarque enfin que la variéts quantique elle ausei posséde un prolongement
analytique complexe - & savoir ZC/ )CE HZ).
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