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Beaucoup de theories physiques font jouer un role essentiel ~ un certain 
groupe (le "groupe des sym~tries" de la th@orie), 

Tr~s souvent~ i l  s 'agi t  d'un groupe de Lie; mais i l  y a d'autres exemples 
importants o~ interviennent des groupes de dimension in f in ie :  

- les principes de Ia m~canique classique - et ceux de la m~canique quantique 
dans la formulation de Dirac - u t i l i s n t  la sym~trie par le groupe des 
"transformations canoniques" (diff~omorphismes symplectiques); 

]a th~orie des particules ~l~mentaires est aujourd'hui fond~e sur les 
"groupes de jauge" ou "groupes de courants" (ensembles des applications 
di f f~rent iables d'une vari~t~ dans un groupe de Lie); 

- la th~orie de Ia gravitat ion ( re la t i v i t~  g~n~rale) est une "th~orie de 
jauge" d'un type particulier~ construite sur le groupe des diff~omorphismes de la 
vari~t~ espace-temps; 

- on rencontre aussi des associations (produits semi-directs) de groupes de 
jauge et de groupes de diff~om0rphismes: dans l'~lectrodynamique re la t i v i s te ,  dans 
les theories de type Kaluza-Klein; 

- la physique des solides (dans le cas des structures incommensurables) f a i t  
intervenir d'autres groupes qui ne sont plus de dimension infinie~ mais qu'on 
considYe g~n~ralement comme pathologiques (des quotients d'un groupe de Lie par un 
sous-groupe non fermi). 

Rappelons d~autre part~ pour m~moire~ les principales structures math~matiques 
associ~es aux groupes de Lie qui interviennent en physique: 

- les espaces vectoriels tangent et cotangent - munis des representations 
adjointe et coadjointe; 

- la 3-forme de structure~ qui confute & l'espace tangent sa structure 
d'alg~bre de Lie et & l'espace cotangent sa structure de Poisson; 

- l~application exponentiel le; 
- les structures homologiques~ topologiques et homotopiques; en par t icu l ie r  

l 'existence (pour tout groupe de Lie conne×e) d'un revetement simplement connexe~ 
poss~dant des propri~t~s universelles~ joue un r01e fondamental dans plusieurs 
branches de la physique math~matique; 

- enfin l '~tude des representations uni taires des groupes de Lie (analyse 
harmonique non commutative) constitue un chapitre essentiel des math~matiques comme 
de la physique th~orique. 

Ce double inventaire sugg~re la question suivante: es t - i l  possible d'~tendre les 
propri@t~s math~matiques "ut i les" des groi~pes de Lie & une cat~gorie plus vaste - 
cat~gorie qui engloberait les divers groupes que rencontre le physicien? 

Ce pr'ojet peut se r@aliser simplement: i l  s u f f i t  de " fa i re  sauter un axiome". 
Voici comment: 
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On salt que la d@finition des groupes de Lie fait intervenir la stucture de groupe, 
la structure de vari~t~, et un axiome de compatibilitY. 

Ici, c~est la structure de vari~t~ (ou "diff~ologie") que nous allons ~largir~ 
par une axiomatique o~ ne figure pas l~existence de cartes. Les objets munis d'une 
t e l l e  structure - ou "espaces d i f f ~ ren t i e l s "  - constituent une cat~gorie 
particuli~rement stable par rapport aux constructions ensemblistes (sommes, 
produits, quotients~ e tc . ) .  

On obtient doric les "groupes d i f f ~ r e n t i e l s "  en rempla;ant darts la d~ f in i t i on  
des groupes de Lie la structure de vari~t~ par ce l le  d'espace d i f f ~ r e n t i e l .  

Or cette cat@gorie beaucoup plus large conserve la plupart des propri~t~s 
~l@mentaires des groupes de Lie. 

Pour @tablir ces r@sultats, plusieurs changements de point de vue sont 
n@cessaires: par exemple la th~orie de l'homotopie se d~veloppe sans f a i r e  
in terveni r  de topologie; la topologie canonique d'un groupe d i f f ~ ren t i e l  G et Yon 

s'obtiennent ~ pa r t i r  de l 'analyse harmonique; ~ est un espace tangent espace 
vector ie l  topologique localement convexe - mais i l  n 'est  pas n@cessairement un 
module local de G , parce que l ' app l i ca t ion  exponentiel le n 'est  g~ncmralement 
d~finie que sur une pattie ~toil~e de~. ; etc. 

Ceci explique pourquoi les groupe~ d i f f ~ r e n t i e l s  ne peuvent pay s 'a t te indre  en 
choisissant un espace-type pour les modeler; au contrai re,  ce sont les groupes 
d i f f ~ r e n t i e l s  eux-m~mes qui permettent de d~ f in i r  globalement les espaces u t i l es .  

Faute de place~ nous ne pouvons pas donner ic i  un expos~ d~ta i l l~ .  On le 
trouvera darts la r~f@rence suivante: 

Colloque "G~om~trie Symplectique et de Contact~ Feuil letages et Quanti f icat ion 
G~om~trique", Lyon. P. Da~ord et N. Desolneux-Moulis ~diteurs (1984) 

avec le sommaire su~vant: 

i - ~ ; ~ _ ~ ! ! ~ ; ~ ! ~ ! ~  
Dif f~ologies.  Espaces d i f f~rent ie ls~ appl icat ions d i f f~ ren t iab les ,  

diff~omorphismes. 
Finesse des d i f f~o log ies .  Images d'une d i f f~o log ie ,  submersions, guotients 

d'un espace d i f f ~ r e n t i e l .  Exemple du quotient i r ra t ionne l  du tore.  Image 
r~ciproque d'une d i f f~o log ie .  Sous-espaces. Sommes et produits d'espaces 
d i f f ~ r e n t i e l s .  

Groupes d i f f ~ r e n t i e l s .  Sous-groupes et groupes quotients. Exemples d e s  

groupes de diff~omorphismes et des groupes de jauge. 
D-morphismes. D-actions. Espaces de Klein et espaces homog~nes. 

- Homologie des groupes d i f f ~ r e n t i e l s :  D-morphismes str ic ts~ suites D-exactes, 
lemme des "9". 

- Homotopie des groupes d i f f ~ r e n t i e l s  et des espaces homog~nes: groupes 
connexes et simplement connexes; rev~tement universel et groupe d'homotopie d'un 
groupe d i f f ~ ren t i e l  (resp. d'un espace di f f@rent ie l  homog~ne). 

- Rayons~ ~to i les .  Exemple des champs de vecteurs. Di f f~ologie fo r te .  
- Etats d~un groupe; subordination~ harmonies; topologies narmoniques. 

Topologie canonique d~un groupe d i f f ~ r e n t i e l ;  r~duction s@par~e. 
- Espaces tangent et cotangent d~un groupe d i f f~rent iml .  Topologie Iocalement 

convexe de l 'espace tangent. Representations adjointe et coadjointe. 
Application exponentiel le. 
3-forme de structure d'un groupe d i f f ~ r e n t i e l .  Alg~bre de Lie. Structure 
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mympiectique des orbites coadjointes~ 
- Spectre assc~cie ~ un @tat et un rayon. Relations d'incertitude. 
- Groupe "statist~que" d~une vmri~t~ X ; observables; interpretation des lois 

de probabilit~s sur X . 

- Str~Jcture des syst~mes dynamiques cla~siques: espace d~volution, espace des 
mouvements. 

- M~canique statistique classique, formulation par le groupe statistique de 
l'e~pace des mo~]vements. 

- Structure symplectique et de contact des syst~mes dynamiques: 2-forme de 
Lagrmnge; di f f~olog~e hamiItonJenne, l-forme pr~quantique, Groupes  des 
symplectomorphismes et des quantomorphismes; gro~.~pes dynamiques et quantodynamiques, 
Groupe quantique. 

- 8roupes infinit~sima!ement proches; cas du groupe statistique et du groupe 
quantique. 

- Axiomatique des etats quantiques; spectres; formulation hilbertienne; 
quantification g~om~trique d~un observable classique par un self-adjoint. Axiome 
harmonique; ~tats m@lang~s. Axiome de fonctionnalit@. Exemples. 
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