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GROUFPES DIFFERENTIELS
ET PHYSIGUE MATHEMATIQUE

Jean-Marie Souriau

INTRODUCT I ON

Beaucoup d¢e théories physiques font jouer un role essentiel A un caertain
groupe (le "groupe des symétries" de la théorie),

Trés souvent, t1 s’agit d’un groupe de Lie; mais il y a d’autres exemples
importants o0 interviennent des groupes de dimension infinie:

- lee principes de la mécanique classique - et ceux de la mécanique quantigue
dans la formulation de Dirac -~ utilisnt la =ymétrie opar 12 groupe des
"transfarmations canoniques” {difféomorphismes symplectiques);

- la théorie des particules eélémentaires est aujourd’hui fondée sur les
“groupes de jauge” aqu  "groupes de courants" f{ensembles des applications
différentiables d’une varieté dans un groupe de Lie)g

- la théorie de la gravitation ({relativité géndérale) est une ‘"théorie de
jauge” d'un  type particulier, conetruite sur le groupe des difféomorphismes de la
variété espace-tempsy

- on rencontre aussi des associations (produits semi-directs) de groupes de
jauge et de groupes de difféomorphismes: dans 1’é&lectrodynamique relativiste, dans
les théories de type Kaluza-Klein;

- la physique des solides (dant le cas des structures incosmensurables) fait
intervenir d autres groupes qui ne sont plus de dimension infinie, mais qu’ on
constdére généralement comme pathologiques (des guotients d’un groupe de Lie gpar un
sous~groupe nan fermél,

Rappelons d’autre part, pour mémoire, les principales structures mathématiques
assoctdes aun groupes de Lie qui interviennent en physique:

-~ les espaces wvectoriels tangent et cotangent - munis des représentations
ad jointe et coadjointe;

- la 3-forme de structure, qui confére & 1’espace tangent sa structure
d*algébre de Lie et A& 1’espace cotangent sa structure de Poisson;

- 1’application enponentielle;

~ les structures homologiques, topologiques et homotopiquesy en particulier
L’existence {(pour tout groupe de Lie connexe) d'un  revetement simplement connexe,
possédant des proprietés universelles, joue un réle fondamental dans plusieurs
branches de la physique mathématique;

~ enfin 1’¢tude des représentations unitaires des groupes de Lie (analyse
harmonique non commutative) constitue un chapitre essentiel des mathématiques comme
de la physique théorigue.

Ce double inventaire suggére la question suivante: est—il possible d’étendre les
proprié¢tés mathématiques "utiles” des= groupes de Lie A une catégorie plus vaste -
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cateégorie qui engloberait les divers groupes que rencontre le physicien?

Ce projet peut se réaliser simplement: il suffit de "faire =auter un axiome".
Yoici comment:

On sait que la définition des groupes de Lie fait intervenir ia stucture de groupe,
la structure de variété, et un axiome de campatibilite.
lei, clest la structure de variétd (ou "difféologie") que nous allons é&largir,

par une axiomatique oit ne figure pas 1’existence de cartes. |es objets munis d’une
telle structure - ou "espaces différentiels" - constituent une catégorie
particuiiérement stable par rapport aux constructions ensemblistecs (sommes,
produits, quotients, etc.),

On obtient donc les "groupes différentiels” en remplagant dane la définitien
des groupesz de Lie la structure de variéte par celle d’espace différentiel.

Or cette catéqorie beavcoup plus large conserve 1la plupart des propriétas
élémentaires des groupes de Lie.

Pour etablir ces résultate, plusieurs changements de point de wvue sant
nécessaires: par  exemple la théorie de 1'homotopie se développe sans faire
intervenir de topolagie; la topologie canonique d4’un groupe différentiel G et son
espace tangent E% s'obtiennent & partir de 1’analyse harmonique; 45 est un espace
vectoriel topoldfique localement convere - mais il n'est pas nécessairement un
modéle local de G, parce que ['application exponentielle n’est généralement
définie que sur une partie étoilée de ; ete,

Ceci explique pourquoi les groupes différentiels ne peuvent pas s’atteindre en
choisissant un espace-type pour les modeler; au centraire, ce sant les groupes
différentiels eun-memes qui permettent de définir globalement les espaces utiles,

La premitre partie de 1"exposé comporte la définitian aiiomatigue des espaces et des
groupes différentiels, et un catalogue de résultats valables dans cette théorie.
Le lecteur pourra constater que 1'axiome des crartes est inutile dans de

nambreusx  chapitrec de 1a géométrie différentiells -~ qui  acquierent ainsi une
nouvelle extension,

En deuviéme partie, nous cherchans comment ces résultate permettent
d’interpréter la mécanique clagstque et pourraient apporter une salution au probléme
de la quantification g#cmétrique. Nous n’abordons pas d’autres applications,

Is SROUPES DIFFERENTIELS

Espaces différentiels

Considérons une variéte X de dimension finie quelconque d .

La “"structure de variéte" de X =e definit ususliement par un atlas, et plus
précisément par 1’atlas de toutes les cartes locales de X Mais on peut la
raractériser aussi par 1'ensemble de toutes les applications différentiables d’un

n
ouvert de R dans X ( paur n=1,2,3.,.1; puisque ce sont des applications vers
X, 1] s'agit d’une caractérisation FIMALE, au sens de Bourbaki,
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Notons donc n
D(R , X}

" n
1’ensemble des applications différentiables (C° ) d’un cuvert de R dan= la
varieté X j ret ensenble posséde les propriétés suivantess

p—r

n
Don F& nm",x: => F est une application dans X d?un OUVERT de R .

n
D‘= Toute application CONSTANTE de g dans X appartient A& D(R ,X),

D+ Si Fedw,x etsi 6e0®™e", alors Fob & DIE™,X) inote 1),
Do Soit F une application d’une partie de K" dans X . 5i, F est
localement différentiable, elle est différentiable; explicitement:

9i pour tout r € def(F) i) existe ¢ tel ques

n
& 8 pi”, 0
r € def( ¢y,
F eat un prolongement de § 4

alors F 8 nm",x;.

Ce sont ces propriétes des varieétés que nous allons conserver:

On appellera DIFFEDLGBIE d'un ensembie X 1a donnée, pour tout n E N s

d’un ensemble D(l“,)ﬂ -~ st les axiones 90,91,02,03 sont vérifiés;

Un ensenble muni d'une difféologle s”appe}lera ESPACE DIFFERENTIEL (nate 2).

Parmi les espaces différentiels figurent donc les variétés - mais nous allans
en rencontrer beaucoup d’autres.

fpplications différentiables

Sofent X et X' deux espaces différentiels, A une application d’une
partie d= X dans X’ 1
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X’

def {#)

Nous dirons que A est DIFFERENTIABLE si, ¥ n,

FEDE®,0 = aAcF epw
inotes 3,4};

1’ensesble de ces applications sera noté

DX, x*)
(note S),

-

Ce sont ces applications qul vont jouer le rale de MORFHISMES de la structure; on
£tablit immédiatement 1a proposition:

AE DIX,X") et B E DX, X*") x> Boa EDIXX"M
{note 3},

Soient X et X’ des espaces différentiels; A une application d’une
partie de X dans X7 .

Nous dirons que A est un DIFFEOMORPHISME {lecal) de X & ¥ si:

A est différentiable;
A est injectif;

A ! est différentiable
(note &).

Un espace différentiel ¥ est une VARIETE DE DIMENSION 4 s8i tout point de X

appartient & 1'ensemble de définition dun difféomorphisme local de X & Rd {ou
"carte locale"); c’est précisément cet axiome qui sera facultatif dans la suite,

- 8i un diffdomorphisme A est une bi jection de X sur X? 4 il sera dit
GLOPBAL; dans ce cag les espaces % et X* seront dits DIFFEOMORPHES,

- 11 est clair que les difféomorphismes locaux fresp. globaux} se composent en
diffeomarphismes locaux (resp, qlobaux); que les difféomorphismes globaux dun
espace différentiel X avec tui-méme, munis de ia composition o , constituent un
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graupe qu’on notera diff(x)

Finease des difféclogies

Seit A un engmmble; notons lx 1*application identique de ¥ sur X ,

0* et D'’ dtant deunr difféclogies de X , notans X%* et X**  les espaces
différentiels associés) lx peut etre considéré coame une application de X’ sur
X' s
1

¥ __x_> X

Si lx est différentiable, nous dirons que la difféologie 0 est PLUS FINE que la

difidologie D?' (note 7).

La FINESSE aipsi définie est une RELATION D’ORDRE entre difféologies d*un

meme ensesble; _ )
la difféologie LA PLUS FINE de X existe toujours: c’est la diffeologie

DISCRETE, caractérisée par:

Feor,n
(=3 n
F est une application LOCALEMENT CONSTANTE d'une partie de R dans X .

- Il eriste aussi une difféologie moins fine que les autres {pouvez-vous la
trouver?). .

- Tout ensemble de diffénlogies de X posséde, en ce qui concerne la finesse,
une BORME INFERIEURE et une BORNE SUPERIEURE.

Inages d’une difféolagie

Boit A une application:

d’un ESPACE DIFFERENTIEL X dans un ENSEMBLE X".
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Parmi les difféologies de X° pour lesquelles 4 est DIFFERENTIABLE, i1 en
existe une qui est LA PLUS FINE: on 1’eppellera IMAGE par A de la
difféologie de X (note 8),

Soient X et X' deun variétés; soit A une application da X sur X* . Alora:

l& diffdalogie de L est 1’image par A de celle de ¥
L b
A est une SUBMERSION de X sur X’ .

= 0On a ainsi une caractérisation des subeersions qui ne met pas en jeu les
espaces vectoriels tangents, et qui s’étend auy espaces différentiels généraux.

Exemple 2:

Bi X est un espace différentiel, et si ~s est une relation d’équivalence
quelconque sur !’ensemble X , 17application canonique de X sur 1’ensemble
quotisnt lui donne une difféologie: la DIFFEGLOGIE QUOTTENT.,

Sur la varidte T2 {le tore & 2 dimensions), les géodésiques de pente donnée oL
sont les classes d’une équivalence. G o est rationnel, le quotient Tz /e
est une variété (difféomorphe au tore 13); si & est irrationnel, 12 / x

n‘est plus une variété - mais toujours un espace différentiel; ‘l"2 /o et

2
T 7 P sont difféomorphes entre sux =i st spulement #i il existe

P q
& GLi2,Z)
r s

tel que

(note 9).

Somnes d’espaces différentiels

La notion de difféologie inage peut se généraliser de la fagon suivante: soit ¥°
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un ensemble; txj,nj) une famille d’espaces différentiels X} et d'applications
A X, =% X . CECI DEFINIT UNE DIFFEDLOGIE DE X : la plus fine pour laguelle
!;5 AJJ soient différentiahles (note Q).
En particulier, si xj désigne une famille quelconque d’espaces
différentiels, et si ¥ est l’ensemble somne des X , il suffit de choisir pour
Qj 1*injection canonique de Xj dans X pour definir la DIFFEOLOBIE SOMME.

image réciprogue d’une difféologie
[— Soit A une application

X x?

4'un ENSEMBLE X dans un ESPACE DIFFERENTIEL X' ; nous appellerons IMAGE
RECIPROGUE par A de lz difféologie de X> la MOINS FINE des difféclogies de
X telles que A soit différentiable (note 11).

£n particulier, si X est une partie de 1'espace différentiel X* et A
i'injection canonique ¥ —» X' , la difféologie de X sera dite INDHITE par
celle de ¥%° {note 12); cette difféologie induite fera de X  un SOUS-ESPACE
DIFFERENTIEL.

Exemple:

La demi-droite fermée ( r 2 Q) est un sous-espace différentiel de &. Pouvez-vaus
trouver le groupe de ses diffeéomorphismes globaux? Meme question pour la
demt ~droite ouverte { r > 0 ),

Produits d’'espaces différentiels

Seit. X un ensemble, (X ,A ) une famille d’espaces différentiels X et
LI |

d’applications Aj $ X —> X. Parmi les cifféologies de X telles que les AJ
J
saient différentiables, il en existe une qui est la moins fine. En particulier, si

xj est une famille quelconque d’espaces différentiels, on appellera DIFFEQLOGIE
FRODUIT la moins fine des difféclogies du produit cartésien:
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¥ =J | (X
J ]

pour laquelle les projections canoniques

X = Xj
socient différentiables,

La difféologie produit de n exemplaires de B cofpcide avee la difféologie

n E
standard de & ; pour tout ensemble E s+ & est encore un espace différentiel,

Groupes différentiels

Nous appellerons DIFFECLOGIE DE GROUPE touts difféologie définie sur un groupe
6, telle gue 1’application:
~1
(9,9 > g g’
so0it différentiable ( de GxG dans G ).

Un groupe muni d’une telle difféologie s’ appellera GROUPE DIFFERENTEEL
(note 13).

Exemples de groupes différentiels:

- tout GROUPE DE LIE muni de sa diffeéclogie de vartéte;

- tout groupe muni de la difféalogie discréte;

Seit 6§ un groupe différeatiel, H un sous—groupe QUELCONQUE de G i alors H  est
un groupe différentiel (pour =a difféolngie de partie de £ ),

- Si de plus le sous-groupe H est distingueé, le GROUFE QUOTIENT G6/H est un
groupe différentiel (pour sa diffeclogie de quatient de G ).

=~ Ainsi 1'ensemble €@ des rationnels est un sous-groupe du greupe additif &
par conséquent le groupe quotient:
E/ D0

est un groupe différentiel (note 14},

~ graoupes de difféomorphismes:

Sait X un espace différential quelconque; nous munirone le groupe B = diffi{X)
de la plus fine difféclngie de groupe pour laguelle
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(g,x} = gix)
soit différentiable { de (xX dans X } (note 13,

= Tout groupe de difféomorphismes de X | ;= sous-groupe de diff{X) ) est
donc aussi  canoniquement un  groupe différentiel, - On connait donc, comme
groupes différentiels, tous les groupes de difféomorphismes d'une variete X j mais
aussi de plus gros objets tels que diff{diff(xy) ,

= groupes de jauge (ou de courants)t

Seit X un espace différentiel, H un groupe différentiel; notons
X
H

I’ensenblr des applications DIFFERENTIABDLES de X dans H .

G = Hx est un groupe pour la loi de composition:

& w]mi 1= Emﬂ waﬂ;

il devient un groupe différentiel en pomant:

YT T

<=
ryx) 2 Fird 0 est différentiable (de Rnxx dans H}.

Ainsi le groupe additif Rx des fonctions réelles différentiables sur une variété
A est canoniquement un groupe différentiel.

D-morphiszmes de groupes

Goient 6 et G" deux groupes différentiels; on appellera D-MORPHIGME tout
morphi gme de groupe At g = "1

A(g‘ gz) = Aflg

} Alg_) BB
‘ 92 q:’“z
qui soit différentiable:

H
A & D¢(6,B8%)

Il est clair que le compose de deux D~morphismes est encore un D-morphisme; plus

précisément, qu’il existe une CATEBORIE dont les objets sont les GROUPES

DIFFERENTIELS et les +fléches les D-MCRPHISMES; ceci permet de définir les
D-isomorphismes, les D-~automorphismes,

Exemples de D-marphismes:

- Les automarphismes intérieurs d’un groupe différentiel G sont des
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D-auvtomorphizmes,

- Pinjection canonique d’un  sous-groupe dans un  groupe différentiel, la
surjection canonique d'un groupe différentiel sur un groupe quotient sont des
D=marphi smes,

- On notera que les D-automorphismes d'un groupe différentiel G constituent
Ewx-mémes un graupe différentiel tcomme sous-groupe de diffiG)),

Actions

Soient G up groupe, X un ensemble.
On appelis ACTION de 6 sur X tout morphispe de groupe:

R; & = X!
X! désignant le groupe des permutations de X.
8i x, désigne un paint de X , on appelle ORRITE de %, 1’ensembles

{A(g)(x') /g¢ G}

et STARILISATEUR de », le sous-groupe de G :
faea/ atgu,) x) s

les orbites des différents points forment une PARTITION de X ,

§i G est un groupe différentiel, et X  un mspace différentiel, nous appellerons
D-ACTION tout D -morphisme ' PP

68 = diffoxg

- pour gqu’une action A de 6 sur % soit une D-action, il faut et il suffit
que

(g,n} 3 Alg)lx)

soit différentiable (de 0GxX dans X ).

Exemples de D-actions:

- LCe qu’on appelle ACTION DIFFERENTIABLE d°un groupe de Lie G sur une varidté
X , ¢’est ung D-action de 6 sur ¥ .

- 8 H est un sous-groupe DUELCONOUE d'un groupe différantiel B8, il existe une
D-action A de G aur [’ESPACE QUOTIENT G/H , définie canoniquement par:

Algh g’ = gg'H Va,g' £ 6
- 0On appellera REALISATION de G sur ¥ tout D-isomorphisme de G  avee un
groupe de difféomorphismex de ¥ ; ¢£'est une D-action sur X .

Ainsi tout groupe différentiel 5 se réalise sur }’espace G par A:

Adgrig®) = gg’,
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Espaces de Klein et _espaces homogines

Soit 6 un groupe différentiel, A une action de B sur un ENSEMBLE X .

Nous appellerons DIFFEOLOGIE DE KLEIN {associée & 1’action A) la plus fine des
difféolagies de X pour lesquelles A 2oit une B~actiony § sera dit BENERATEUR
de cette difféologie,

~ Cette difféologie est la somme des difféclogies des orbites; 1’orbite de tout
point de X mst difftomorphe & 1’espace quotjent G/G, (G, := stabilisateur

de x_ )} par le difféomorphisme global:
g6, =3 Alg)ix,)

- Mous appellerons ESPACE DE KLEIN tout espace différentiel X dont la
difféologie est ainsi construite & partir d’une action de groupe; parmi les groupes
différentiels géndrateurs de la difféologie, il existe un choix canonique: A savoir
diffidy,

-Exemple;  toute variété séparde est un espace de Klein.

On  peut donner troic définitions équivalentes d’un  ESPACE (ditférentiel)
HOMOGENE X @
- X est difféomorphe au quotient d’un groupe différentiel G par un
SOusS~groupe;
- X est une espace de Klein de G - associé A une action transitive;
- ¥ est un espace de Klein sur leguel diff(X) agit transitivement.

—fxemple: Une variété séparde est homogéne ssi ses composantes connexes sont
difféomorphes entre elles,

Homologie des groupes différentiels

Soit Mo G ~* 6" um morphisme de groupe différentiel {D~morphisme),
Effectuons la décomposition cancnique Ao B ol de M:

c B A
B ===3 B/ker (M) ——3 val (N} — @*;

on peut munir  G/ker (M) et val(M) de leurs difféclagies respectives de quotient
et de partiey alors A,B,C sont des D-morphismes.

-1
Nous savons que B est bijectif; il suffit donc que B soit différentiable pour
que B soit un D-isomorphisme; nous dirons dans ce cas que M est STRICT.

Considérons maintenant une SUITE EXACTE de morphismes de groupes
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( ker{M
Jtt

nous dirons que la suite est D-EXACTE i les G sant des groupes différentiels
et les M des D-MORPHISMES STRICTS, 4

b o= valiM 1y );
i
Cette définition permet d7étendre difféologiquement des résultats algébrigues
d’homologie; ainei, considérons le diagramme commutatif suivant;
Q 4] g

r | r

0= H~—> H' —> H'—— 0

f—r 6~ §—> "—F 0O

v y r

Qa2 K Lo d K L2 K L >0

Lol

4] Q O

ou les suites horizontales et verticales —3> sont exactes. On sait qu*il existe
une geule suite ... qui compléte le diagramme computativement, et gu’elle est
eracte.

Or ce résultat algébrique se compléte par un résultat “différentiel”: =i les
suites horizontales et verticales —3) =ant D-exactes, alors la suite ,,.> est
aussi D-exacte,

Un cas particulier fournit le résultat soivant:

Soit G un grouwpe différentiel, H et K des sous—groupes invariants
enboftés: ’

KCHECGB
alors:

erne fone] / (] ,
la relation ro  étant 1’izomorphieme des groupes différentiels.
Ce résultat posséde quelques généralisations aux cas ol les sgus-groupes ne sont

plus invariante - résultats qui se formulent en définissant les FIBRATIONS des
espaces différentiels homogénes.
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Homotopie des groupes différentiels

Boient 8 et B° deux groupes différentiels. Nous dirons que G° est un REVETEMENT
de G si 8 eat D-isomorphe au quotient de G’ par un sous—-groupe DISCRET (:=
dont 18 difféologie de sous~espace est discréte); cette relation est transitive.

Four tout groupe différentiel G , nous appellerons COMPOSANTE NEUTRE de 8 le plus
petit des spus-groupes G§° tels que G/6° soit discret; cette composante neutre
6* est un sous-groupe distingué de B , et par conséquent le guotient G/ B* est
un groupe (le BROUPE DES COMPOSAMTES de G ), discret par construction.

Naus dirons que B est CONNEXE s’il est égal & sa composante neutre; la composante
neutre est le plus grand sous—groupe connexe; !’image d’un groupe Connexe par un
D-morphi sme est connexe.

Ceti permet de construire une catégorie, dont les objets sont les groupes
différentizls connexes et le fliches les D-morphismes

G'—> G

surjectifs, stricts, a noyau discret {tels donc que 6’ soit un revétement de
G ).

On dit que G est SIMPLEMENT CONNEXE si tous ses revétements connexes lui sont
D~isomarghes.

Si G est simptement connexe, =i M1 est un D-morphisme G - Gt , et si
162, ) est un revétement de 61 , M1 possede une seule factorisation Womz , n2
étant wn D-morphisme eur G2 :

(52
M2 m
G —ETQ Gl

Tout groupe différentiel connexe G posséde un REVETEMENT SIMPLEMENT COMNEXE i1

(tnpte 13} le résultat precédent montre gque E‘ eat un REVETEMENT CONNEXE UNIVERSEL
- en ce sens qu’il est lui-méme reviétement de tout revetement connexe de 6 .

Le noyau (discret) du morphisme —~
G — 6

appartient au CENTRE de G ; c’est donc un groupe abelien. I} mat défint & un
ispmorphisme prés par G 3 on 1’appellera GROUPE D*HOMOTOPIE de @ ; il est réduit A
1’Alément neutre si et =zeulement 51 6 est simplement connexe.

Ces notions peuvent s’étendre au cas d’un  espace homogene X qui est
ditféomorphe 4 un quotient d’un groupe connexe (nous dirons que X est connexe},
Les résultats principaux (note 16) sont les suivants:

- Tout espace homogéne connexe est difféomorphe & un quotient G6/6° , 6 étant
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STMPLEHENT COMMEXE;

- dans une telle réalisation, le groupe des composantes de G§6° ne dépend que de
la difféologie do X @ on §’appellera GROUPE D'HOMOTOPIE de X ;

—
- de méme l’espace X , quotient de G par !'a composante neutre de G’ est un
espace simplement connexe {i= connexe & hamotopie nulle) qui constitue -~ avec un
sens que 1’on peut préciser - le pgy@tesment universel de X .
Ces constructione recoupent des reesultates connus dans deur cas:

—celul o0 X est un groupe différentiel - que nous venonhs d'exaniner;

—celui ot X est une VARIETE SEPAREE, COMMEXE au sens usuel: groupe d’homotopie et
revétement universel ainsi construits coincidenrt avec les objets classiques;

donc a fortiori dans }’intersection de ces deux cas (groupes de Lie connexes!,

2
Exemplet le quotient oblique du tore, T /& ( o irrationnel), n’est pas une
variété; mais c’est un espace différentiel homogene connexe, dont le revétement

2
universel est la droite, et dont le groupe d’homotopie est Z “(note 9.

Ces théorémes d’existence peuvent s’établir par voie constructive: a1 6 est un
groupe différentiel, nous appellerons ARC de & toute application f de R dans
G qui est différentiable et qui vérifie:

£(0) = & (1= &lément nevtre de G );

B
1’ensemble des arcs est un sous-groupe du groupe de courants G , et par conséquent
un groupe différentiel que nous noterons arc(G) 3 il est connexe.

L*.n:lication bout definie par:
bout (#) = £{1) pour tout arc +

est un D-morphisme strict arci(B) -> G ; son image est la COMPOSAMTE MEUTRE de G
notons lacet {6} son noyau, et lasso(@) la composante neutre de lacetid .

Alars arci(B) /lassol(B) est simplement connexe, et constitue wun revétement
universel de valibout}) =~ donc de G ei 6 est connexe; le groupe d’homotopie de
G est alors égal a lacet (G) /lasso(f) , donc au groupe des compasantes de
lacet (G).

Rayons, étoiles et difféologie forte

Soit G un groupe différentiel. Nous appellerons RAYON de § tout
O-morphisae F: B —> 6.

- Les rayons sont donc les arcs de © qui vérifient:

Fltet?) = F(t) F(t”) Ve, b B R ;
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nous appellerans ETOILE de [ 1'ensemble de ses rayons; c’est un sous-groupe
de arci{B) si G est commutatif.

Bi F est un rayon, et a un réel, il est clair que
t > Flat)

est un rayon; i P est un D-morphisme B—> G’ , Po F est un rayon de G’ §oen
particulier :

-1
t Hragx F(t) % g

est un rayon VQ g8 G.
8i
P
G — 5
est un revétement de 8 , la composition
F' ¥ P o F’

applique #taile(B’}) dans étoile(B); puisque K .est simplement connexe, on voit que
cette application est bi jective.

8i X est une variété séparée, les rayons £ du groupe différentiel diff{X) sont
en bijection avec les CHAMPS DE VECTEURS DIFFERENTIABLES ET COMPLETS 4 sur X,
par la formule

Fit) = expl{tf);

-1 . . :
lg champ de vetteurs associé 4 g o Fit) o g * 'est 1’image par le difféomorphisme
g du champ de vecteurs +§ . .

»
Diffeolagie fortes

Soit G un groupe différentiel, D s=a difféologie.
Mous appellerons DIFFEOLOGIE FORTE de G la plus fine diffdologie de groupe pour
laquelle les D-rayons sont différentiables; cette difféclogie D’ est danc ph:ls
fine que D . Parce que les D-rayons sont encore des  D'-rayons, la difféologie
forte assocliée A D’ coincide avec D’ ,

Si g &G, si Fl"" F sont dea rayons de &, et si
p

1]
e pe",")
[r — (ul uz up)] DR,

il est clair que
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F
r =g 1(ul) thuz) Fpmp)

n
appartient & D’ (R ,G); en fait D’fkn,s) est constitué des applications qui sont
localement de ce type.

11 en résulte que les FRODUITS FINIS BE BOUTS DE RAYONS constituent la
COMPOSAMTE MEUTRE FORTE de 6 » donc un sous-groups distingué, invariant par tout
D-automorphisme (gqui est aussi un D’ =automorphisme.

S8i A est un D-morphisme 0 = H ¥ A reste un D-marphisme quand on munit
G et H de leurs difféologies fortes,

= La difféologie d’un GROUPE DE LIE est forte,

- 81 G est un groupe différentiel fort et connexe, tout revétement connexe
de 6, en particulier =an revétement universet, est fort,

Etats d’un groupe différentiel

Etats et harmonies

Rappeleons la dafinition de !a convolution ¥ des fonctions complexes sur un

groupe G r
LA;B](g: s Alg’) HBig™

2’9"~g
ce qui implique que A ou B est nul sur le complémentaire d'une partie finie;
X
1’adjoint B de B #tant defini par

——

B‘(q) = B(q_l)

L]
on dira que A’ est SUBORDOMNEE & A&  s°il existe B tgl] que

3
A’ =B 2 A B
la subordination est transitive,

Soient 9, et 9, € G. Pour toute fonction A, il existe AD y A, A

1 2°?
SUBORDONMEES & A , telles que

Alg,9 9} = [ﬁo tIAe 5’ i) ]‘g) Vaes
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j étant la racine cubique de 1’unite exp(2iW/3) .

On dit que M est DE TYPE POSITIF { M >> 0 ) asi:
N mubordonnéds & M =} Nie} 2 03

par conséquent:

[ M>> 0 et N subordonnéde & M =) N>» O,

Nous appellerans ETAT de § toute fonction M telle que
N> 0 et Himi=l

ies Atats forment un convexe qui engendre le cone dea fonctions de type positif:
N>> O (=3 Nep M, r 3 0, M1 état.

Tout état M vérifie les identités:
g = Atgs
Lmg | s 15
|ntgr-nigh| < J2(1-@\G(ﬂtg—lq’)n 3
|Megg?r Mg mg'lls Jl-ln(g)iz \/ng') |2 .

Le conjugue d'un état, le produit de deux états sont des états,
Exemples d’états:

-~ La fonction caractéristique d’une partie K de G est un état asi K est un
s0US-groupe.

- Tout caractére de G est un état.

- 8i P est une représentation unitaire de G sur un espace de Hilbert aﬂi, et &

un vecteur unitaire de 3{ y 18 fonction M :

Mgy = KU Lo >

est un état.

Réciproquement (note 17), tout état M peut se mettre sous cette forme, méme en
supposant W CYCLIGUE pour e , ce qui signifie que:

1 L’espace vectoriel engendré par les f{g)4’ ;, 9 EG6, estdense dansﬁﬁt‘}

Avec cette condition, la représentation f est définie par M & UNE EQUIVALENCE
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UNITAIRE FRES; f est irréductible ssi M est up point extrémal du convexe des
états,

Nous appellerons HARMONIE d’un groupe 68 tout ensemble H d’dtats de 6 qui est
convexe ®t clos pour la subordination:
MEH => M >> 0 et Mim)aly
Met NEBH, r g [0,1) = rieit-rIN § Hy
M € H, N subordonné 4 M, niei=l => N B H.
exemple:r 1’ensemble S(G) des e¢tats de G west une harmonie.

- La fermeture uniforme d’une harmonie est une harmonie.

- Toute intersection d”harmonies est une harmonie.

Réduction d’une harmgnie:

Si H est un harmonie de G , nous appellerons NOYAU de H 1’ensemble
ker(H) 1=fg €6 / Mgt Vneu}

ker {H) eat un sous-groupe distingué; tout MEH passe sur le groupe quotient
G 1= G/ker(M):

G!
\
A
W
MC
G =-=r-=3
M
l*ensemble des M* ainsi associés aux M est une harmonie H' de B' , que nous

appellerons REDUITE de H . H sera dite IRREDUCTIBLE =i ker(H) = {e} i toute
harmonie réduite est irréductible. )

Supposons que 6 soit un GROUPE TOPODLOGIGQUE. Alors:

~ Pour quiun  état soit continu, il suffit que sa partie réelle soit continue
au point e j il est alors uniformément continu.

- Les #tats continus constituent une harmonie CS(B) j £8(6) est une face du
convexe §(B) .

- Un &tat M est continue si et seulement si la représentation associee f est
continue {pour la topologie faible-forte du groupe unitaire).

~ Dans le cas du groupe B , les ETATS CONTINUS N soant en bijection avec les
L0115 DE PROBABILITE w par la transformation de FOURIER-BOCHNER)
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[N Y
NeE) -f et rayian Yies
R

Réctproquement, «f H est une harmonie d'un groupe 6, la topologie
T la moins fine pour laguelle les éléments de H sont continus est une TOPOLOGIE
PE GROUPE:

{gy9’) P> g—;g' est continue

pour qua T soit SEPAREE, i} faut et il suffit que H soit IRREDUCTISLE.

Les topologims de groupe ainsi engendrées par une harmonie s’ appelleront
TOPOLOGIES HARMOMIGUES; une topalogie est harmonique s=i elle est engendrée par
CS(6).

Exemples: les topalogies des groupes localement compacts sont harmoniques; celles
des espaces de Hilbert auesi,.

Topologie harmonigque d’un groupe différentiet

Nous munirons tout groupe différentiel G de sa "topologie harmonique®, celle qui
est engendrée par l1'harmonie DS(B) des ETATS DIFFERENTIABLES.

Lette topolagie rend continus les élédments de D5(6}; et aussi leurs limites
uni formes, qui constituent wne harmonie Egtﬁ); oh & donc
DS(G) C DS(G) € CSi6),

et ces trois harmonies engendrent la méme topologie.

- Les états appartenant a DS(B) seront dits SUPERCONTINUS.

L'utilisation systématique de cette topologie conduit aux résultats suivants:

- F & Dtﬂn,ﬁl =3 F  est continue;

~ tout D-mporphisme de groupe est continuj

= La composanta neutre de G est le plus petit sous-groupe ouvert}
- 8i G est séparé, tout sous-groupe de G est séparé;

~- Soit K un sobus-groupe distingué de G powr gque  B/K  soit séparé, il est
necessaire que K soit fermé; la condition suivante est nécessaire et suffisante:
gEG-K
=3
i) existe M € DS(G) tel que Migixl et MKy ={1}

Exemples:

~ La topologie harmonique d'un groupe de Lie cofncide aver sa topologie de
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vartété;

- 5i X est une varidté cépareée, tout graoupe de difféomorphismnes de X est
séparé {(note 18).

Réduction d’un groupe différentip)

Soit G wun groupe différentiel non séparé; nous appellerons GROUPE REDUIT le
Guotient B de G par le noyau de )’harmonie DS{B} ; on constate que DS{G’) est
l"harmonie réduite de DSIG); par conséquent le groupe réduit ' ect SEPARE,

Soit d’autre part A un D-morphisme 68 =3 K , K séparéd. Alars A se factorise
d*une seule fagon en A’oR , K étant la réduction B — G’;

PLING

G
|
G’

et A' est un D-morphisme G'—3K,

Soit 6 un groupe différentiel connexe et séparé; (E;TT) son revétement
universel,

Le groupe reéduit E: de B est un FREVETEMENT CONNEXE SEPARE UNIVERSEL de G : le

morphisme T’ de & sur 6 défini par la factorisation de TV se factorise
lui-meme sur tout revetement connexe séparé K de G, Le noyau H* de TI*

(GROUPE [’ HOMOTOPIE SEPARE} est unm quotient de H ; il est central dans .

Tangent et cotangent d’un groupe différentiel

Définitionss

Soit G un groupe différentiel. 5i M est un état différentiable et F un arc de
G, il est clair que:

MoF €& D&, A

ZS désignant le disque unité fermé du plan complese:
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il
A

il Bn résulte que le nombre

est réel; nous poserons:
jettFyi= M (’

et
jet(Miia F b=p {’ .

Les jets des arce sont des fonctions réelles sur 1'ensemble DS(E): ils constituent

un ESPACE VEECTORIEL g s Que nous dirons TANGENT & G ; on peut montrer {note 13)
ques

fEtUF F ) a jet(F) + jetiF).

Les jet= des #tate différentiables sont des fonctions réelles (sur arc(G)); ils

constituent un ESPACE VECTORIEL %, que nous appellerons COTANGENT a G i e ne

dépand de M et F  que par 17intermédiaire de leuwr jets respectifs m et + j
nous poserons
e = {msf} [}

. A~
défintssant ainsi une forme bilindaire { .,.} ; elle met ’g et % en dualité -
charun s’ identifiant & une partie s#parante du dual de 1’autre.

Topologie de 1’sspace tangent:

Considérons le jet d’ordre 2 de la fonction MoF & llorigine: toujours en
utilisant 1e fait qu’elle prend ses valeurs dans le disque A , on trouve un
développement:
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4
2 + o(t:z)

+ 0‘2+ iT]

I

MoF(t) = 1 + l{’t —[(’

oo O et T sont réels comme e, et [l N R

8t f est uh vecteur tangent, nous poseronst

I,

" . un est une SEMI-NORME sur % » Lorsque M parcourt |l’snsemble des états

differentiables, les semi-normes assacider forment un systéme complet, faisant de
‘% un ESPACE VECTORIEL TOPDLDGIOQUE LOCA_EMENT CONVEXE,

- Le morphisme "jet”: arciG) —)% est CONTINU - pour cette topologie de % et
pour la topologie harrenique de arci{6).

-~
- La forme bilintaire {...} plonge le cotangent % dans le dual TRPOLOGIQUE

\%'de%.

8i § est un groupe de Lie, % est son algébre de Lie {puni de la topologie
-~

usuelle), et ‘% est le dual de ‘% .

Représentations adjointe et coadjointer

Soit @ H BI s 4 (32 un D-morphisme de groupe.

Il existe une application lingaire

1$ 51"?2’

dite *TANGENTE adD *, definie par:

1§ et () = jetiPor Vre arc(6));
elle est continue pour la topologie de gl et %’2 que nous venons de définir,

L’application lindaire COTANGENTE:
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AN
T §s 52 —)gl
se définit par:

1'§(jeum) = jet med) Ve LCRY

elle est transposée de la précédenter

{T'@(m),f} = {m,'rém]! (¥Yae @2, Yie i;li.
La composition de deux D-morphismes @ et wconduit as

T[é o"}"] = T@u T-LP-
I W) - Y 4T
En choisissant le cas d”un automorphisme intérieur:
Tig) = 9 > ag’g
on definit la REPRESENTATION ADJOINTE Ad : s RN 7 T
Ad(g) = r[t <g)],
X -~
et la REPRESEMTATION CO-ADJOINTE Ad : B -» L( <§ Yy

-1
ﬁd‘ig) = Tt[t ig )];

elles sont liées par la relation d’équivariance:

{ Ad*(g) (m),Ad{g) (6)}= im,f}

qui permet de prolonger Adttg) sur le dual topologique ¥' et sur le dual
algébrique g, f

3-forme de structure:

Snit B un groupe différentiel, M un état différentiable, Fl et F’2 deux arcs.
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= Le nombre:

2? ( -1 -1)
s MUFO R P Ew = 0

ezt réel et ne dépend que dec JETS m f fl ' fz de M, F

b

1* F2 3 nous le npoterons:

oh peut aussi le calculer par:

| } d {
L P = — 1 m Ad(F ()} 14 ) .
1 1t "2 dt 1 2

~
.,.,.} est une forae trilindaire sur g xgxg, que nous appellerons FORME OE
STRUCTURE de G .

Par rappart & ses arguments 2 et 3, elie est ANTISYMETRIQUE st COMTINUE; plus

précisement {(note 13):
~
{""*1"2” <2 "ﬂ"n "‘2"»1’

M désignant tout état différentiable ayant m pour jet.

Eremple: si G est un groupe de Lie, les composantes de cette forme dans une hase

de 1’algébre de Lie E sont les COEFFILIENTS DE STRUCTURE .c:’l du groupe.

Algtbre de Lies
La forme de structure permet de définir le CROCMET DE LIE [fl,f2] de deux

vecteurs tangents f ,f

. s comme 1*application

m > {m,fl,fz}

ce crochet appartient au dual du cotangent - et peut appartenir au tangent {qui
s’identifie & une partie de ce dual)y ¢'est le cas en particulier s’il est nul,

2

tels quet

L'ensemble g. des vecteurs tangente +
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.\t!; g% , [m s im,f,,f}]e ¢
Yae %, [f =3 1m,ﬁ,+}]3 %i

est une ALBEBRE DE LIE pour ce crochet (note 13),

Daux exemples triviaux ou g_-"s-l

- §( est un groupe de Lieg
-~ 6 est commutatif.

Exponentielles

Soit G un groupe différentiel SEPARE, Un vecteur tangent & B sera dit COMPLEY
s’1] est i# jet d’un rayon. 11 eniste alors une application "exp" de 1'ensemble des
vectewrs complets dans G , caractérisées par

Fit) = exp{t jetiF)

- pour tout rayon F et tout réel t .

- 8 4 st complet, Adig) (f) est complet (Yg £ 6) et

Yee &

- Plus généraiement, =i § est un D~morphizme G ->H , G et H étant sépares,
et i F est un vecteur complet de G , T@(f) est un vecteur complet de H , et

explt TEH) » §(expu_n') V.

- 5i § et fz sont des vecteurs complets d’un groupe différentiel séparé G , et si

1
[fl,f2]= 0,

exp(t Ad(g) (A)) = g expitf) g—l

alors fl + 62 est complet, =t

) = pup(f ) expif )

exp(flh‘ N

9 l) exp(+2) - exp(fz
- Mais la somme de deux vecteurs complets n’est pas toujours un vectsur complet:
1'ensemble jet(étoile(B)) des vecteurs complets est une partie de invariante

par homothétie, par l1a la représentation adjointa; pas toujours un espace vectoriel.

- 8i la difféologie de O est forte, tout vectew tangent st une somme de
vecteurs complets.
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Difféologie coadjointe

ey
Solt G un groupe diffdrentiel, g et % ses espaces tangent et cotangent.
-\

Munissons ‘% de 1a DIFFEOLOGIE COADJODINTE, c’estf\-:\-dlre de la difféologie de Klein

associde & l1’action coadjointe de G sur ‘3 s, &t considérons une fonction
différentiable

P
4): £ -> (6 .
La '"courbe" va!(cbl est contenue dans une orbite coadjointe (parce qu’une

diftéologie de Klein est une diffénlogie sommel; si £ est un  vecteuwr tangent &
6 , la fonction

t > 14’&).5}

est différentiable {(de R dans ¥ }} hous pouvons poser

d
Pion = = itbm,f}

définissant ainai une forme lingaire &7 () sur %; an  1’appellera "yecteur
tangent” & l’orbite au point $ier.

L’ensemble de ces vecteurs tangents en un point m est 1’image de g par
1"application

Ll N -[f’ Mlm,*’,*}] s

et par conadquent constitue un espace vectoriel T (que pous dirons "tangent A
1'orbite n m")3 T est ‘un sous-espace vectoriel, non seulement du dual algeébrigue

%
'5 , Mmais aussi du dual topologique ‘%’ .

Considérons d’autre part, powr tout ¢ € g y 1’application linéaire c,¢

¥
cF{x) » x{f) Vx ET
L’ ensemble
€= {c‘ /FE “5 }
est un  sous-espace vectoriel séparant du dual de T - nous 1'appellerons espace

COTANGENT & 1’orbite en m.
I1 se trouve que les deux applications linéaires

fof ,f}—)c‘

ont méme noyau: c’est 1’ensembie des f tels que
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{m,f,f’}- 0 Y & i; ;
par conséquent il mxiste une BIJECTION LINEAIRE O de 7T suw C définie par

U'Ixfi -, Vf;

on constate que
Tox, y0x,,) tim,f,f’} Ys, ¢ eta"_

et par conséq'uent que O eat une 2-forme antisymétrique sur 7T : an généralise
ainsi la structure SYMPLECTIOUE des orbites coadjointex d*un groupe de Lie.

Spectres
Sott 6 un groupe différentiel, M un &tat continu, F un rayon,

MoF est un é&tat continu de R 3 d’aprés le théoréme de DBochner, il existe une
loi de probebilité Y sur R caractérisde par

il
mm:-:f-’ S aviw Yeew
R -
hous la noterons
spactreiM,F).,
Si M est différentiable, MoF |’est aussi (quel que soit le ravon F ), et par

conséquent spectre{M,F) a des moments de tous ordres. En particulier la VALEUR
MOYEMNME est:

spectre(M,F} = {m,f}
m et f désignant les jets de M et F
et 17ECART STANDARD & vérifie:

o (spectre,F1) > ”f "I‘Ii
d’ot ka RELATION D’ INCERTITUDE:

{""*1"23 ,

W(spe:tre(H,Fl)) 0'(;pe:tre(M,F2)) 3

i
2

Groupe statistique d’une variété

Soit X une variété séparée.

Nous appellerons OBSERVABLES de X leas fonctions différentiables (f:
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X - R.

(P étant un observable, t un réel, » un point de X s posons:
ELQY6 b0 1= LR S

: X

E(‘f) est un RAYON du groupe de courants I'; plus précisément, E est une
. X X

bijection de & sur i’étoile de T ({ T gésigne toujours le tore (1) }.

. X
Munissans ‘T de sa difféologie forte et designons par

stat (X)
5a composante neutre,

G = stat(X) est un qgroupe différentiel fart et connexe, commutatif, que naus

appellerons OGROUPE STATISTIQUE  de X1 lorsque q? parcourt 1’ensemhie des

abhservables de X, E((,?) parcourt 1’ensemble des rayons de G et E(tr)(i)
parcourt 0 .,

Désignans maintenant par
prob{X}

1’ensemble des LOIS DE PROBARILITE sur X , c’est-a-dire des mesures positives de
nagse |,

8i ’J.e prob (), nous pouvens lui associer la fonction M :

Mig) = giny dpind
L F

que nous appellerons ETAT STATISTIQUE associé & }L; M est effectivement un ETAT du
groupe statistique; i1 est SUPERCONTINU, donc CONTINU;

Yo & statixs ,

- l'ensemble des états statistigues est une HARMONIE;
- si t{ est un cbaervable de X ,
spectre (M,E0)) = g,

(f(,J.) désignant 17IMAGE par (F de la loi de probabilite ’u (note 19)g il en
résulte que 1”application ).u—r M est INJECTIVE,

= 8 M est un état statistigue, (.? un observable, et & une fenction
différentiable B -> B, on a1
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spectre‘p,E(Nnt{)) = spectre(ﬂ.E((f))) .

IX: QUANTIFICATION GECMETRIGUE

Structure des systémes dynamiques classiques

Considérons un systéme dynamique classique (note 2005 supposons que 1’ensemble Y
des “conditions {nitiales® du systéme (date comprise) posséde une structure
"naturelle” de varieté seéparée connexe; on 1’appellera ESPACE D’EVOLUTION du systéme
{note 2t}.

La DYNAMIRUE du systéme est caracteérisée par une équivalence sur Y 3 les classes
=’ appelleront MOUVEMENTS du systéme (note 22).

L*ensemble X des mouvements est un espace différentiel - comme quotient de Y ;
nous 1’appellerons ESPACE DES MOUVEMENTS.

Introduisons un axiome de la mécaniguet 1"espace des mouvements est une VARIETE
SEPAREE (note 23).

Comme nous le savons, la difféalogie de X est deéfinie par le fait que la
projection canonique Tl de Y sur X est une submersion.

Mécanique statistique classique

Les procédures de cette théorie peuvent se décrire au moyen du GROUPE STATISTIQUE DE
L?EBPACE X DES MOUVEMENTS.

-Un DBSERVABLE du systéme, ce sera par définition un observable de la variété X -
c’est-d-dire une fonction différentiable X ~> Rt

Y —>X —>F;

les observables ‘P sont en bi jection par <f b= (fnTr avec les fonctions qui

sont DIFFERENTIABLES SUR Y et CONSTANTES SUR CHAGUE MOUVEMENT: ce qu'on appelie
les "constantes du mouvement®,

La mécanique statistique est probabilistes 1°"état physique” du systéme est décrit
par une loi de prohabilité sur X ; le résultat de la mesure d’un observable
dans cet état est encore une loi de probabilité, A =aveir 1’image t{tr&).

Nous ppuvons donc transcrire cette axiomatique en utilisant des résultats ci-dessuss
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- 17etat physique du systéme se caractérise par un ETAT STATISTIQUE M
associé au groupe stat (X);
- la mesure d’un observable tf dans 1’état M donne pour résultat

spectre (H,Eﬂ{ )) .

Parmi ces gtats statistiques figurent les "stats tlassigues”: ce sont les
potnts extrémaux du convere des états statistiquas; ils =ont en bijection avec les
MOUVEMENTS x  par:

Mig) = gix) VQ E stat (X);
dans un tel état M, chaque observable (.? a le spectre ‘“ponctuel” S(Cf(x}), 3

désignant la mesure de Dirac.

Structure symplectique et préquantigque

Dans le cas des systémes non dissipatifs, l’expérience pernet de dégager d’autres
principes de la mécanique:

La variété X des mouvements est munie d°une structure symplectique gréace a
une 2-forme ¢ : la "forme de Lagrange", dont 1’équation aux dimensions est celle
d’une action hamiltonienne:

2.-1
MLTT
{note 24},

Les difféamorphismes de X respectant @ s’appellent SYMPLECTOMORPHISMES;

ils constituent un groupe syspl(X); coame sous-groupe de diff(X), sympli{X) est un
groupe différentiel séparé.
(note 25),

Moue savons que tout rayon £ de diff{X) est associé 4 un champ de vecteurs + sur
Y par:

Ft) = axp(tf Yte g
Par contraction avec 1a forme symplectique @, on en déduit une 1-forme Of,

F est un rayon de sympl(X) =si @f est fermée; on dira que F est HAMILTONIEN =si
Uf est exacte,

Considérons le GROUPE sympl (X)) nous 1’avons déid muni d’une difféolagie de groupe
D, la difféologie standard des sous-groupes de disé{}).

Mais te meme graupe sympl{X} posséde une autre difféolagie de groupe D* |
caractérisée par les deux propriétés suivanteay
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D’ est fortej
les D’ -rayons sont les D-rayons hamiltoniens,

nous 1°appellerons DIFFEOLOGIE HAMILTONIENNE; elle est plus +ine que D, et aussi
que la difféologie forte associde &4 D .,

Introduisons maintenant la constante de Planck réduite:

B = 1,05459E-31 g a’s

qui nous permet de formuler la condition de PREGUANTIFICATION:

=

[I existe une variété séparée E , fibrée en cercles au dessus de X  par une
submersion P, et munie d’une 1-forme W, telle que:

- W gst irreductible {nate 25}

=~ la derivée extérieure de W est 1’image réciprogque par F de —E-—,-

- La circulation de ) sur chaque fibre est égale &4 2.

Il existe yn critére de la possibilité de cette construction (il fait intervenir la
cohomologie de la ferme O/H )} l7expérience montre que cette condition est
TOUJOURS VERIFIEE dans les systémes reéels,

On definit simplement 1’EGUIVALENCE de deux préquantifications de X , et on montre
que les classes d’équivalence sont en bijection avec les caractéres du groupe
d’homotopie de X (supposée connexe). )

Ce caractére sera considéré comme |'une des "propristés physiques" du systéme; la
varieté =, nainsi déterminée A une équivalence prés, s’appellera VARIETE QUANTIQUE
du systéme.

Guantomorphi smes:

- lLes diffeomorphismes de E qui préservent W , gu QUANTOMORPHISMES, forment un
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groupe différentiel quant( 3) $ il existe un D~MDRFHISME STRICT F'1l de quant(E}
dans Symp! (X}, qui est défini par:

Phg PtEn = Pigly Vg € quantt =), Yie =

x
le noyau de P est D-isomorphe au tare T et constitue le centre de quant { .3).

~
~ & et X sont respectivement des ESPACES DIFFERENTIELS HOMOGENES des groupes
quant (Z) et sympl O}

On peut associer & chaque RAYON F  du aroupe quantts b un OBSERVABRLE tf de la

variéte X par la formules
d
oo =W [-- IR S
dt
t=0

-
cette correspondance est une injection de |’¢toile de quant(.=, ) dans 1’ensemhle

des observables de X ; si est associée & un rayon F , nous dirons que ‘f est
COMPLETE (note 27) et nous noterons

F = Er.zfn
Exempler |’'cbservable :ﬂ ;
Ao =t Yy £ x

est compiéte; le rayon associé el a pour noyau ZWZ i il permet de définir une
D-action libre du tore sur =, , A, par:

A’k sedhenh Vreer, YEeZD

c’est cette action qui donne & E sa structure d’espace fibré principal sur T .

On appellera ACTION HAMILTONIENNE d’un groupe différentiel 6 tout D’ -marphisme
G —> sympl (X)),
I¥’ deésignant la difiéologie hamiltonienne de sympl (X)),
= on agpellera GROUPE DYNAMIQUE {resp. QUANTODYNAMIGUE) un groupe de Lie connexe

muni  d’une action hamiltonienne A dane  s=ympl{X) (resp. d*une D-action dans
gquant{ & 1),
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%
-~ 8i {H,8) est un graoupe quantodynamique, (H,P oB)} est groupe dynamique;

- réciproquement, soit (G,A) est un groupe dynamique,

B -
H ~e—3quant { =, }
P*

=3 sympl (X}
A

alors vatta) C vauP'); le produit fibre:

H = {(g P BB x quanttZ) / aAlgy = P‘q)}

#st un groupe de Lie, D-extension centrale stricte de G par le tore, Le
D-morphi sme

B: {9,%) > Y
en fait un groupe quantodynamigue.
Exemples;

- 851 X est un espace vectoriel symplectique, l’extension quantodynamique du
groupe de ses translations est le groupe de HEISENBERG-WEYL.

- Si le groupe de Galilée G est dynamique, son .extension quantodynamique H (le
GROUPE DE BARGMAN) n’est pas la meme pour tous les systémes; elle en dépend par
I’intermediaire d'un scalaire m .

-~ m s'interpréte géométriquement comme une CLASSE DE COHOMOLOGIE associée &
1'action hamiltonienne de G .

Soit {H,B) wun groupe quantodynamiqgue,

g = 1 2o quant (D) o syme1 o).

81 = appartient A )’algébre de Lie ’-Z de H ,

Tt P expltz)

est un rayon de H ; Bol  est un rayon de quant '.:: }, donc associé A un observable
de X i
‘f BoZ = E((f);
1'application L 1 )
T ¢

ezt lindaire (note 28) et vérifie:
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? k]
L( [z.2 ]Lie) - W [Ltz),L(z )]Pai”an

{note 29).

L’ensemble de valeurs de L est  donc une algébre de Lie ({pour le crochet de
Poisson), constitude d’observables complétes.

L*ensemble des observables, muni du crochet de Poisson, est une algébre de
Lie; mais celies qui sont complétes ne constituent pas toujours une sous~algébre de
Lie, ni méme un espace vectoriel: ainsi, dans le cas ot ¥ est le plan muni des
coordonnées canoniques p et q , les deux observables

2 3
P9

sont complétes, mais pas leur somme ni leur crochet de Poisson.

Deux groupes “infinitésimalement proches®

Nous venons d’étudier deux groupes différentiels, satati(X) et quant! E: }; les
rayons de chacun d’eux ont @té associés & des variables dynamiques par une
correspondance - notée £ dans les deux cas.

Ceci définit entre lec étoiles de ces groupes une injection I 3

observables
complétes
E
Y
E
| . }/
T — > -
etoilefquant () etoile{statix})
\

X
i
vect(E)/ \.__EL' 4

quant { 3) est un groupe de difféemorﬂlhismes de = j} il se trpuve qu’il existe aussi
une réalisation B de stat(X) sur & : il suffit de faire subir A chaque fibre

-

observables

-1
F {x} le déphasage gix); ce qui s'écrit:
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Big) () = AtgPiE sl Yoe&stato, YieZ,

S
A démigne l’action libre du tore sur o,

Grace A ces rekalisations, les deux étoiles s’injectent dans 1’espace vectoriel
vect (%) des champs de vecteurs différentiables sur o,

Le caleul montre que des rayonz associés par I  se projettent mur des vecteurs
"proches”, en te sens que leur différence s’exprime par une formule contenant la
"petite constante” ¥ en facteur (note 30).

De fagon analogue, tes groupes de Galilée et de Poincaré se réalisent tous les deux
sur 1‘espace-temps Eq » &t il existe une injection I entre les étoiles des deux
groupes:

1
-'> ———
etolle(Balilée) étoile(Poincard)

Y ¢

LY rl

' -

\ {
vect (E“) .

2)
ou/e

conduisant & des vecteurs dont la différence contient -en facteur une autre petite
constante:

1767 m 1.1126%6-17 m 282 ,

{note 31).

Tentative d’axiomatization de la Mécanique Buantique

L’art _de changer de groups

La mécanique newtonienne se compléte par le principe suivant:
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8i un systeme dynamique est isolé, il existe une action hamiltonienne
G > symplix)
du groupe de Galilée B sur 1’espace X des mouvements;

partant de «ce principe, on peut déduire: la définition de la mas=e du sSysténe
{c’est le nombre massocie & laction de 6 ;3 voir plus haut); 1’égalite de
1’action et de la réaction; les théorémes généraux de la dynamique; la décompositian
barycentrique qui fait de ¥ un produit cartésien symplectigue; stc.

La relativité restreinte est construite sur  17hypothése que ce principe de la
mécanique ast inexact - le groupe de Galilee n'y intervenant que parce qu*il est une
APPROXIMATION du groupe de Poincaré { appronimation valable dana des conditions

expérimentales ol on peut négliger la constante 1/':2); et que le seul principe
confarae A la réalité se formule en reaplagant G par ce groupe de Poincars {ou,
plus précissment, par =a composante neutra),

De fait, ce nouveau principe conduit A des résultats vérifiables - comme

I'équivalence de 1’énergie avec la masse, au tagx 1/c2 '

Ainsi qu’on 17espérait, la différence entre les prédictions des deux mécaniques
reste négligeable dans un grand nombre de cas - bien que les raisans n’en soient pas
toujours claires,

De méme:

- nous  avons formulé les principes de la mécanique statistique & 1%aide du
groupe stat(X) de )'espace des mouvements;

~ nous avons constaté que ce groupe peut étre consideré comme une appraximation
du groupe  quant{Zl) qui  intervient en mécanique tlassique au niveauw de la
préquantification - dans des conditians ot la constante i apparaft comme
négligeabtle;

= nous allens essaver de remplacer stat{(y) par quant{Z) dans ces principes -
donc de définir les “étate quantigques" comme des Btats continus du groupe
quant{ % 9.

A ce stade, il est prudent de commencer par essayer un principe plug faible,

5{ N est un état de quant{ =, by ot &j G est un groupe différentiel munt d’un
D-morphisme dans quant{Z) , on obtient par composition un édtat M 3 6 »C:

/quant §08!
g8 ” \ic

mais l'enistence de M n’entratne évidemment pas celle de M,
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Mous pouvons obtenir un  tel groupe G par des constructions géométriques
successivess

- La difféclogie choisie pour stati(X} est forte; nous pouvans aussi munir

—

auant( X ) de =a difféologie forte - grace au p-morphisme identique:

quant { oY) —3 guant ¢

fort standard

- stat(X) est un groupe cOnnexe;] naus pouvons restreindre le groupe précédent a
sa composante neutre:

quant {Z) —3> qguant(Z) .

fort et connexe fort

-~ Epéin nous pouvans remplacer ce dernier groupe par  80n REVETEMENT UNIVERSEL
6 , qui est encore un groupe fort et connexe; nous 1’appelerons GROUPE QUANTIGUE,
On établit facilement un diagramme commutatif de D-morphismes:

Q)

E(?)

w 1A

—-—
-y . ——— - &t
quant ()2 quantig}, . P quant () . dard

1} v

. ————— P N S 4
syapl (x)hamiltanien symR XD i1 tanten =ven standard

ol 1’indice * indique la composante neutre.
- Les opérations gque nous venons dreffectuer (passage a la difféclogie forte,

restriction A la composante neutre, revétement) ont la propriété de ne pes changer
la structure de 1°ETOILE d’un groupe. Par conséquent 1'étoile de G sera

—

i i = - o erons 1”identi-
canoniquement isomorphe & celle de quant( & )5tandard et nous ¥
ficatiom

F & ¢toil=iB)
Loy

F = E{ l-r ), (fl observable compléte classique X -> E.

- 8i g€ 06, et si L’ est un observable complet, op ar
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E(tfn Tl’(g"l))m =g EU§)) o} Vi 6w

T etant le D-morphisme 5 ~» sympliX),

Etats gquantigues
Par analogie avec le Cas des états statistiques, nous allons essayer le principe
suivant:

{Gs1)

L état physique d'un systéme est caractérisé par un ETAT CONTINU du GROUPE
QUANTIRUE 6 3

- Dane un tel état M, le résultat de la mesure d”un observable cospiet &P
134

spectre (H,Etcr ).
Mais tous les &tats continus de G ne pourrpnt pas correspondre A des états

physiques; nous allons essayer de choisir des axiomes déterminant mathématiquement
1a classe des "ETATS OUANTIQUES".

La premiére condition que nous allens proposer, c’est que le spectre de l”observable
- qui ne prend que ta valewr 1 , soit concentré auw point 1:

gsd
spectre(,ECI)) = Sny;

cette condition peut aussi s’écrire:;

el )= 't Yeenr

on notera que les #tats qui  satisfont cette condition constituent une HARMOMIE,
fermée pour la convergence uniforme (Cf. ci-dessous @S2).

La non- commutativité du groupe 6  va avoir des conséquences sur la "largeur” des
spectres: ainsi, dans le cas au X est le pian muni des coordonnées canoniques
p,q, une inégalite indiquée plus haut donne:

¢ (spectreiM,E(p)) T (spectretM,Etq)) » H/2

pour tout eétat différentiable M verifiant us'l; on reconnait la RELATION
D? INCERTITUDE DE HEISEMBERS, sous sa forme la plus stricte {on ne peut pas augmenter
le deuxiéme membre).

Exemple:

Considérons un oscillateur harmonique A une dimension. L‘'observable “énergie”:

E2 2q2
- w3
H = 2m+m 2
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est complete; le calcul®montre que

2m
E(H) ( a;ﬁ )
se projette sw 1’élement neutre de quant( E). Ceci aontre la nécessité d'utiliser
un revetement comme groupe quantique) sinon, le spectre de I’énergie devrait etre

cantenu dans
# uaifi;

alars que le spectre observé eat contenu dans

vl 2o L]

pour tous les états quantiques.

Formulation hilbertienne

Si M est un état continu de G , nous savons qu’il exister
= un espace de Hilbert a‘( §
- une représentation continue e de 8 dans le groupe unitaire LH)();
= un vecteur unitaire tP y cyclique, tel que:
Migy = {W, r:gakl)) ¥q & g;

e tout défini par M & une équivalence unitaire preés,

S (f est un ohservable complet, la fonction:

t = r(zeqnm)

eat une représentation unitaire continue de & sur M i le théoréme de Stone nous
indique qu’il existe un  unique opérateur self-adjoint de s Que nous
noterons

N

¢,
tel que:

e
P ECPIIE) - ety Yt

par conséquent on at
A
negri) » (W, DYy Vees

il eEn résulte que le spectre Y de |’ohservable CP dans 1’#tat M pst
défini par:
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dvi) = a (W, oy W)

Pl
P &tant la FONCTION SPECTRALE (4 valeur projecteur) du self-adjoint (P; que
la VALEUR MOYENNE de ‘f dans 1°état M -~ =i elle converge - vaut

&, q vy
ete,

En particulier, 1 est  1'opératewr identique sur a'( = comme conséquence de
1’axiome @58 .

O se retrouve donc en terrain familiert lee cbservables COMPLETS se "quantifient”
par des opérateurs self-adjoints selon la rigle

~
tf b
et l'usage spectral de ces opérateurs est confarme aux  régles de la mécanique

quantique.

Une remarqgue: tout ce que nous wvenons d’écrire reste valable dans le cas de ia
mécanique statistique classique - hien que ce ne soit pas 1l'usage de la traiter en
langage hilbertien.

Groupes_quantodynamiques

I1 est clair que lez régles de Birac ne sont cependant pas toutes valables dans le
présent contextey en particulier la guantification

¢ &

NEST PAS UNE OPERATION LINEAIRE - et d’ailleurs ne peut pas 17étre, puisque les
cbservables complets ne constituent pas un espace vectoriel - pas plus d’ailleurs
que les opérateurs self-adjoints.

Cependant la linéarité apparait si on se restreint auy observables associgs & un
GROUPE QUANTODYNAMIGUE H {ce sont donc les MOMENTS du groupe dynamique associé).
Or les exemples classiques sont effectivement choisis dans ce cas~lh,

Soit danc (H,B) un groupe quantodynamique:

L
~ B
H ey, 8

|

H --—-J)B quant (S)

Cd
I1 est immédiat que -] se reléave, de fagan unique, par un D-morphisme B 3
H > 6, W atant le revetement universel de H . FPar conséquent, fcré’ est une

représentation unitaire continue du groupe de Lie M .
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~ Exemples; dans le cas ou X est un espace vectoriel symplectique, et H le
groupe de Heisenherg (voir plus haut}, on constate que las opératevrs:
-~

Fa
P 9,
1 ¥

engendrent un espace vectoriel de self-adjoints, et veérifient les RELATIONS
CANONIBUES DE COMMUTATION - écrites & la Weyl.

Axigme harmonigue
Un des principes formulés par Dirac pour la mécanique quantigue, c’est que TOUS LES
VECTEURS UNITAIRES DE Uc décrivent des états quantiques: on les désigne d’ailleurs
sous le nom de "vecteurs d’état”,

‘Or s8i (b’ est un wvecteur upitaire quelconque de 3‘1, 17état M qui lui est
associd:
wig = <Y, pror W)
est une limite uniforme d”états subordonnés & M {c’est une conséquence du fait que
$ soit cyclique’,

Mais la mécanique quantique usuelle introduit encore d’autres dtats -~ dits
"mélangés”y ils sont définis par un "opérateur densite" a , positif et de trace !
(e’est donc un opérateur-d-trace); le spectre Yy de tf dans cet état étant donné
part

avew) = a1 (A pen).

Or tous ces objets feront partie des états quantiques si nous adoptons 1’ axiome
suivants

252

L'ensanble den états quantiques est une HARMONIE, farmée pour la convergence
uniforee sur 8§ .

Remarque: cet axiome est aussi vérifié par 17ensemble des eétats statistiques
classiques sur stat(X),

Foncticonalité
Snit i? un observable complet; soit V  ta loi de probabilité, résultat de la
mesure de (f dans un état M :

T-l)v

81 & est une fonction différentiable E->%, on peut démontrer que
I’ observable Mutf pat encore complet; les= notions probabilistes usuelles resteront
applicables si le résultat de la mesure de Nc? dans le méme dtat est OV )
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Molp Jowiy,
comne dans le cas des états statistiques,

Ceci conduit donc & proposer pour les £tats quantigques N I*AYIOME DE
FONMCTIONNALITE: :

@83
Pour tout shservable complet (? et toute fonction différentiable @A
®->R, on as

spectre (M, E(a o)) = x(spectu(n,ew)))
d’od on tire immédiatement:

8i un ohservable complet {P prend ses valsurs dans une partie 1 de R

fermée et convexe (demi-droite ou intervalle), son spectre dans tout état
quantigue est contenu dans I,

et, comme cas particulier, L”pxiome 03]l proposé plus haut.

Fonctionnalité hilbertienns

-  {Compte tenw de @52, 1’axiome 083 de fonctionnailité 8 wune transcription
hilbertienne simple: '

4”'\\\ A
oo = & {Y)
pour tous les ¢ et (P vérifiant les conditions de BS3 ; & ‘Q) désigne 1’image

~
par of du self-adjoint tf H elle ast définie par les régles du “calcul
fonctionnel™, qui s’appliguent meme dans le cas d’une fonction & non bornde.

Ces axiomes font-ii partie de la pratique guantique? On les utilise effectivement
dans certains cas classiques, par exeaple lorsqu’on fait la substitution:

’? 1\2
p >p
au

N\
vig) = v(g)

mais cet usage est souvent clandestin - grace a l'ambiguité des notations: on
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: ) 2
2crit hypocritement p ou Vigl....

Autre exemple; il existe un modéle symplectique classique de particule A sping il

eet préquantifiable ssi la longueur “?ll de ce spin eat multiple de HK/2.

Plagons nous dans le cas W/2 ; considérons les trois tomposantes du

vecteur unitaire;
o 4
‘E? =2 5 /¥,

En utilisant d'une part le fait que ce sont des moments associés au groupe
quantodynamique  SU(2) , d’autre part lZaxiome ©53 , on rend rigoureuw: 1
raisonnement de Dirac qui condurt aux relations:

-2
T, "

AN

~ A A o~
13 a"?=-o‘o~-i€,
y z 2y %
qui traduisent l’effet Stern-Gerlach.

Mais cet axiome de fonctionnalité se heurte & une difficulté majeure: nous ne
=avens pas =73l existe effectivement des états qui 1o vérifient,

A fortiori, la compatibilité de Q53 avec avec @51 et 052 n’est pas assurde;
nous pouvons définir les états quantigques comme les &tats continus de G dont les
subordonnés  sont fonctionpels; les axiomes 0S1,2,3 seront vérifiés par cet
enzemble, mais nous ne savons pas si cet ensemble n’est pas vide.

{1 faut donc considérer cette axiomatique comme provisoire - et examiner ses
consdquences - ce que nous ne ferons pas ici. S'il apparaissait une contradiction,
ja question se poserait d’une wmodification de BS3 qui rétablisse la compatibilité
logique sans faire disparaftre la conformité de la theorie avec la physique
quantique,

NOTES

m
1: L'ensemble D(Em,ln) des applications de classe c™ d°un ouvert de B dans

£" est defini une fais pour toute en analyse réelle.

2z On peut modifier cette axiomatique en remplagant, dans 1’axiome 02

Otﬂm,sn) par l’ensemble des applications d’un ouvert de Rm dans K" qui sont
analytiques réelles; on définira ainsi les ESPACES DIFFERENTIELS ANALYTIQUES -
généralisation des varigtés analytigues, De meme les espaces différentiels
ANALYTIQUES COMPLEXES se définissent de fagon évidente.

s L*ensemble
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3: Le s=igne o désigne la composition des applications - qui reste associative
malgre la variabilite des ensembles de définition.

44 Dan§ le casou X et X° sont chacune une varieteé, on peut effectivement
caractériger ainsi les applications différentiasbles au gens usuel.

FH L'usage de cette notation est permis parce qu’elle est cohédrente avec tes

: n m o
notations D(R ,%) st D& ,B )} utilisées dans les axiames; ce résyltat reste vrai
dans le cas des espaces analytiques (nate 2).

-1 . .
6: A " est défini en considérant A comme une bijection de son ensemhle de
de¢finition def(A} sur son ensamble de valeurs val {A) .

71 Autre definition: Ya, 0", 0 C b0

8: Dans le cas ou A  est surjective, cette difféologie D" se caractérise par la
condition de RELEVEMENT LLOCAL:

Fr e b7k, %)
Cay
Y- E def(F"), il existe F g D(Rn,X) tel que:

r € def(F};
£* est un prolongement de @ o F,

9  Voir FP.Donato, P.Iglegias, preprint C,F.T.83 p. 1324 (1983),

{0 C'est la HORNE INFERIEURE des difféclogies images des X par les A .
i b

11 Une application F d’un ouvert de k" dans X appartient a D(Rn,X) ssi

AOF B DE,N

n :
12: Les elements de DR ,X) sont simplement ceux de D(Rn,X’} dont L’ensemble de
valeurs est contenu dans X .
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t4: Le quotient de K  par un sous-groupe & deux générateurs est difféomorphe & un

quotient irrationnel du tore & 2 dimensions (noté plus haut 1“2/n' Y.

13: Explicitement, F € D(I!n,dxffn()) st et seulmment si:

[t P2 Fimon] e 0™ x , 0
et

[rra0 2 v 0] & 0 x, 0y

dans les cas ol X est une variété, cetts dernitre condition est impliquée par ta
précédente,

14: P. Donato, thése (en préparation).

17: Construction de Gelfand-Naimark-Segal.

18 On utilise 1'"espace de Hilbert M de X ", engendré par les demi-densités de
X compiexes, de classe c® y & s=upport compact} est un espace de
reprézentation unitaire continue de diff(X),

17t Cette image est définie wxplicitement par

pevr dfgepre] = | plypon) d i)

P désignant une fonction d’essai arbitraire.

. . -
20: Cas standard: un systéme de n points de maszes mj, de positions rj, de

vitesses -v-,_', soumis & des forces ‘F-j,.
]

2t: Dans i‘exemple choisi, Y est 1’ensemble des
- - - =»
y = ‘t,rl,...rn,vl,...vn),

) 1+on
t désignant une date; Y est une varigté comme partie ouverte de R .

22:  Les mouvements classiques sont des courbes tracées sur Y , solution des
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dgquations de Newton ——y
dri — dV‘ -
- 4
= = v M --= = F (y}
dt J i i dt j 4

-
23: On obtient en général ce résultat en supposant que les forces F_ sont des
1
fonctions diféérentiables de ¥ » Bt en choisizsant comme mouvements les solutions
connexes maximales des équations de Mewtan., Mais dans coertains cas il faut définir
la dynamique par une #quivalence moins fine {procédure de REGULARISATION des
systémes avec collisions).

24: @ est caracterisée par son image réciprogue sur l’espace o évnlution Y :

o 8'/.' 8"/’ =

Z (52-;: ¢, " 8':?-::3%) - (X:I—F-: Ve, ijT:_'-I:Bo

8 et 3 désignant deux variations, (,) le produit scalatre de 1’espace
euclidien; @ caractérise donc en particulier les forces,
Pour que X soit symplectique, {1 faut que cette forme soit fermée, ce qui
impose des conditions aux forces {"conditions de Maxwell"); elles sont vérifises en
particulier s”il existe un potentiel.

25t Il existe sur 1’espace des mouvements X une mesure positive A s tnvariante
par sympl{¥): la MESURE DE LIQUVILLE,

Las états statistiques considéres classiquement sont définis par une loi de
probabilite

peer s
etant la FONCTION DE DISTRIBUTION; relevée sur 1’espace d’évolution Y ’ r est
solutipn de 1°EQUATION DE LIOUVILLE (comme toute constante du mouvement),

26t Le feuvilletage caractéristique de W} au sens de Cartan, I:er_'(w)nker(du), est
réduit & 2éro,

27: (P et compléte ssi son gradient symplectique est complet aur X .

28: On peut caractériser L par 1’application :
Gixr i) 1= Lizs o0

®
qui est différantiable de X dans le dual g de 1'algébre de Lie g H ll’ est un
H
MOMENT du groupe dynamique (Hy, F ol },
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291 Le crochet de FPoisson de deux observables =e définit canontquement & partir de
la structure symplectique de X .

30: te vecteur différence BE est défini part
il =0

U!B’x)(sw =HS’({P Va’.

*
3t Il existe wun choix de [ pour lequet le vecteur différence B(r,t) est donné

pari
370
St-—-;;— L™

<

? étant la vitesse infinitésimale d’entratnement.




