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Sommaire

Depuis quelgues années, un terrain d'entente entre mathématiciens et phy-
siciens est apparu: les vérifications expérimentales des théories de jauge
ont montré que la géométrie différentielle était indispensable pour com™
prendre la physigue des particules.

Or on peut se placer & un niveau beaucoup plus élémentaire, en appa~
rence: celui de la mécanigue classique. Le géométrie différentielle permet
de "revisiter" ce territoire - et d’y découvrir quelgues paysSages surpre-
nants: le présent travail n'est gu’un guide de ces contrées encore ped

fréguentées.

Tous ces aspects de la mécanique sont invisibles si on reste emprisonne
dans la scolastique que 1es épigones de Lagrange appelaient "mecanique
analytigue": i1 faut ¢abord renvoyer aux vieilles lunes 17 espace de con-
figuration, l°espace de phases et le formalisme hamiltonien: ces concepts
résultent d'un découpage en tranches de la dynamique: découpage arbitraire

qui casse la structure glohale.

Sur cette table rase, on peut construire le smatérialisme symplectigue®,
une conceptualisation du concret qui colle mieux avec les faite. Les no-
tions mécaniques classigques ou plus récentes { force, impulsion, moment,
énergie, masse, action et réaction, charge électrigue. spin, moment magné-
tigue, etc. ) entrent alors en géométrie; elles donnent des exemples mate-
rieles de structures mathématiques diverses: varigtés symplectigues et
pré-symplectiques, cohomologie des groupes et des algebres de Lie, hamoto~

pie, homplogie, etc.

Four le lecteur mathématicien, ces pages peuvent donc servir d'illustra-
tion & res théories - et suagérer guelques problemes rnouveats .

Le physicien v trouvera des modeles mieux structurés de ces chjets
familiers. L'organisation gui se révéle ainsi permet de répondre & des
guestione délicates, comme les prablémes d7interaction envicagés au para-
graphe (2,8},

Nous indiquons enfin  comment l& neométrie etablit un iien entre la
mécanique classique et des descriptions plus preécises de la matiére: meca-
nique statigfique, Felativite restreinte. Meis la quantificaticn géométri-

aque n'est pas abordee ici.
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1) Les espaces de la mécanique

£1,1) - Renoncer & 1’espace de phases

Dn a souvent enseigné, en mécanigue analytigue, gu’un systéme dynamique
matériel pouvait se décrire par:

- un "espace de configuration® @ , gui est une variete;

- un "espace de phases" %@ . aui est le fibré cotangent de U, et & ce
titre une variété symplectique;

- un "hamiltonien® H , fonction différentiable sur Q@ .

les équations du mouvement sont  alors définies par le flot bhamiltonien;
avec des coordonnées canonigues po s Q. {par exemple celles qui ont ete
3 3

définies par Foisson) elles s’ ecrivent:

dg. ~ OH dp . “H

dt >p. at —’bqj

ia variable t désignant le temps; ce sont les "eéquations canoniques de
Hamilton".

Le FORMALISME RAMILTONIEN ainsi construit est parfois dit “indépen-
dant des coordonnées'; ce gui exprime son invariance vis a vis des diffeo—
morphismes {locawx ou globaux) de 1’ espace de configuration & j diffeo-
morphismes gue 17on sait relever & .

En fait ce formalisme posséde une ipvariance glohale plus forte: par le
groupe Can({’ de tontes les TRANSFORMATIOMS CANONIGUES de 1’ espace de
phases ab .  Les transformations cancnigues qui ne proviennent pas d'un
difféomorphicme de @ défient 17interprétation, mais constituent un outil
mathématigue qui a été utilisé avec succés en meécanique celeste.

le formalisme hamiltonien a dong la  vertu “"gécmétrigue” de metire en évi-
dence un groupe de symétries gqui eéchappe a 17intuition. Mais cette geéeome-
trisation n’est pas tout-a—-fait suffisante, comme le montrent les diffi-
cultes suivantes:

Il v a des systémes mécaniques qui ne peuvent pas se décrire par un
hamiltonien: par exemple une particule chargée soumise & un champ magneti-
gue,
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Flus radicalement, il existe des systemes dynamiques pour lesquels on peut
encore définir un espace de phases symplectigue 35 - mais pas g’ espace de
configuration associe. Clest ce gqui arrive en particulier st la forme
symplectique de @ n'est pas exacte; or il pxiste de tels exemples qua
nont rien d artificiel [ci-dessous (2,8)1.

- D7autre part il v a des cas tout & fait classigues ot il mangque’
quelgque chose a 1'espace de phases: «e sont les systemes gui peuvent pre-
center des collisions {cas du billard, de la theorie cinétigque des gaz, Ou
simplement du systéme a deux corps newtonien); & une date t o se pro-
duit une collision, le systéme "sort" de 1'espace de phases: les proprié-
tes GLOBALES du systéme nous échappent.

Enfin, méme dans les cas les plus classiques, le formalisme hamil-
tonien ne permet pas d’interpréter les changements de repere DEFENDANT DU
TEMPS. Passer d’un repére "fixe" & un repere "mopile” met en jeu un dif-
féomorphisme de & x B { B étant la droite temporelle 13 le groupe
Can{®) ne contient pas la réponse a ce probléme. Méme dans le cas le plus
simple d’un mouvement de translation rectiligne uniforme, 17hamiltonien ne
se conserve pasi; et dans un référentiel accéléré, les éguations du mouve-
ment ne dérivent plus d®aucun hamiltonien.

La conceptualisation du mouvement par la promenade hamiltonienne d un
point dans un espace de phases intemporel est donc insuffisante.

(1,2) - Espace d’évolution et espace des mouvements

Commengons par consideérer le cas élémentaire d’un  point materiel de

masse m , soumis & une force F .

5 . . 5 .
Désignons par t la date, r la position du point, par v &a vitesse.
tes éguations de Newton:

di -

— =Y

at

av’  =»

22 - F
ST

constituent un syetéme différentiel de type classigue si la force F' est
donnée explicitement en fonction de:

v = (b v

et =711 =’agit d’une fonction de classe c

Nous appellerons ESPACE D'EVOLUTION Y 1fensemble de définition de F
nos hypotheéses impliquent gue Y est un ouvert de 1 espace affine décrit

- = -
par it,r ,v ) — donc une VARIETE SEPAREE DE DIMENSION 7.

Deux erxemples:
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- la "force électro-magnétigue":

F'= gf Eit,r) —Eft,r) x v 13
—3 -t
le coefficient q est la ‘charge électrigue®, les vecteurs E et B
sont respectivement le "champ électrique” et 17 "induction magnetique"; le

-

~signe x représente le produit vectoriel de 1'espace 4 3 dimensions. Eﬂ

!l - la "force coulombienne':
) —F .
= r -7
F == - ro= ] r I;

o

r

- - -7
ici Y est l'ensemblie i ft,r v} / r #0 } .

L’interprétation géométrique des équations du mouvement (1,2) est claire:
elles définissent en chaque point y de Y une DIRECTION TANGENTE; les
L IGNES DE FORCE associées caractérisent les mouvements possibles du systé-
me.

En d’autre termes, les éguations du mouvement copstituent un FEUILLETAGE
de dimension 1, et les mouvements sont les FEUILLES correspondantes {va-
rietes intégrales connexes maximales).

L'ensemble X de ces mouvements est donc un QUOTIENT de 1'espace dévolu-
tion Y 3 avec les hypothéses faites ici, la structure de variéte C™ de

Y descend sur X ; comment 7 de fagon que la prejection Y -r X soit
une submersion.

L’espace des mouvements ainsi défini est une VARIETE DE DIMENSION 6 ; on
peut montrer qu’elle est SEFPAREE si  les mouvements sont tous "&ternels" -

¢’est-a-dire si la projection vy F* t induit sur chague feuille une
bijection avec E .

Par contre, dans le cas ci-dessus de la force coulombienne attractive
(k>0), X NEST FAS séparée; ceci parce gque les mouvements rectilignes se
terminent par des cpllisions.

{1,3) - Systémes dynamiques

Considérons maintenant un cas un peu plus général, un "systéme dynamique"
constitué de n points matériels; notons:

la masse, la position, la vitesse du point N® j, et la force qui lul est
appliguée; posons:
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et supposcns gue chacune des forces soit fonction de ¥ 3 cette hypothase
permet d'envisager le cas de points matériels en sinteraction" {la force
appliquée au point j peut dépendre des positions ot des vitesses des
autres points): un exemple typlgue est le probleme des n COMPS newto-
nien.

L’ensemble Y ol sont définies ces forces sera suppose ouvert et consti-
ruera donc une variété de dimension 6n+l , 17espace d?eévolution du syste-
me; chacune des farces sera différentiable.

Spus ces hypothéses, les éguations du mouvements

dv’ .
m -2 - F = 0

pour j =1 ... N

définissent encore un feuilletage de dimension 1 , et 1’espace des mouve-
ments, gquotient de Y par ce feuilletage, est une variété X de dimen—
sign &n .

Un cas particulier intéressant, c’est celui o les particules N* INTERAGIS-
- - -
GENT PAB, c'est-&-dire ou chaque force F ne dépend que de rj P Vj et
a

t . On peut alors integrer sgparément chacune des gquations du mouvement.;
ce gui permet dtidentifier 1a variéte X des mouvements du systéme avec
le PRODUIT CARTESIEN des n  variétés X, qui décrivent les mouvements

3

individuels de chague particule.

On remarquera gque 1’ espace d*évplution Y NTEST FAS le produit des espa-
res d'évolution individuels.

Nous pouvons aussi décrire une notion mécanigue nouvelle: on systéme de
n particules INDISCERNABLES zans interactions mutuelles,

Geit X 17 espace des mouvements d'une seule particule; on définira 17es-
pace Xn des mouvements de ce systéme comme 1’ensemble des PARTIES de X

dont le cardinal est égal & n .
11 est clair gue l'application:

I o ixl, 82y...xn) = {;1, W2y e xn}
n

du SYSTEME de n points de X sur 17 ENGEMELE de ces points est une sur=
¥ .
jection d une partie Xn de xn sur X 3 ceci permet de gonner une
i
structure de variéte a X @ celle pour laguelle In est une submersions:
i

¥ est toujours une variete de dimensiocn &n
n
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4 n
Il est evident que X = (sous-variété ouverte de X ) est un REVETEMENT
de Xn i revétement associé & un groupe discret de difféomorphismes de

* .
Xn « @ savolr le GROUPE SYMETRIGUE Sn { groupe des permutations de

1 L. xn ).

2) Meéecanique symplectiqgue

{2,1) - Principe des travaux virtuels

On appelle ainsi une autre #criture des équations du mouvement: on consi-
dére deux VARIATIONS & et *, seleon la notation d’Euler et Lagrange;
SY et S’Y deésignent des vecteurs tangents & Y au point ¥y ;3 si le
vecteur &y est TANBENT AU MOUVEMENT, on aura:

]

S (a 8V cF ¥, ¥ T b0 ¥ %y
F J ] J J

les crochets < . >> désignent le produit scalaire de 17espace eucli-
dien.

Cette procédure a été introduite pour traiter le cas de systémes saum;sla
des LIAISONS PARFAITES HOLONOMES, caractérisées par une "équation de liai-
son" du type:

Fib,r y vae F ) =0
. n
F etant une fonction differentigble & valeurs dans E ou dans une

varieté., Dans ce cas le vecteur 'y doit #&tre “compatible avec les
liaisons", c’est-&-dire vérifier 17éguation linéaire dérivée:

B Fo= Oy

et les vitesses v' doivent vérifier une eéquation affine gqui exprime la

J . - .
permanence de la liaison F = 0 . Le cas typigue - héritier leintain des
travaux d'Archiméde sur 1°équilibre des leviers - est celui de la mécani-
gue du solide.

On remarquera que la forme originale du principe, selon d°Alembert, se
limite au cas o0 &7t = O f(ce gui oblige les traités classigues A parler
de "déplacements virtuels compatibles avec les liaisons telles gu'elles
existent & 17instant t ).

(2,2) - Forme de Lagrange

Pour =implifier, limitons nous au cas non lié. Nous allons "antisymeétri-
ser” le principe des travaur virtuels (2,1 - en définissant une Z-FORME
I sur ¥ par la formule:
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U—(EY.-%:Y) =
- - ==X,
<mJ ij% - Fj...dt_. %'rju‘”vjn 0 t>
- <mJ \?J - EJ’ 3, %F'J’f —3; 3D
J

Nous 1°appellerons FORME DE LAGRANGE du systeme [pouwrquoi? voir le
8(2,9)1.

11 est clair que:
%w‘tangent ag mouvement =r U (S)g E’y) =0 *% S’y

ce que nous ecrirons encore!
Ey € ker{0};

en fait, une vérification immediate montre que cette condition est EQUIVA-
LENTE, que les équations du mouvement sont caractérisées par le NOYAU de
la forme de Lagrange {ceci en supposant les masses mj non nulles). Au-
trement dit, le rang de § , nécessairement pair pour des raisons algébri-
ques, est égal a 6on .

A vrai dire, 1’expression ci-dessus de G° n'est pas la seule qui pos-
siéde cette propriété; nous pouvons par exemple choisir arbitrairement des

-
fonctions différentiables B (y)} et poser:
J

GWSy,%’y) =
-F - - -
<m_ gv - F 3t . B"r"_ -y 6’t>
. 3 :,_‘x J'\. J'\ :1..‘}3
- vt o F ¥, o v ot
<m7i %vj A Y >
= - =3 e ReT? LTS,
+<1§:j,t§rj vj%t],.[brj vjEtJ)
b}

le signe x représentant comme en {1,2) le produit vectoriel de 17espace.
Rien n'est changé au résultat précédent, les termes supplémentaires ne
modifient pas ker(G) .

Comment choisir? la réponse est au paragraphe suivant,

- 11 existe a priori une différence gualitative entre la forme de Lagrange
que nous venons de définir et une Z-forme aw  sens des géometres: si on
veut utiliser l7une des formules ci-dessus pow calculer T . le résultat
dépendra des UNITES DE MESURE chaoisies pour le temps, les longueurs et
masses. Pour définir une "vraie® Z-fporme, Il faut encore donner une regle
indiguant comment faire ce choix.

11 s*agit d'une question ciassigue d analyse dimensionnelle: 17"e-
guation aux dimensions" de O est:
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-1
P

f , parce gue c'est la méme que pour'l’QCTIDN HAMILTONIENNE .

Or la physigue met obligeamment & notre disposition une constante univer-

selle ayant precisement cette dimension: le "GUANTUM D ACTION® ou "CONS-
TANTE DE FLANCK":

27 2 -1
B o= 1.03459 » 10 g cm Ssec

La régle cherchée consistera donc & choisir des unités telles que W =1
("unites gquantigues") ou, ce qui revient au méme, &4 mettre le facteur

1
. devant 17 expression de O ,

{2,3) - Principe de Maxwell

Nous appellerons ainsi un nouveau principe de la mécanique:
La forme de Lagrange U est FERMEE

{sa dérivée extérieure d& est nulle).

8i ce principe est vérifié, O donne & la variété d'évolution Y une
structuwe PRESYMPLECTIRUE (2-forme fermée de rang constant).

Un principe equivalent a été effectivement formulé par Marxwell dans le cas
d'un systéme de points en interaction élastique ("loi de réciprocité”).
Sous sa forme géométrigue génarale, 1'expérience montre que ce principe
est vérifié par une large classe de systémes dynamigques réels {(dits NON

DISEIPATIFS); c’est le cas par enemple pour le systéme newtonien des n
COrps.

- Dans certains cas, le principe de Maxwell ne s’ appliguera quen utili-
sant 1a forme de Lagrange COMPLETEE PAR DES TERMES EN ﬁi (2,20,

3
Du coup, 1 apparition de ces termes perd son caractére arbitraire; en

effet, il y a UN SEUL CHOIX des éf qui vérifie le principe de Maxwell.
]

Exemples:
| ~ Le principe de Maxwell est vérifié g'i)l existe un POTENTIEL pour
les forces; c’est-a—dire une fonction:

VIt e )
1 n
telle gue .
= dv
F. = - —:'}'
J ar’
]
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{ notation abusive qui identifie vecteurs et covecteurs griace & la struc-
ture euclidienne de 1 espace ). On le vérifie en définissant sur Y la
FONCTION HAMILTONIENNE:

1 - —r =3
Hiy) = = 2 [V vt
2 i 1 n

et la 1-FORME DE CARTAN TJ &

Iy =Z(m v ,EF?} ~H St

Un calcul simple montre en effet que:
o= dTT

et par conséguent gue do~ est bien nul. C’est dans ce cas que s’ applique
ie formalisme hamiltonien envisagé en (1,1).

N -~ Autre exemple: pour un point soumis au champ élactrcmagpétique
{ci-dessus (1,2)1, le principe de Maxwell se formule par les conditions:

div B =0 ¢ E DE
= . r = = 0 ,
iv H o oy

Remarquable coincidence: on reconpaft deux des "équations de Maxwell"
qui expriment respectivement 1°absence de charges magnétigues (experience
de 1’aimant brisé) et la loi de 17induction de Faraday {grace & laguelle
les alternateurs produisent du courant}. B

(2,4) - Matérialisme symplectique

11 est facile de vérifier gque la forme de Lagrange O définie sur l’es-
pace d’évolution Y , caracterise complétement:

- les MASSES m de chacun des points matériels,
1 .

- les FORCES E{ auxguels ils sont soumis,
J .

- et en plus diailleurs les vecteurs B .

A
Ces grandeurs physigues acquidgrent donc ici un statut geométrique: celul
de composantes de § .

Réciproguement, nous allons considérer la forme {pré)SYMPLECTIQUE O et
pas seulement son noyaw) comme 17 une des caractéristiques objectives de la
MATIERE.

Nous prenons donc parti dans la vieille guerelle des forces: oui, les
forces sont matérielies - au méme titre que les masses par exemple.
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{2,5) - Une variété symplectique au coeur de la matiére

Le formalisme hamiltonien s’est donc évaporé: les équations du mouvement
sont directement données par la forme présymplectique 07 de Y .

Or un théoréme dit 4 Elie Cartan nous apprend que 07 est un “invariant
intégral absolu des éguations du mouvement", ce qui signifie qu’il existe
une 2-forme de la variété X (nous la noterons encore § , si besoin avec
un indice) telle gue

—

| S—
O =pr (T )

Y X
P étant la submersion cancnigque de Y suwr son quotient X . ﬁdy gst enco-

re fermée, mais de plus elle est de rang maximal - donc SYMPLECTIGUE.

En fait, c'est cette forme qui a été originellement découverte par Lagran-
ge {4 17'occasion des problémes de perturbation); il en & donne les compo-
santes covariantes et contravariantes dans des coordonnées locales arbi-—
traires de X @ ce sont les ‘'"crochets" et "parenthésec" de iLagrange, dopt
le nom est pieusement invoqué dans bien des traités de Mécanique analyti-
que.

Dans le cas d’un systéme de particules sans interactions, nous avons vu en
(1,3) que la variété des mouvements X du systéme s'identifie au produit
cartésien des variétés X1 ,... Xn des mouvements individuels. La struc—
ture symplectique de X , ELLE AUSSI, est une structure produit:

g
TD 070 = Z o (3w %% )
3 J J

i

ta variété X des mouvements d’un systéme de n particules indiscerna-
n

bles [voir (1,3)1 est elle aussi naturellement symplectigque: on construit
le produit cartésien de n exemplaires de la variété symplectique X des
mouvements d'une particule - et on le munit de la structure symplectique
produit; cette structure descend ensuite sur Xn via la submersion In .

{2,6) — Symétries et variance

Une deuxiéme conségquence essentielle du principe de Maxvell, c’est 17HOMO-
GENEITE de 1°espace d évolution. En effet, le théoréme de Darboux, sous sa
forme présymplectigue, nous apprend gu’il existe au voisinage de tout
point y € Y , des coordonnées locales pour lesquelles les composantes de

0 sont des constantes choisies une fois pour toutes. Par consequent,
pour tout couple de points Yy y. « 11 existe un difféomorphisme local

de Y . appliguant yl sur vy, . et respectant la forme de Lagrange (il

suffit de mettre en correspondance les points ayant les mémes coordonnées
dans deux cartes de Darboux).

e probléme GLOBAL =e pose immédiatement: le groupe des_autemcrphismes de
3" agit-il transitivement sur Y 7 Méme guestion, bien entendu, pour
17espace symplectique des mouvements.

Nous reviendrons sur ce probléme dans la troisiéme partie; examinons ptéa—
lablement les problémes de VARIGNCE - et spécialement ceux auxquels l7es-
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pace de phases n’apporte pas de solution L[CF(L,1)1.
Considérons le cas d’un poiht matériel unigue SOuMisS a une force.

Une analyse un peu plus fine de la situation geométrigue conduit & distin-
guer plusieurs varietés:

- L*ESPACE~TEMPS E4 . décrit par le couple
(t,Fj);

Le fibré Y, des directions tangentes & E, ; alors 1’ espace d’évolution

7 H . s
Y , décrit par la variable (t,r ,v 1, peut s'identifier & un ouvert de

-t -

Y7 en remarquant gue la vitesse v, définit une direction tangente a

1’espace-temps par la condition:

I VI

fu dessus de Y7 on definit le fibreé F“B des 2-formes de Y7 § on con-

sidére enfin lensemble 5 des sections locales présymplectiques de rang
6 de ce fibré: 17espace d'évolution et sa structure présymplectigue,

caractéristigue nous 17avons vu de la force, constituent UN POINT s de
S .

Considérons maintenant un difféomorphisme quelcongue g de 1’espace-temps

E4 .

Nous savons relever cancniguement g successivement & Y7 . F78 et & ;

1’image du systéme s est un point g{s) de 53 la question se pose de
savoir si gl(s) décrit encore un point soumis & une force.

La reponse sera affirmative =i nous prenons g dans un certain sous—grou—
pe de Di{f(Eq); on le détermine en copsidérant 1°espace-temps lui-meme

comme un fibré, ayant pour base le TEMFS, comme fibre—type I’ESPACE, espa-
ce et temps &tant munis chacun d7une structure euclidienne orientée.

Nous appellerons GROUFE DE CORIOLIS le groupe des automorphlsmes qe ce
fibre E4 1 un calcul simple montre gu’il est constitug des substitutions:

t-rt+e

PN W

I At !
g étant une constante, E” et & des fonctions différentiables & valeurs
respectivement dans 17 espace et dans 1g groupe des rotations.

L interprétation de ces difféomorphismes pct immédiate: ils décrivent le
passage & un référentiel puclidien acceélére par rapport au référentiel
initial.

Effectivement, =i g appartient a ce groupe, gis) décrit _encore un
point soumis A une force; c'est le récsultat méme de Coriclis, qui a montre
que la nouvelle force etait la somme de trpiz termes {termes d’entraine-
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ment, centrifuge et complémentaire). La masse du point, elle, n'est pas
changée — ni bien entendu le principe de Maxwell dT = 0.

Ces considérations s’étendent sans difficulté au cas d'un SYSTEME, grace
au fait que la valeur substitude du temps par un élément g du groupe de

-

Coriolis ne fait pas intervenir la position r ; d’ou 17action sur 17 espa-—

ce E3n+1 des
- -
LE I e R
1 n
gui se reléve au fibreé Y6n+1 des directions tangentez (dont 1’espace
d'évolution est un cuvert); puis au fibré F des 2-formes et au

(3n+1) (Gn+l)
nouvel espace & .

Une condition cependant: avoir pris pour la forme de Lagrange 1 expression
COMPLETE contenant les termes en gf [ci-dessus (2,2)]; les transforma-
3

tions de Coriolis les font apparaftre méme s’ils étaient initialement
nuls.

Par exemple, la MECANIQUE TERRESTRE implique cbligatoirement le terme:

8= 2n T

jf‘désignant la vitesse sidérale de rotation de la Terre; ce terme est
responsable d’un certain nombre d'effets observables (déviation des pro-
jectiles, pendule de Foucault, etc. ): c'est un exemple simple powr leguel
le formalisme hamiltenien NE STAPPLIGUE FAS.

{2,7) — Relativité BGaliléenne
On définit wun S0US-GROUFE 6 du groupe de Corielis en choisissant la

_.‘::, . .
fonction A  constante et la fonction b affine I[notations  (Z,6)1;
j*action de B sur 1%espace-temps s'écrit donc:

[t -3t +e le € E ]

—_ . N

> - =3 - —r =% 3
{ r-rAr bt o+’ A e 80{(3), b, c ER ]
gt se reléve canoniquement au fibré des directions tangentes:

.

- - =
v -3 Ay t by

& est un groupe de Lie connexe de dimension 10, qu’on appelle GROUFE DE
GALILEE.

Une remargue préalable: le sous—groupe G N'EST PAS DISTINGUE dans le
groupe de Coriolis; et plus précisément il est son propre normalisateur.
I1 en résulte gue la définition du groupe de Galilee { comme groupe de
difféomorphismes de 17 espace-temps J par les formules ci-dessus implique
le choix d'une classe de repéres ~ ceux quon appelle REFERES D7 INERTIE;
rlasse gui se déduit de 17un de cees repéres par 17action méme de G.
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Duand Balilée affirmait que la Terre tourne, le Saint-Office gurait di
simplement comprendre que les repéres terrestres n’appartenaient pas & la
classe d'inertie — ce gui aurait évité bien des malentendus.

Ceci étant, le "principe de relativite galiléenne”, sSOUs Sa forme classi-
gue "faihle", exprime que 1'action de ce groupe 5 sur l'espace des mou-
vements Y d'un systéme isclé conserve les gquations du mouvement - au-
trement dit le feuilletage ker(O) .

L'interprétation "matérielle" de la forme O suggere une hypa?hésg plus
forte: la FORME DE LAGRANGE ELLE-MEME doit étre invariante par 1Taction de
G . fvec les notations (2,6).

gis) = = Afg g6

Existe-t—il réellement une partie de 1’Univers gue i7an puisse considérer
comme isplée? nous ne nous soucierons pas ici de cette question; elle se
pose de la méme fagon =i on veut utiliser le principe de Galilée faible -
et npus cherchons ce qui est spécifigque du principe fort.

La situation géométrique est la suivante: une variéte préaymplectiqqe
séparée connexe (Y , O ) sur laquelle un groupe de Lie connexe G agit
par automorphismes de 0 .

Une telle "action symplectique" définit plusieurs objets géometrigues
impartants que nous allons decrire.

Four tout entier p , les p-formes W définies sur le groupe G et inva-
riantes (par les translations & gauche, considéres comme difféocmorphismes
de 6) constituent un espace de dimension finie. D autre part la dériveée
extérieure du) d’une forme invariante est une forme ipvariante. Ceci

- , : P
définit donc uwne cohomolegie; les groupes de cohomologie H gcnt des
espaces vectoriels de dimension finie; on peut les calculer a partir de la

1
seule algébre de Lie de G : par exemple la dimension de H est égale a
la codimension de 1% algébre dérivée.

Choisissons un peint vy de la variété (pré)symplectique Y 3 il est clair
gue 1°image réciprogue de O par 1'application 6~ Y
g =rgiyly
est une 2-forme O de B , invariante et fermée; nous allons montrer que
y -
sa classe de cohomologie est indépendante du choix de vy : elile constitue
3

donc un élément de 1'espace vectoriel H (une "classe de cohomologie
symplectique") gui est caractéristique de 1’action de G sur Y .

Remarguons d”abord gque toute Z-forme invdriante sur G est caractériseée
par sa valew a l"élément neutre, donc par une ~forme ialgébrique! +f de
1algébre de Lie ﬁ}; elle sera fermée si f vérifie l7identite des 2-co-
cycles:

(A) FOZLEZ7, 27700 + £Q2°, 1777, 11 + §{07° 2,270 = 0

pour tous Z .27 1" dans ‘%.. Les formes exactes seront celles gud
sont fonctions lingaires du crochet de Lie,

D" autre part, tout é&lément 7 de f% définit un champ de vecteurs sur Y
- pour lequel la dérivée de Lie de est nulle; il résulte diune formule
classique de Cartan gque la i-forme contractee de o et de ce vecteur est
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fermée. En considérant une base de %i., on en déduit 1’existence locale

‘ i K ;
d une fonction différentiable LP a valeurs dans le dual t;_ de 1 algébre
de Lie, telle gue

(8) TSy, Iy ) = & [ Piyy I3 Vav. ¥ 12

on 17appelle APPLICATION MOMENT; on peut évidemment lui ajouter upe cans-—
tante arbitraire.

Parce que 0 est fermée, la distribution ker(J) est intégrable {(Cartan)j
si on choisit Oy dans ker(S§), l'expression (B) gst nulle — quel que
soit 7 3 par conséquent la fonction moment est localement cpnstante_sur
les feuilles de ker(0), globalement constante sur Ces feuilles &i le
moment est défini globalement.

fe résultat est une généralisation du THEOREME DE NOETHER {qui concerne la
structure présymplectique des probleémes variationnels et les groupes de
Lie de dimension 1).

Prenant ensuite la dérivée de Lie de 1’ identité (B} pour un second elément
Z? de ;; . On constate gue 1 expression

Tizy,I7y) - Piy) 12,271
est localement constante; ce que nous écrirons:
™) Gizy. 27y = Peyrrz, 271 + $(2,27)

§ étant nécessairement un 2-cocycle cohomologue & 1a 2—forme invariante
¢~ 3 par conséquent la classe de cohomologie symplectigue de Cr¥ est loca-

lement constante - donc constante, puisque Y est supposée connexe.

Nous pouvons enfin utiliser la constante additive qui figure dans chague
moment local pour choisir partout le méme représentant de la cohomo-
lpgie dans la formule (C); Alors si LPI et qJT sont deux moments locaux,

la 1-forme localement constante qu(y) - KPﬂiy) appartiendra & 1’ espa-
4

1
ce H {parce que les l-formes invariantes exactes sont nulles). _La te-
chnique de la cohomologie de Cech permet alors de déefinir un morphisme de
groupe:

(D) Hl(Y) -7 HI(G),

H1 désignant le premier groupe de cohomologie de la variete Y 3 mor-

phisme gui constitue 1!a seule obstruction & l7existence d un moment glo-
bal.

. 1o .
En particulier il existera un moment global si H (G) est nul ou =i
H1 (Y) est nul, et a fortiori si TTI(YJ est nul, c’est-a-dire si Y est

simplement connexe.

Considérons d”autre part un 2-cocycle de G , ¢’ est-a-dire une Z-forme J7
fermée invariante. Eile fait de 6 une varigté présymplectigue, sur la-
guelle G agit en laissant J invariante: les résultats établis pour la
varigté Y s’ appliguent donc aussi & G .

i1 existe donc au wveisinage de 17élément neutre e un moment 1£i ¥}
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définition (B) montre gue la derivée de W oau point &G, & priori appli-

—

cation linéaire de dane son dual, est antisymetrigue - parce qu'elle
coincide avec la valelr de O e&n e .

D* autre part nous pouvons choisir la ‘constante gui figure dans zki pour
que que :

Ure) = 0

alors la formule (C) montre gue le cocycle f associe a ce choix de
pst lui aussi égal & cette valew initiale de 0.

Enfin, comme dans 1le cas géneral, 1" obstruction & 17existence globale de
ezt un morphisme:

puisque G est un groupe connexe, HI(G) est d ailleurs égal au groupe

d’homotopie I L (8.

Revenons & la variéte Y , et choisissons sur Y deux moment locaux Lbl’
LPQ, vérifiant tous les deux la condition (C) avec un méme 2Z-cocycle f .
-4

Considérons d’autre part un moment 1uca1-%k1 sur G , associé lui aussi a

f . Un calcul de dérivées montre gque 1'expression:

(E) N’I(g(y)) - W@ Tadig -4

ol Ad désigne la REPRESENTATION ADJOINTE de G sur f} . est localement
constante sur G x Y .

En particulier, si 1&1,Tf: W sont trois moments locaux de B associés
£ 0 TTa

au meme Z-cocycle f ., la fonction:

(F) [‘;}:fl('g a’) - Q{\(g) ladig Wt

est localement constante sur G % G .

Nous allons appliquer maintenant ces résultats divers au cas du groupe de
Balilée, dont nous noterons les élements:

-

g=(A, b, cs el

{es dimensions des espaces qui nous intéressent sont les suivants:

P 0 1 2
formes 1 10 45
formes ferméez 1 i 10

formes exactes ! D 0

rJ

1 . .
ce qui montre gue les espaces H et H spont chacun de dimension 1 .
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L7 elément de HE associé & une action symplectique quelgnnque du groupe
appartient donc & un espace de dimension 1: c’est ce gu’on appﬁllg u?a
"grandeur mesurable". Four la mesurer, il faut choisir une unite”,
c’est-a-dire ici un 2-cocycle fermé non exact f_ 3 par exemple:

f (g, &' = (7 ey - < 3R, S

nous savons qu’on peut choisir les moments locaux q) de fagon & réaliser
la condition:

€7 Iy, T7y) = Lli(yucz,z-']) +m § (2,77,

m etant le nombre qui mesure la cohomologie symplectique.

- Un élément du dual de 1’algebre de Lie pourra s’écrire:

p={iapE}

s 5 étant trois vecteurs et E un scalaire tels gue:

. - ...:;\_ R } . :,.\ :
P(%g) =—-%Tr‘[}-(l"')ggj -<g .Sb w4+ 4p Sgc v - EQe
5(E}) désigne 1°opérateur du produit vectoriel: 1% % .

-
Il est clair que G est difféomorphe & S50(Z)XR , donc gue son groupe

d'homotopie est 22 . Le fait que tout morphisme Z2 S soit  nul

montre qu'il existe sur 6 un moment GLOBAL associé & _chaque Z2-cocycle
f ; dans le cas f =f_, le calcul donne le moment associés:

T;Pi, (g) = {E}x E}, E:}~ t_:l}e . E. } :

il vérifie nécessairement 1 identité:

P
A

+J 1
o

~ - A
(F7) "i)qtgg-*) = ﬁd*(g)(@,(g’)) + W g .

En ce gui concerne les actions symplectiques de G sUr une v§riété Y .
la condition ({C°) permet définir 17action du moment sur llialgébre de
Lie dérivee de %%, soit g = (; par consequent on pgut definir globale-

ment les 9/10emes des composantes, & savoir 17, g, p i seule E ne sera
définie qu’a une constante additive prés - et éventuellement multiforme.

gi qJ est un moment global, nous savons que la fonction:
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(E7) [ Dlgeyy - oW @ Jada - Yy

est localement constante sur B x Y , donc constante; il suffit de faire

g =e pow voir quielle est nulle. Ce qui nous donne la VARIANCE du
T

moment }A= qﬂy) sous 1'action d'un elément g = ¢ A, b, ¢ , & ) du grou-
pe:

(E™7) }A_ .Y

— —_n -

=» =k =F =2 3 , _ LT =R
Al'+ cx Ap-b'x Ag, Alg-pel, Ap- . E + <b ,Ap }.}

-3 —F - - - h'
+m cx b . c-be . [« I -5

Dans le cas ol le nombre = n’est pas nul, on peut construire un nouvel
phjet, la fonction:

s Tt
67ty = 8-I-B2,
m ‘

gont la variance est:

- =" -

G -% AG +h't + C,

- >
la mbme que celle d'une POSITION r . 3 apparaft donc comme un PG;NT
MORILE dans 1’ espace, animé visiblement d"un mnqvement de translation
rectiligne uniforme; autrement dit, une droite d’espace-temps.

Toutes ces quantités ont été définies ainsi PAR LA SEULE THEORIE DES GROU-
PES; pour pouvoir en danner une interprétation "mécanigque’, nous allons
les calculer dans un cas particulier: celui d'un systeme de points mate-
riels en interaction. Le calcul est possible parce que nous connaissons
d®une part la forme de Lagrange, d’autre part 17action du groupe de Bali-
iée; il conduit aux résultats suivants:

b

La
. 1
PR TP
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v étant un potentiel (local) des forces [voir (2,351,

-,

Ces objets sont effectivement connus et nommés: m est la MASSE; 1 est

le MOMENT CINETICRIE; 5’ 17 IMPULSION; E 1°ENERGIE. Le fait que toutes
ces grandeurs soient des CONSTANTES DU MOUVEMENT apparait ici comme une
conséquence du principe fort de relativité galileenne. On peut facilement

vérifier sur ces expressions particuliéres la formule générale de variance
(E77).

....:} .
Seul fait exception l'cbjet g ; sa variance bizarre 1’a protégé des épo-
- .
nymes. On a préféré nommer 17objet associé G, qui vaut:

B = gg;fi_ig .
m

et qui est donc le BARYCENTRE ( ou CENTRE DE MASSE ). e théoréme associs,

.
—

c’est le fait gue le mouvement de G spit rectiligne et uniforme.

e groupe de Balilée G peut se décomposer en produit semi-direct, gréace
a4 1"existence d’un sous—groupe commutatif de dimension 6:

A=1l,e=0
qui est le noyau d'un endomorphisme idempotent:

-

B =¥ 0, ¢ -2 0.

Si la masse totale d’un systéme n'est pas nulle, un théoréme geénéral
implique alors une DECOMPOSITION du systéme ("décomposition barycentri-
gque™; la variété symplectique X des mouvements est le produll cartésien
d’une variété symplectique de dimensicon & (qu’on peut interpreter comme
1" espace des mouvements du centre de masse) et d une seconde variété sym-
plectique qui décrit les "mouvements autour du centre ge masse".

Exemple: le probléme newtonien & deux corps ( de masses ml et mz ) se
raméne ainsi au cas d'un point matériel attiré par un point five (1,2},
Les masses qui intervient dans les variétés symplectiques facteurs sont

: ml md
respectivement mi+mZ et ——-——= . A

Le groupe de Galilée agit séparément sur chacune de ces varigteés; il en
résulte 1'existence d’un groupe de symétries plus grand que G : sa dimen-
sion est 14 et il est izomorphe au produit direct

6 x S0(3) » Bj

les constituants du  moment sont la somme de DEUX  CONSTANTES DY MOUVEMENT



MECANIQUE CLASSISUE ET BEOMETRIE SYMPLECTIGQUE -page 20-

indépendantes fcelles—gui sont liges au mouvement de g étant dites “or-
— _}

bitales" et les autres "propres”): p et g n"ont que des compasantgs

orhitales, mais il existe un "moment cinétique propre" et une "énergle

propre", associés & 1'action de SO(Zrxk . Les valeurs du “moment cinéti-

que orbital" et de 17"énergie orbitale” sont respectivement

e -
- P R
g__XEB_ B__

2m

11 existe des systémes dynamiques galiléens qui ne sont pas de simples
assemblages de n points materiels; par exemple ceux qui contiennent des
corps selides continus. Si on parvient & les décrire au moyen d’un espace
d’évolution présymplectique et invariant par le groupe de Galilee, on
pourra leur appliquer les résultats précédents. Masse, moment cinétique,
impulsion, énergie, barycentre seront. alors DEFINIS geométriguement par
(B) et (C*), et vérifieront les théordmes généraux.

Imaginons par exemple un monopole magnétique en presence du champ.créé par
une houcle de courant permanent. Nous SoRmES dans un cas, permis par le
principe de Balilée fort, o 1’énergie E est MULTIFORME.

Un tel systéme doit constituer une source inépuisable de profits: on en
tire de 17énergie et il revient a son état initial...

Malheureusement ces objets merveilleux n"existent pas. Pourquoi? Nous
trouverons une "explication" en (3,2).

Revenons au cas particulier d'un systéme de points en interaction. Le
PR ,
théoréme de Noether nous a appris que 1, g, p sont aussi des constan-
tes du mouvement; il suffit de deriver pour en déduire deux conditions
=
relatives aux forces F =
J

~ =3
£ Fj
3

£ 7F o
3 3
J

conditions que 1’on peut traduire par 1"existence d une décomposition:

0

j ik
. k

avec

-t - [ T—_ - 3

F° 4F =0, (r - YxF =0 ;Vﬁj,k;

jkooky oo jk

Ce résultat exprime 1°EGALITE DE LWACTION ET DE LA REACTION - gui est donc
une conséquence du principe fort de relativite galiléenne. En particulier,
up point matériel isolé n’est coumis & aucune force, son mouvement est
rectiligne uniforme (c7est ce gu’on appelle parfois le ‘mrincipe de Gali-
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1ée™).

Chose remarquable, ce fait NEST FAR UNE CONSEQUENCE DU PRINCIPE FAIBLE:
considérons en effet un systéme de deux points gui sont soumis & la méme
force:

FaF -
i R

(et non & deux forces opposées comme liexigerait 17égaliteé de 17action et
de la réaction). Il est immédiat gue les équations du mouvement:

Xy € ker ()

sont invariantes par le groupe de Balilée; mais le principe fnrt est viole
- simplement parce que le systéme ne vérifie pas le _principe de Maxwell

d0- = 0; autrement dit la variété dévolution Y n'est pas présymplec~
tigue.

C’est pourquoi, dans la mécanique traditionnelle, on est oblige de faire
de 1%égalité de 1 action et de la réaction un PRINCIPE SUPFLEMENTAIRE - ce
gqui est inutile ici.

Enfin les ‘"inductions"® ﬁi sont toutes nulles. Ce dernier résultat est

J .
paradoxal: il existe des cbjets, les aimants, qui sont capables de créer

p—

une induction magnétique E’ dans un systéme auquel ils sont intofparés.
La résolution de ce paradoxe va demander guelques efforts - mals sera
instructive.

(2,8) - Béométrie des aimants

Ce que nous venons de constater, c'est que le principe fqrt de relativite
galiléenne était incompatible avec la description d7un §1mant par un sys-—
téme dynamique constitué de points matériels en interaction.

11 faut donc modifier quelque chose: ce sera la notion de "point matériel®
el le-méme.

Nous allons considérer des objets élémentaires nouveaux, les PARTICULES A
SFPIN. Cette dénomination est empruntée &4 la physigue; et plus particulie-
rement, répéte-t-on, & la physique guantigue. Pourtant ces objets posse-
dent une description géométrique qui les inscrit directement dans la meca-
nique classigue.

Une particule & spin ISOLEF posséde un espace d’évolution Y de dimension

? f{au lieu de 7 pour un point matérieli; Y est décrit, en plus des

”

variables t . r , v par un vecteur unitaire:

u,
la FOLARISATION de la particule: la variété Y est donc diffeomorphe a
7 2

£ x 5 .

La structure présymplectigque de Y g cobtient en ajoutant & 17expression
(Z2,2) de la forme de Lagrange un terme supplémentaire:
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-t —_ -

vali{su . Cu , 07w}

ot vol désigne la 3~forme volume de 17espace euclidien orienté, et s
un nombre caractéristique de la particule, qu'on appelle simplement le

2
SPIN., Ce terme est fermé, puisqu’il décrit une 2Z-forme de la sphere & .

L?action du groupe de Balilée sur Y se compléte par la régle:

-,
—n

TR T

ut

Connaissant cette action et la forme O , 17application de la théorie
générale est une simple affaire de calculi on constate ainsi que la parti-
tule posséde un MOMENT CIMETIQUE PROFPRE [voir ci-dessus (2,71, é&gal a

o

su’ 3 ce gqui donne une premiére interprétation du spin S .

On notera que les TOUPIES ( solides libres dans 1'espace ) sont aussi des
systémes possédant un moment cinétigue propre - et qu’on a souvent assimi-
16 une particule & spin avec une sorte de toupie. Mais il n’existe aucun
modéle de toupie dont 17espace d'évolution ait 1a dimension 9 ( on trou-
ve 11 pour une tige rectiligne, 13 pour un solide bi- ou tri-dimen-
sionnel )3 et d7autre part la longueur du moment cinétigue propre d'une
toupie dépend de son mouvement — alors qu’ici elle gst fixe.

Les équations du mouvement de la particule & spin sont données par le

noyau de @ : un calcul simple montre que le mouvement est rectiligne
. - _

uniforme et que le vectewr u garde une direction fixe.

2
- Du fait que la varieté Y contient en facteur la sphere S , elle
posséde une 2-homologie non triviale: le groupe correspaondant est Z .
Sur le cycle générateur, 17intégrale de O vaut:

4T s

d’ot une nouvelle caractérisation géométrigue du spin 5 gqui va avoir
1'intérét de subsister méme lorsque la particule est intégrée & un sys-—
téme.

Considérons maintenant un systéme dynamique isolé, composé de n particu-
les & spin et de n’ points matériels. fuand nous disons "composé', Nous
entendons ici gue la géométrie de 1'espace d”évolutien ¥ est la méme que
dans le cas d une simple coexistence pacifigue des particules: la dimen-
sion de Y est 8n+é6n’+l 3 un point est repéré par la date t , n+n’
positions, n+n° vitesses et n polarisations. Maig la forme de Lagrange
0" contient, ajoutés aux termes individuels évidents, des termes d® INTE-
RACTION: termes gui s’ obtiennent par un certain nombre de régles phénome-
nolagiques ( le savoir-faire du physicien ): la géométrie les soumet ala
seule regle de 17invariance galileenne.

Un exemple: deux particules (1 et 2}, la premiére doude de spin. La forme
de Lagrange "nue":
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Rt S SF_})
3 SU, ., ©U . W
Vol = X % 1

RS BF: ) :18‘7 - <m1%-‘;:.~ 3F - ;1 Sty

1 1
=5 %, =3 = N
+ <m22v2, '"r'2 - vzg’t} - mzavg, Br‘z v20t>

pst complétée par une 2-forme fermée - la DERIVEE EXTERIEURE dcf de la
1-forme T :

- 2 1 —F_%T Y.
(Q(X‘{) = vol (#1 Yor 8 ILF Er? "1 )"
EE
a., est la charge électrique de la particule N°Z2; Hl est une constante

caractéristique de la particule N°1. I1 est visible gue kf est invariante
par 1%action du groupe de Galilée, donc aussi dL? .

Ces données définissent complétement les équations du mouvement; on cons-
tate que la particule chargée se déplace comme si elle gtait soumise a:

- une induction magnétique B gui est celle d7un DIPOLE MAGNETIGUE de
centre ;; . diaxe G: . et dont 1'intensité est mesurée par M, & fil
5’ interpréte donc comme MOMENT MAGNETIGUE de la particule N® 1j

~— . -
- un champ électrigue E  gréce auguel les équations de Maxwell:

e

div E'= 03 rot E + 5

(Kool

=

sont vérifides; champ gui est créé par le mouvement de la particule N®1.

Bien entendu les mémes équations décrivent aussi  les "réactions” de la
particule aimantée en présence de la particule chargee; rEact1nﬁ5 gui
permettent de caractériser le comportement d’une telle particule aimantee
soumise & un champ électrique.

On est dans le cas o'upe interaction QUI NE SE DECRIT FPAS FAR UN HAMILTO-
NIEN: une particule aimantée et une particule chargée peuvent se dé?lacer
dans n'importe guelle position sans fournir de travail; d’ailleurs l7eéner—
gie du systéme précédent se calcule par les procédures symplectiques et =e
réduit au terme cinétique

\ P w1

1 s 2
- i om, v + m_ v
= -

- 11 22

gui est une constante du mouvement, puisgue la théorie générale des systé-
mes symplectigues galiléens s’ appligue.
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Naturellement les 9 autres composantes du moment sont aussi des constan-
tes du mouvement: le centre de masse a toujours un mouvement rectiligne
uniforme; etc.

Mais la définition du moment fait intervenir des termes iphabituels. Ainsi
il existe un MOMENT CINETIGUE DT INTERACTION, gqui s'ajoute aux termes indi-

viduels pour fourpir le moment tptal constant I!; i1 est égal & la pro-

wri du vecteur

-
jection sur le rayon vecteur e
Fa

4 .
My 2w |

Dans un systéme de ce genre, 1’ interprétation du spin des particules comme
moment cinétigue propre disparalt: le moment cinétigue propre du systeme
existe, mais c’est une quantité globale, dans laguelle interviennent en
particulier les moments cinétiques d’interaction. Mais la seconde inter-
prétation subsiste: le groupe de ?-homologie de 17espace g’ évolution est

égal a 'En . n étant le nombre de particules & sSpin; et les sping des
diverses particules seront égaux au quotient par 470 de 17intégrale de
6 sur chague générateur de ce groupe. L*algorithme géométrigue de FRE-
OUANTIFICATION (que nous ne développons pas ici) n'est possible gue si les
spins ainsi définis sont tous des multiples entiers de W/2.

Ces considérations a priori sont en accorg avec 1Texpérience, gqui montre
que le ferro-magnétisme est hien un effet macroscopique du moment magneéti-
que des electrons individuels qui constituent le mateériau aimanté; elec-
trons qui sont des particules de spin t/2 [ouw si on prefere  W/2; voir
(2,2y1. En particulier, une expérience simple de magnétisme classigue

magnétigue
permet de mesurer directement le rapport EEEEQE~;E;EE——*3*— des électrons
n
individuels: un barreau aimanté suspendu dans un solénoide se met & tour-
ner =i on renverse l'aimantation; c'est ce quion appelle 17EFFET BYROMA-

GNETIRUE.

=) QUELQUES OUVERTURES
DE LA MECANIGUE SYMPLECT IQUE

(3,1) - Régularisation et diffusion

Dans certains cas, npus l7avons vy, la varietée ¥ des mouvements diun
sycteme nest pas séparée. C'est le cas du point soumis au champ coulom-
bien attractif (i,2).

Considérons les intégrales premieres GLORALES du systéme; elles =@ défi-
nissent indifféremment comme les fonctions différentiables sur ¥ . ou
comme les fonctions différentiables sur 1*espace d'évelution ¥ dont la
dérivee est nulle dans la directian wer (7).

La relation ~v définie sur X par
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f(xl) = fix_) pour toute intégrale premiére globale f

est évidemment une équivalence; il existe donc un espace quatient X_
mais rien n'indique a priori que X, So0it une variete.

C’est pourtant ce gui se passe dans le cas particulier du champ.cuulpm—
bien: X_ posséde effectivement une structure de variété de dimension

6 , caractérisée par le fait que la surjection canonique

ro-r X

o

soit une submersion. Nous appellerons REGULARISATION cette procédure; elle
définit la "variété de Newton" X , support de toutes les integrales pre-

miéres globales.

Sachant cela, il est immédiat de montrer gue la variété X, est SEPAREE.

D'aprés le théoréme de Whitney, elle posséde donc un plongement propre

dans un espace numérigue de dimension au plus egale & 13, En fait la pos-

sibilité de régulariser peut se démontrer en construisant un tel plonge~

ment: c'est ce qui est effectué dans un travail de 17auteuwr {in "Modern

developments in Analytical Mechanics", #Acta fcad. Sc. Tawrin., Turin,
i}

1983). L’image est ici un ouvert d’une variete algébrigue de le.

La question se pose ensuite de savoir si la forme de Lagrange descend
jusqu'a X_ ; réponse affirmative (il suffit de faire le calcul); X, est

ainsi une variété symplectique séparée.

Ce résultat global peut s’ analyser plus finement, en cherchant & quelle
condition deur mouvements distincts =l et ¥2 auront mé&me projection
sur la variété de Newton. Dn constate qu’il s°agit de mouvements rectili-
gnes, qui commencent {ou finissent) par une collision avec le centre
attractif; que ces mouvements peuvent se prolonger immédiatement apreés
{resp. avant) le choc, par un “rebondissement"; et gue la relation cher—
chée est 17existence d une succession finie de tels rebondissements fai~-
sant passer de x1 & X2 .

On peut si 1'on veut construire un ESFACE DTEVOLUTION REGULARISE: ¢e sera
simplement le produit cartésiem Y, = X, x B décrit par la variable

{ % ,t), pré-symplectique gré&ce & 1'image réciproque de la forme O de
X, 3 1'intégration des équations du mouvement definit une immersion sym-—

plectique de 1'espace d'évolution Y sur un  ouvert dense de ¥, . Sur
Y, » les collisions se passent sans douleur. -

-~ 11 existe d'autres systémes soumis & des collisions, mais qui  ne se
gécrivent pas par régularisation.

Fremons 1 exemple du billard, schématisé par un peint libre & 17intérieur
d*un contour convexe plan. Les mouvements, au sens strict, s arrétent sur
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des rollisions avec les bords; on convient de les prolonger, immédiatement
aprés le choc, selon des lois de réflexion inspirées de la pratique du
jeu. Ceci conduit 3 construire une variété guotient de 1°'espace des mouve-
ments X . par une équivalence dont les classes zont DISCRETES; si le bord
est C® , le guotient X, est une variété de méme dimension que X .

Nous dirons gue cette équivalence est "symplectigue" si la forme de La-
grange descend sur X, - qui devient ainsi une variété symplectigque de

méme dimension que X . Comme par hasard, les lois de réflexion classigues
ont cette propriété.

On peut aussi traiter le billard rectangulaire, bien que son bord ne spit
pas C% et quion ne puisse appliquer la régle de reflexion lorsque le
point mobile atteint 17un des angles. Si les mouvements s'arrétent dans ce
cas, la variéte X n*est pas séparéde; mais elle est régularisable - et
les mouvements régularisés savent comment rebondir dans les coins.

La "diffusion symplectique” ainsi décrite (qguotient par une équivalence
symplectique dont les classes sont discrétes) peut aussi s’ appliquer a des
systémes ne présentant pas de eollisions; par exemple une particule sus-
ceptible d'interagir avec un "diffuseur", objet matériel dont on ne veut
connattre gque les perturbations quiil inflige & la particule. On part
d’une description de chague mouvement par ses d¢tats "asymptotiques" ini~
tial et final ( chacun un mouvement de la particule libre )i on décrit le
diffuseur par un symplectomorphisme (local) gui fait passer de 1°é&tat
initial & 17état final: 1'espace symplectique des mouvements diffuses se
construit comme quotient de la somme de deux exemplaires de la variété des
mouvements libres par une équivalence symplectique.

On construit facilement des modéles symplectiques galiléens powr les pho-
tons { particules de masse nulle, au sens cohomologique du  mot masse ).
tes lois de 1'optique géométrique permettent de construire des modéles
symplectiques pour les mouvements des photons diffusés par un instrument
d’optique: miroir, lentille ou prisme par exemple.

Nous venons de donner gquelques exemples d°algorithmes gui moadifient la
définition a priori de 1'espace d’évolution Y et de 1'espace des mouve-
ments X - de sorte gue la variété X soit SEPAREE.

Lintérét d’un tel résultat, c’est que la Z-forme symplectique G“X est
alors HOMOGENE, en ce sens que le groupe G = Aut( G}) des difféomorphis-
mes de X gui préservent G”X agit TRANSITIVEMENT sw X . En  fait un

résultat plus précis peut &tre obtenu - gqui se formule dans le langage des
"empaces différentiels"” (voir le travail de 17auteur: Un algorithme geéné-
rateur de structures guantigues, & paraftre dans les C.R. du symposium
“Flie Cartan et les mathématiques d'aujourd’hui®, Lyon, 19841 . L'ideée,
c’est de munir le groupe & dTune "difféologie" et d'une 2-forme inva-
riante (nonobstant la dimension infinie de G ), pwis de définir la struc-
ture de variété de X et sa forme symplectique <T} comme image des

structures correspondantes de B par 17applicatiom:
g i=x gix)

¥ étant un point de X .

Cette propriété d homogénéité est tres probablement nécessaire pour pou-
voir formuler des principes cohérents pour la mécanique quantigue.
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(3,2} - Mécanique statistique

B2 Cette technique de diffusion permet de traiter un systéme de particules

enfermées dans une bofte et susceptibles d'interagir entre elles et avec
les parocis: dans les modéles & collisions "dures" se pose le probléme de
la régularisation des collisions multiples; dans les modeles "élastigues",
le probleme correspondant des interactions a plusieurs corps.

La THEORIE CINETIGOUE DES GAZ peut se décrire en construisant d’abord un
espace des mouvements sépare et gymplectique X par cette méthode; ensui-
te en définissant simplement les ETATS STATISTIQUES comme les lois de
probabilité sur X ( sur 1’espace de phases, on est cblige d”introduire
un état évolutif solution de 1'équation de Licuville ). MR

Farmi ces états statistiques, les ETATS DTERUILIBRE THERMODYNAMIQUE sont
donnés par la régle phénoménologique de Gibbs; or cette régle possede une
formulation géométrique qui dépasse largement le cadre de la théorie ciné-
tique.

Sur toute variéteé symplectique connexe X , il existe une mesure 7\ inva-
riante par les symplectomorphismes; cette propriété la définit A& un fac-
teur constant prés: c'est la MESURE DE LIDUVILLE.

Smit G un groupe de Lie muni d°une action symplectique effective sur
¥ , et possédant un moment ¢ Lveoir (2,7)].

gi 7 est un eélément de 1°algeébre de Lie, on appellera ETAT DE GIEBS la
loi de probabilité ‘AZ dont la densité par rapport & A vaut

i) Z
3 ix

A un facteur constant prés, bien entendu. On met ce facteuwr sous forme
exponentielle:

d%ztm =e(MNn TP an o g

la masse de la probabilité devant #tre égalea 1, on a

D)l .
z = Log (\ e d A {x)
JoX

le domaine de convergence de 17intégrale est une partie convexe de 17alge-
pbre de Lie, et aussi une réunion d’orbites de la représentation adjointe;

z est une fonction analvtique convexe sur 17intériewr C de cet ensem-
bBlie.

Nous prenons désormais I dans C . La valeur movenne du  moment Gin)
dans 17état de Gibbs est égal a la dérivée

=z (2

7 > B est un difféomorphisme analytique de © sur un ouvert convexe

¥
de ﬁi : la transformée de Legendre = de =

s(@) = Bi-z

y est convexe et vérifie I = s’ ()3 la deérivée secondes
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K o= 2" {2
=5t un tenseur positif, dont 17inverse est égal & =77 (@),

K munit !'ensemble C d'une structure riemannienne invariante par 17ac-
tion du groupe; pour cette structure, 17application linéaire Ad(Z) est
antihermitienne.,

L’application {Z . définie par:

e =kzrnzr) Yraoe g

est un cocycle symplectigque, cohomologue a f [formule (2,7 €)1; son
noyau est 17orthogonal de 1"orbite adjointe de I pour la structwre rie-
mannienne de © .

Les équilibres thermodynamiques réels sont ainsi associés & un SOUS-GROUPE
G DU GRDUPE DE BGALILEE.

Dans le cas tclassique, on ne considére que le groupe de dimension 1 des
translations temporelles (qui n'est défini qu’ aprés aveir choisi un réfe-
rentiel - par exemple celui de la bofte qui contient le gaz). Rlors, avec
des unités convenables, 7 est 1’inverse de la TEMPERATURE ABSOQLUE; =
est le POTENTIEL THERMODYNAMIGUE DE PLANCK; -s est 17ENTROFIE; @ est
1’ENERGIE INTERNE; K caractérise la CAPACITE CALORIFIQUE., W

Mais un sous-groupe plus grand permet de décrire d’autres états réels, par
exemple ceux qui s’observent - et s’utilisent - dans les centrifugeuses.

En particulier, on peut songer aux équilibres d'un systeme isclé, sur
iequel le groupe de Galilée agit symplectiquement - par principe (2,77,
Mais les résultats que nous venons d’indiquer montrent que de tels équili-
bres n’existent pas: les intégrales sont toujours divergentes., Cette dif-
ficultéd est de type "cosmologique': dans un tel équilibre, la position du
harycentre devrait étre éguipartie dans 1'espace — ce qui est incompatible
avec le volume infini de celui-ci.

C'est justement la “décomposition barycentrigue* (2,7) gqui nous permet
d'éliminer cette difficulté: il suffira de décrire la statistigue des
mouvements autour du barycentre: mouvements gui constituent euwr-méme une
varigté symplectique. Comme nous le savons, 17action du groupe de Galilee
ce réduit alors & celle de 6 = 80(3) = B .

Les états de Gibbs sont donc indexés par un élément 7 de 17 algébre de
Lie de G 3 I s’interpréte par le champ de vecteurs qu'il définmit sur
1’ espace~temps; champ dont la composante temporelle constante définit la
TEMPERATURE ARSOLUE T et dont la direction définit un CHAMP DE VITESSES
[Cf.(2,6)1; ce champ de vitesses est celui dune ROTATION SOLIDE AUTOUR DU

BARYCENTRE, et il est caractérisé par une vitesse angulaire constante Q.

Le fait que l'ensemble C soit convesre et invariant par 17action du grou-

pe montre qu’il peut exister une valeur maximum de ‘L, gui est alers
une fonction concave de la température absolue: ce gui entraine l'exis-
tence d'une température critigue Tc au dessus de laguelle 1l niexiste

plus d'équilibre - méme & rotation nulle,
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¥ . .
Examinons les variables duales: &8 , élement de 3%_ , décrit simultane—

ment 1’énergie interne et le MOMENT CINETIGUE 1° ; celui-ri est necessai-

-

rement paralleéle a .ff; de méme ¥, associe la capacité calorifigue et le
MOMENT D7 INERTIE autour de 17 axe polaire.

Toutes les relations thermodynamigues usuelles se généralisent a ces va-
riables géometrigues.

Cette description  schématique issue de la seule théorie des groupes est
indépendante de tout modéle particulier: seul intervient le fait que 1" ac-
tion du groupe de Galilée est symplectique. Elle a donc vocation & l7uni-
versalité.

Effectivement, on constate qu’elle décrit bien les corps célestes - dans
la mesure ol ceux-ci sont isolés ( pas trop de marées ni de rayonnement )
et en éguilibre. Pour résumer, c’est a cause du groupe de Galilée gue la
Terre tourne...

(3,3) - La relativité d’Einstein

Buelques mots seulement de la géométrisation de ce qu’on appelle "“mécani-
que relativiste" -~ ¢’est-a-dire d'une mécanique & la fois comparable & la
mécanique classique, compatible avec le principe de relativite ( restrein-
te ) d'Einstein, et conforme & l'expérience.

Cette mécanique se construit AVEC LA MEME GEOMETRIE SYMPLECTIRQUE - mais en
remplagant le groupe de Galilée par le GROUPE DE POINCARE, groupe connexe
des isométries de 17 "espace de Minkowski', c'est-a-dire de 1’espace-temps
E4 muni de la métrigue pseudo-riemannienne:

2 25,2 =3 =k
0s” = £ 0t - 3F7, 3r ),
¢ désignant la vitesse de la lumiére.
Ce groupe de Poincaré est un groupe de Lie de méme dimension que le groupe
de Galilée, soit 10 , bLes différences de structure entre ces deux groupes
vont induire des différences essentielles entre les deux mécanigues.
Nous avans vu le role joué en mécanique classique par la cohomologie

symplectique et le moment galiléen. Dans le cas du groupe de Peincaré, le
tableau des dimensions des espaces de p~formes invariantes est le suivant:

el 0 1 2
formes 1 10 45
formes fermeées 1 O 10
formes exactes t 0 0 10

: _ 1
il mantre gue les espaces de cohomologie H et H sont tous les deux
nule [comparer avec le tableauw (2,7)1.

Par conséquent l’obstruction (2,7 I est nulle; le moment de Foincaré peut
toujours se définir GLORALEMENT, et de fagon UNIQUE, par la condition:

G iZy,I'y) = Yy} [Z2,27]

[vair la formule (L) de (2,7)1.
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Par ailleurs, du fait gue la cohomolagie symplectique est nulle, %1 n'y a
plus de classe constante associée & un systeéme {gui correspondrait & la
masse classiguel, et plus de decomposition barycentrigue.

L’interprétation de la nouvelle mécanique va étre facilitée du fait gue
nous pourrons IDENTIFIER un moment de Poincaré avec un moment de Salilée -
gréce & deux remargues:

- fLorsqu’on a choisi un référentiel d’inertie, nous avons affaire & deux
groupes de difféomorphismes de 17 espace—temps; leur intersection est un
groupe de Lie de dimension 7 . le GROUFE D*ARISTOTE: on l’obtient en

— . .
chpoisissant b = O dans les formules (2,7) définissant 17action du groupe
de Galilée. Ce groupe d’Aristote est constitué des automorphismes de E4

considérd comme FRODUIT CARTESIEN de 17 espace par le temps, chague facteur
dtant euclidien orienté.

On va evidemment demander que les deux moments aient la méme composante
aristotélicienne - ce qui définit le MOMENT CINETIGUE, 17 IMPULSION et
1’ENERGIE relativistes.

L*énergie E , comme les autres composantes du moment relativiste, est ici
définie globalement; elle ne contient plus de constante additive arbitrai-
re, et elle ne peut pas étre multiforme: ce $ait n°est pas nécessaire en
mécanique classique, mais il est formulable [ par la nullite de 1’cbs~
truction (2,7 D) J1:; on peut donc le considérer comme un principe que la
mécanique classique doit emprunter & 1a mécanique relativiste pour coller
avec les faits.

- Pour achever la comparaison des deux moments, il manque encore le cor—

respondant relativiste de la grandeur galiléenne ai qui caractérise la
droite décrite par le barycentre dans 1’ espace-temps.

11 se trouve gue le moment de Poincaré définit lui aussi une droite d’es-
pace—temps, 17 "axe central", dont la vitesse est parallele a4 lTimpulsion
et dont la wvariance aristoteélicienne est la méme que celle du karycentre

galiléen. La prescription qui nous manguait peut donc =*gbtenir en épgalant
les deux droites.

-2

La vitesse du barycentre vaut p /m en mécanique classigue (2,7); celle
-y

de 1'axe central vaut p'c‘/E en mécanigque relativiste; d'od la relation

d*Einstein

2
<

E=mc

gui relie 17énergie relativiste £ avec la masse classigue m . Cette
¢égalité exprime une correspondance entre grandeurs qui appartiennent a
deux theéories contradictoires. Elle impligue deuy choix simultaneés: celui
d'un référentiel d'inertie d'une part; d’autre part celul d'un mouvement
{ puisque 1’ énergie relativiste dépend du mauvement, mais pas la masse
galileennel.

Le moment relativiste induit sur le sous—Qroupe des transiations d'espa-
ce-temps un guadrivecteuw F - 1*"impulsion—énergie'; pour les systeémes
concrets, F est toujours un vecteuwr de genre futury ce qui impligque
d’une part que la vitesse du barvcentre est plus petite gue © . d’autre
part gue l'énergie E est positive. En mécanique clazsigue, le fait gue
la masse scoit positive était une conatatation sans interprétation geomé—

trigue.
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On a cherché expérimentalement des objets pour lesguels F serait du
genre espace (les “tachyons"l. Le fait gu'on n'en rencontre pas, n1‘d’mh—
jet & énergie négative, peut probablement se rattacher & des_conszdéra-
tions thermodynamiques (c’est le guadrivecteur température gqui permet de
distinguer la fléche du temps).

Ceci étant, nous ne disposons que d’un point de départlpour la mécanigue
relativiste; il reste & donner une description relativiste effective des
systémes dynamiques concrets.

Dn trouve des modéles relativistes pour les particules isolees ( points
matériels, particulez & spin, y compris les photons ) parmi les espaces
homogénes symplectiques X du aroupe de Foincaré. Les proprietes du grou-
pE gue nous avons énumérdes permettent de les classer; chagque "particule

élémentaire" observée accepte dientrer dans 17une des cases ainsi prépa-
rees.

Nous ne détaillerons pas davantage ici. Une seule remarque relative aux
particules & spin: on ne peut plus parler ici de ‘“moment cinétigue pro-
pre”, puisquiil n'y a plus de décomposition barycentrigue. Mais la valeur
numérigue du spin peut toujours se définir par voie homologique - comme le
quotient par 4T de l'intégrale de G sur le cycle fondamental de l7es-

.

7
pace d évolution — qui est encore difféomorphe & K » &5 .

La relativité d°Einstein oblige & renoncer & la notien de simultaneite,
parce que le groupe de Poincaré n’est pas un sous-groupe du  groupe de
Corioclis, donc gqu’il casse la fibration de 1°espace-temps sur le temps.

Ceci rend a priori plus difficile la construction de modélee relativistes
pour les systémes en interaction: le groupe de Foincaré n’agit pas sur un
gspace d évolution du type gque nous avons considére en mécanique classigue
{une seule date powr plusieurs positions).

On pourrait penser que la solution est 17usage d’un espace d'evoluticn
MULTI-TEMPOREL, sur lequel 17action du groupe est immediate. Mais un sim-
ple calcul montre que cet espace TUE LES INTERACTIONS - aussi bien dail-
leurs en mécanique classique gqu’en mécanigue relativiste.

11 existe cependant une méthode permettant de construire un espace d’eévo-
lution relativiste analogue & 1 espace classique ( le rble de la droite
temporelle étant tenu par 17axe central du moment )3 il fait apparaitre un
potentiel d’interaction défini swr 1’espace des mouvements libres - et
plus précisément sur son guotient par l"action du groupe. La principale
difficulté consiste A choisir ce potentiel - la comparaison avec la meéca-
nique classique suggérant au mieux une approximation.

Une autre voie d'acces est fournie par la théorie symplectique de la dif-
fusion [voir ci-dessus (3,1)1; un systéme de deux particules interagis-
santes pourra se décrire par un symplectomorphisme de diffusion commutant
avec 17action du groupe de Foincaré sur l7espace des couples de deux mou-—
vements libres. Bien entendu les théorémes générauy =" appliguent touwjours,
ia valeur initiale et la valeur fipale du moment de Foincaré { gqui se cal-
culent pour les deux états tibres asymptotigues ) sont nécessairement éga-
les: on obtient ainsi les loi= de conservation relativistes gui sont & la
base de la physique des particules.
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