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Introduction

La géométrie différentielle classique est basée sur l'axiomatique
des variéles. Or il est possible d'alléger cetie aniomatique sans perdre
grand chose d'essentiel.

in espace difféolagique X est caractérisé non par des cartes,
mais par des "plaques”, applications a valeurs dans X provenant des

espaces numériques nP ; les aniomes gui régissent ces plaques n'impli-
quent aucune dimension particuliére.

lLa catégorie des espaces difféologigues, esxtension de celle
des variétés, est stable pour les principales constructions ensemblistes:
parties, quotients, sommes, produits, etc.; elle contient donc, & cdté des
variétés, des objets trés divers qui sembieraient pathelogiques dans la
vision classique (par esxemple 1e guotient d¢'une yariété par un feuilletage
queicongue). Elle posséde aussi un certain type de"récursivité™ : si X et
Y sont des objets de celdte catégorie, Hom(X,¥) est encore canoniquement
un cbjet; autrement dit, jes ensembles d'applications différentiables sont

euyp-mémes des espaces difféojogigues (par edemple les atlas d'une
variéié). A cité des objets “pathologiques”, la difféologie est donc

capable de traiter des objets "de dimension infinie”.

or, malgré cette extenston f{en fait a cause d'elle), quelques
théories fondamentales: homotgpie, fibrations, etc., convenablement
reformulées, vont fonctionner sur les espaces difféologiques aussi bien
que sur les variétés. Des notions telies que “composantes copnexes”,
“groupe d'hometopie”, ‘“"revétement universel”, “fibration”, etc., se
définissent directement a partir de {a difféologie: il est donc inutile
d'introduire une queiconque superstructure - par esxemple une igpeliogie
ad hoc.

De méme diverses constructions classigues sur les groupes de Lie
s'étendent a la cateqgorie des groupes difféolagiques (qui contient par
exemple tous les grounes de difféomorphismes).

Le présent travail donne un exemple des résuitats que lI'on peut
ainsi atteindre.

On sait que les variéiés symplectigues jouent un rdle important
dens la modélisation des systémes physiques tels gue les_particules
elémentaires, ies atpmes ou les molécules; et d'autre part gque les grhites

juan B

(o-odjemtes d'un groupe de Lie & sont mumes naturellement d'une telie
structure sympiectigue.

iir Ia structure des orbites coadjointes s'étend tout aussi *naturel-
lement” au cas des groupes diffeolagiques; {'interét d'une telle extension,
c'est que toutes les pariétés symplectiques qui interviennent en physique
peurent se censtruire par cet algorithme.

I]nns& premiére partie, nous rappeions les structures difféeolo-
giques genefMles { les résuitats qui ne sont pas demontres ici peuvent se
trouver dans [Souriau 801, [Souriau 84}, [Donato 84}, ou liglesias 85] }.

Puis nous étudions ies formes différentielles sur les espaces
diffénlogiques. La définiticn en est évidente, & cause du caractére “final”
dg'une difféologie et du caractére "copariant” d'une forme; les construc-
tions classiques: dérivalion extérieure, image réciprogque, etc., fonction-
nent comme sur les varigtés. Sur un espace difféologigue général, on peut
cependant distinguer une classe particuliére: les p-formes fonctian-
nelles (efles sont engendrées globalement par une fonction antisymeé -
triqgue a p+1 variables).

On peut évidemment associer a tout groupe difféclogiqgue G les
espaces de ses p-formes invariantes (par translations a gauche); Ia
dérivation entérieure definit une cohomologie sur leur somme directe isi
G est un groupe de Lie, il s'agit évidemment de la cohomologie de son
aigébre de Lie).

Aut(G), donc G, agit éridemment sur chaque p-forme invariante
., L'orbite X est un espace difféologique; si © est fonctionnelle (forme

de Maurer-Cartan) et si p=i, do descend sur X en une 2-forme

fermée o ; ainsi se genéralise la structure symplectique des orbites

coadjointes.

Nous classons ensuite ces formes de Maurer-Cartan; celles qui ne
sont pas "singuliéres” sont proportionneiies a une forme "entiére". Parmi
celles-ci les unes, "nilpotentes”, descendent sur % et fournissent un

“potentiel” de o.

Nous nous intéressons particuliérement aus formes "quantiques’:
formes entiéres non nilpotentes pour lesquelles une certaine obstruction
cohomologique est nulle. E£lles possédent des "quantifications” que I'on
peut recenser; a chaque quantification est associé un espace quan-

tique = , fibre grincipal en cercles muni d'une !-forme insariante par
I'action du groupe structural et possédant un groupe d'automorphismes

“assez grand”. ! peut arriver que = soit de dimension infinie; mais toute
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préquantification = d'une variété symplectique connese X (au sens de

Kastant-Souriau) peut se construire par cet algorithme. ar ce sont
précisément ces variétés et ces préquantifications qui inteviennent dans
ta modélisation des systémes matériels.

Ce travail s'inscrit done dans le cadre de la "quantification
géomeétrigue”: il s'agit d'éclaircir et de structurer I‘ensewle de regies
empiriques gue I'on appelle 'meécanique quantique”.

Nous neous proposons de ie peurssivre uitérieurement en utilisant
une forme quantigue sur un groupe difféologique G pour caractériser
une classe particuliére de représentations unitaires de G. Classe qui
devrait, en principe, constituer un outil spécifique pour la description
quantique de la matiére.

Premiere partie

Espaces et groupes difféologiques

Bourbachigue des plagues

Définition:
(1,1
Soit n un entier, X un ouvert de R". Nous sppelierons p-plaque de X

{peM) toute opplication différentiable (- de classe C™) d'un ouvert de P
dans X.

Les plagues ainsi définias vérifient les propriétés suivantes:

(1,2}
Do) Toute p-plaque de X est une application d'un guvert de RF dons X;

D,) toute application constante R” —» % est une ptaque de X ;
Dz} &1 l'*‘j est une famille de p-plaques de X qui possédent un prolon-
gement commun, le plus petit de gces prolongements est une p-plague de

x .

]

{)3) si P est une p-plaque de X , el @ une g-plaque de def(P), P.O

est une gq-plaque de X.
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(1.3)

Réciproquement, soit X un ensemble; pour chaque p € N, choisissons une
classe de fonctions gque nous appelierons p-plaques de X ; nous dirons que
ces plaques constituent une difféoloegie de X si elles verifient les
axiomes (1,2).

En particulier denc les ouverts des espsces numeriques £ se trouvent munis

d'une difféologie standard.

Catégorie des espaces difféologigques (ex "espaces différentiels”)

(1,42

1 s'agira de la catégerie dont les objeis sont les ensembles munis d'une
difféologie, et dont les fléches sont les applications différentiables,
au sens suivant:

(1,5)
l A , spplication de X dans ¥, sera dite différentiable si, pour toute
I plaque P de X, A-P est une plaguede Y.

l Nous noterons D(X,¥) 1lensemble de ces applications.

(1,6}

Les isomorphismes de cetle catégorie seront appeles difféomorphismes.

Exemples:
- Toute epplication constente de X dans ¥ est différentiable;

- L'application identique de X dans X, | est différentiable et

x il

constitue la f1éche ngutre associée a tobjet X .

(1,7
Cette catégorie est donc définie par les diffénlogies des espaces (ensembles de

leurs ptaques); réciproquement la catégorie définit ces difféoiogies: en
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effet, gréce 4 1'axiome Ds' les p-plagues de X sont les élémeants des

D¢U,X) , U ouvert de B°. “Difféologie™ et “structure d'espace difféo-

logique” sent donc des données équivalenies.

{1,8)

On peut associer & tout couple X, ¥ despaces difféologiques 1'ensemble
DL(X,Y) des applications F qui sont lecalement différentiables : ce
sont celles qui appliquent une partie de X dans Y et qui vérifient:

P plague de X = FoF: plaquede Y

- l& notion est stable par composition ;

- V'ensemble des p-piaques de X est égal & DL(R®, X);

- toul espace difféologique X posséde cenoniquement une topologie
{"D—tlopologie”) dont les ouverts sont les parties dont Vinjection
canonigue dens X est localement différentiable;

- les applications différentiables sont D-continyes ;

- les applications iocalement différentiables sont définies sur un D - ouvert.

(1,9}

Les difféomorphismes locaux de X & Y seront les bijections d'une partie
de ¥ sur ¥ quisont, avec leur inverse, localement différentiables.

On peut ainsi définir les varidtés (de dimension n) comme les especes

diffénlogiques qui sont en tout point localement difféomorphes é R

La gatéqorie des variétés est donc une sous-catégorie de celle des espaces
difféologiques; nous allons constater que cetie derniére est beaucoup

plus steble vis—d-vis des opérations ensemblistes.

@pératiens sur les difféelogies

(1,10}
Soient X' et X" deux espaces difféologiques ayant le méme ensemble

sous—jacent X ; nous dirons que la difféolaogie X' est plus fine que la
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difféologie X" sila bijection canonique i de X' sur X" :
P
est différentiable [ per abus de lengage, s'il y a “moing de plagues” dans 18

diffeslogie X' ].

(1,11)

Le finesse est une relation d'ordre sur l'ensemble des difféologies de X ;

relation pour taguelle toute partie posséde une borne inférieure et une
borne supérieure. La plus fine des difféologies de X existe: celle dant
les plagues sont localement constantes; nous l'appellerons difféologie

discréte.

(1,12}
Soient X et Y deux ensembles, A une application X - Y .
5i X est un espace difféologique, sa difféologie image par A peut se
définir comme la plus fine difféologie de ¥ pour laqueile A soit
différentiable ; elle existe.
(1,13}

Si X et ¥ sont tous les deux des espaces difféciogiques, nous appellerons
subduction de X sur ¥ toute surjection A: X — ¥ telle que Ia
difféologie de ¥ coincide avec 1'image par A decellede X.
Remarques:

- Les p-plaques de Y sont alors les applications "localement relevables™
P=sup Ao Pj,
P-1 désignant une famille de p-plagques de X , et sup Ia borng supé-

rigure pour 13 retation du prolengement ; bien entendu ceci implique gue
les Aon soient compatibles;

- s A est une subduction de X sur Y, une application B: ¥ - I est

différentiable ssi B.A est diférentiasble; B est une subduction ssi BoA
a5t une subduction;

- on constitue avec les subductions une sous-calégorie de celle des espaces
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gifféologiques.
- danslecas ol X et Y sont des variétés, les submersions surjectives sont

des subductions.

(1,14)

Tout quotient dun espace difféclogique gst donc canoniquement

difféologigue ; la difféclogie quotient (ou “réduite”) détant caractérisée

par le fait que 1a surjection canonique soit une subduction.

(1,19)
Soit xj une famille quelconque d'espaces difféologiques; on définit sur X =

]'[KJ_ la diff éologie produit - c'est la plus fine qui rende différentiables

les suriections canoniques X — xj (qui sont alars des subductions )

(1,167
En construisant des énoncés duaux des preécédents (1,12-13-14-15), on
définit:

- I'image réciproque d'une difféologie de Y per une application A: X
- ¥ [ la_moins fine qui rende A différentiable ;

~ 1es inductions A de X dans Y : ce sont les injecljons telles que la
difféologie de X soit 1'image réciproque par A deceliede Y.

- 5i A est une induction X — ¥, une application B: 2 -~ X est
différentiable ssi A-B Y'est; B est une induction ssi AoB est une
induction;

- les inductions d'espaces difféplogiques sont les f1éches d'une gatégo-
rie;

- la difféologie de partie {(ou "difféologie inguite™) , pour tout
spus—ensemble S d'un espace difféologique X ; c'est celle pour laquelle
T'injection canonique de S dans ¥ est une ingyction; les plaques de S
sont simplement les plaques de X avaleursdans 5.

- la difféologie somme de X = ij, les xj, étant difféologiques : 18
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moins fine pour laguelle les injections canoniques xj - X soit différen-

tiablas; ce sont ators des inductions

(1,17

Si un espace difféclogique est muni d'une partition, on peut lui conférer une
difféologie plus fine (is "difféologie feuilletée ") en le considérant
comme somme de ces parties (chacune étant justement munie de sa
difféologie de partie); parmi les difféologies plus {ines que la difféologie

donnée, c'est 1a moins fine de celies qui rendent le quotient digscretl.

{1,18)

Soit X un espace difféologique; la plus fing pariition pour laquelle 1a difféo-

logie de X soit feuilletée existe; ses classes s'sppelieront composan—

tes de X, X sera dit connexe il posséde une seule cormposante .

On le vérifie en caractérisant les classes au moyen de la connexité par arc
% et ¥ appartiennent & une méme composante s'il existe A e DR e
que A(D) =x, A1} =%

Les composantes de X sont aussi ses composantes pour 1a D-topolagie.

Décomposition canenique
(1,19)
Toute applicetion différentiable A: X —+ ¥ se décompose canoniquement en
A =1:B.5,
S - subduction de X sur un quotient, B : bijection différentiable de ce quotisnt
avec une partie de Y, | :induction de cette partie dans Y.
Nous dirons que A est stricte si B! est différentiable - c'est-a-dire si A

est une subduction de X sur un sous-espace de Y .

Exemgples:
{1,20) Une surjection stricte, c'est une subduction; une injection stricte,
c'est une induction; une bijection stricte, c'est un difféomorphisme.
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(1,213 1a fonction réeile r r’ mest pas stricte; autrement dit la

demi-droite fermée R* =[ 0, +co[ possede, & cOté de sa difféologie de
pertie de R, 18 difféologie "carrée”, image de celle de R par re r? . qui
est strictement plus Tine .

+ n N
Dimonstratioa: la fonction (x,g) > KQ + gz #st @videmment une 2—plague de R b ;51 elle etait

attie

aussi une plaque de R’ , e serait de Ja forme SUP, f p(x,g)z, T, - 2-plaque de R {Cf.

carrée P

2 2 .
[1,13)]; 11 existerait donc une fp qui vaudrait dans un voisinage de Torigine £/ (% +y ) - ce quiest

co
incompatible avec Te fait qu'elle soit CQ.F.D.

Difféologie fonctionnelle
{1,22)
Soient X et Y deux espaces difféologigues.
L'espace F = D(X,Y) des applications différentiables de X dans Y
devient lui-méme un gspace difféologigue si on Je munit de la difféolo-
gie fonctionnelle: 1a moins fine qui rende Y'application valuation
(f,8) = (%)
différentiable (de FxX dans Y ).

Groupes difféologigues (ex “groupes différentiels™)
(1,23)
Nous appellerons difféologie de groupe toule difféologte définie sur
un groupe G, telle gue 'application:

(g.g)wg'g
soit différentiable [ de Gx6 4 6 ; Gx6 est muni de la difféologie
| produtt {1,20) }.

Aprés avoir choist une telie difféologie, nous dirons gue 6 est un "groupe
difféologique”; ces objsts constituent une catégorie { "catégorie des
groupes difféologiques”) dont les fl1éches (“D-morphismes”) sont les
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morphismes de groupe qui sont différentiables.

Exnemples:
£1,24) Tout groupe de Lie G est un groupe difféciogique [ G &tant muni de

sa difféologie de variété; vair {(1,9) ];

{1,25) Si X est un espace difféologique quelconque, le groupe Diff{X) de tous
les difféomeorphismes de X {1,6} sera muni de la difféologie standard,
la moins fine des difféclogies de groupe qui rendent différentiable
t'application yalugtion :

{g,x)eqix)
{ application du produit difféologique Diff{X) »x X dans X }; P est une
p-plaque standard de Diff{X) ssi les deux applications:
{r,x; » P}
rx) » Pz

sont différentiables; dans le cas particulier ok X est une variété, la

deuxiéme  verification est inutile (gréce au théoréme des fonctions
implicites), la diffénlogie standard est induite de ta difféalogie
fonctionnelte [voir (1,22) ]

(1,26) Seit & un groupe difféologique, H un spus—groupe guelconque . H,
muni de so difféologie de partie {1,16) , est un groupe difféologique;
I'espace difféologique quotient G/H {1,14) s'appellera espace homogéne
de 6; si H est distingué, le groupe quotient G/H devient un groupe
diffénlagigue .

{1,27) Tout "groupe de difféomorphismes” d'un espace X [ :sous-groupe de
Diff{X} ] posséde donc une structure standard de groupe difféolagique.

En particulier, si G est un groupe difféologique guelconque , le groupe Aul{G)
de ses D—automorphismes (1,23) esl un groupe_difféologigue ~ comme

sous—groupe de Diff(G) . On notera gue les automorphismes_intérieurs de

6 sont des D-automoarphismes, et que:
. =1
g—[g—ggq ]
est un D-morphisme & - Aut(6).
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Suites B-enacles

(1,28)

Nous appellerons suite D-exacte une suile exacte de morphismes de groupes:
. B}—l - Ej - Gj+1

telle que:
les Gj portent une difféplogie de groupe;
les fléches — sonl des D-morphismes stricts

[(1,23), {1,19].

Une suite D-exacte:
C+K - K = 0
signifie que K et X’ sonl D-isomorphes; sila suite:
0=+K =+ K - K'» 0
ast D-exacte, K est D-isomorphe & un sous—groupe distingué de K, et
K~ au quotient K'/K ; nous dirons alors gue K' est une D-extension de
K par K.
En particulier une D-extension par un groupe discret {1,11) s’appellera

revétement de groupe.

(1,29)
Une fN-extension centrale
Soient A el C deux groupes dif féologiques.
Le produit direct A x C permet évidemment de construire une suite
D-exacte:
0O » A =+ AXC » C =+ O;
ce qui pose le probléme sutvant: une D-extension B de C par A:
0> A-> B - C > O
est-elle triviale, c'est-a-dire isomgrphe & la précédente ?
Il s'agit de savoir §'il existe un isomorphisme ¢: AxC -+ B produisani un

diagramme commutatif de suites D-exactes:
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0 Q 0
¥ i 3}
0 - A = AxC - L€ - 0
¥ 2 i
¢ - A - B —» € - 0
4 ¥
+ 4 +
(8] 0 Q

le probléme se raméne & trouver un D-marphisme o : B—+A qui soit

inverse-a—gayche de o :
ool = ‘.\,
et & vérifier que le D—maorphisme F : B - AxC défini par:
F(b} = (ot'(b), (b))

est strigt (il est nécessairement bijectif); on prend alors ¢ = .

Nous allons étudier ce probiéme dans le cas particulier suivant:
A est commutatif;
C est discret.
On définit une cohomologie de L 3 valeurs dans A en définissant les p—cochaines comme les
applications de C? dans A [elles sont toutes différentiables parce que C est diseret] et en
définissant le cobord O dune p—cochaine 1 par les formules:
stic,c) = tee) We "Ue)™ ! sip=t;

5tic,c',c”) = t{c,e'c”) tle',c™ ‘uls::r:',c“)‘1 t(t:,l:')‘1 sip=2.

MNous allons déterminer deux obstryctions aigébriques consécutives pour

gue l'extensien B soit triviale, et recenser 'ensemble de ses triviali—

sations.

Pour que B soit triviale, il est d'abord nécessaire que Textension soit centrale, cest—i—dire que i)

soit contenw dans le centre de B. Do se place désormais dans cetie hypothése.

) ; ; N . e BT .
Seit o unmorphisme de groupe inverse—i—gauche de a: il est immédiat que [eet'Kb™ ") b ne dépend

de b que par Tintermédiaire de Y{D} parce que Textension est centrale, Tappltication Y ainsi
définie:
. . -1
yy(h)) =[eox’ Kb I D

est un morphisme de groupe € —» B, donc un D—morphisme puisque L est discret; il est de plus
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nverse—i—droitede ¥
¥y = I¢
et il caractérise o par larelation:
$ (b} = o (1o b))

puisque CL estune induction, OC' est donc automatiquement différentiable. De plus Tapphcation
d(a,c) = eef{a) y(c)

est différentiable et inverse de F — sibien que F est unr difféomorphisme; puisque la premidre

composante de F{bB} est 0C'(B), on voit que tout morphisme de groupe & inverse—i—

ganche de 0L est ume subduction de B sur A et engendre une D-trivialisatian.

Larelation entre O et ¥ estbijective: plus précisément, si ¥  estun morphisme inverse~i—

droite de Y , la relation § définit effectivement une application 0¢', qui est un D—morphismme

inverse—j—qauche de DL, associé donc & une trivialisation.

Le probRme dexistence dune trivialisation se raméne donc j Yexistence d'un D-—rnorphisme }

iyerse—i—droite de Y, et le problme de recensement des trivialisations au recensement de tels

Y.

Grice 3 Tawiome du choix, on peut tsujours trouver une application K de¢ T dans B qui soit
inverse—a—draite de Y
yik{cd =c Yeel;
Yes autres sont foutes obtenues par la formule:
] y'(c) = kie) w(zlc)),
T &tant une application arbitraire de C dans A —donc une 1—cochaine.
MNous voulons choisir T pour que };" soit un morphisme de groupe. en remargquant que
k(ce) ki) 'kie) ™!
appartient 3 ker(y) = im(ee) , on peut définir une 2—cochaine B par
Blc,c) = o ' kice) k(e 'kie)™")
en utilisant le fait que Y = CCofl prend ses valews dans lecentrede B, on vérifie que 0 est
un Z—cocycle; que la classe de oohomologie de 8 ne dépend que de Textension B —pas du choix de

K: et enfin que 1a trivialité de Textension B est équivalente 3 la nullité de cette classe de
cohomolegie — ¢e qui fournit 1a deuxiéme ebstruction. ’ '

On passe enfin dune trivialisation aux autres [dun morphisme ¥ aux autres) par ta formule 0

o la I-cochaipe T parcourt Tensemble des 1—cocycles — c'est-d—dire des morphismes de groupe
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C — A. Ence qiconcerne o ,la substitution correspondante est

®'(b) - o'(b) [Toykb)

{1,30)

On sait qu'un diagramme commuiatif de cing suites exactes — thorizontales

et verticales):

-,—
O - O

by . +y . y

g ox K oo Koo K'er O
+ 1 +
0 0 0

pesséde un seul compléte commutatif
Y P S .

et quil s'agit d'une suite exacte. Ce résultet se compléte "diffésto-

giquement” par le

théoréme:

iSi les cing suites — sont D-exacies, la sixieme (.. >} 'est aussi.

Démenstration :

Par hypothise [voir (1,201, ¥, T}, K, ®, ¥', ¥ sont des inductions: ¥, MK, Y, U, Y sont des

subductions: il faul montrer que K (qui est injective) est une induction et K’ (qui est sur jective) une
subduetion.

a]Soit K une plaque de K; puisque U est une subduction, il existe des plaques hp de H telles que
k = sup gohp (1,131 d'olt Kok = SUP Kogohp = sup g'OT[onp:p!aque de K’ [axiome Do
des difféologies]; K est différentigble .

b}Soit k' -une plaque de IM{K), c'est—a-dire une plaque de K 3 valeurs dans im{k) = ker(x');

puisque U estune subduction, il existe des plaques h'p de H telles que k' = sup g'nh'p;

vr edef(h‘p),ona 0= [k'og'](h‘p(r)) = [g“on'](h'p(r}), =i bien que n'oh‘p est & valeurs
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dans Ker(y") = im{x"). puisque X" est une induction, g"p =x" -‘OH'oh'p e5t une plaque de

6", telle que N]'eh’_ = x“og"p; puisque ¥' estune subduction, il existe des plagues g'pq de G

P

telles que g“p = sup ¥'-g = sup fex'eg . ¥re

Pq Pq Pq
oef(g‘pq) , 60 a donc n'(h'p(r)) = n'(x‘(g'pq(r))), d'ol x‘(g‘pq(r))_1h‘p(r) € ker(q)

; dod n'oh'p = SUP X e}’

= imM(7) : daprés Taxiome [1,22) des groupes difféologiques, 1 fonction h'pq: r

H[X'og'pq](r)_ 1 h‘p(r) est une plaque de H' |, plaque dont les waleurs sont prises dans ¥al{T);

ng = n 1 oh‘pq est une plaque de H telle que h.pq - nohpq; dou, ¥r

-1
° =U'o ="{h' = Yex'({qQ h =
€ def(hpq), k g(hpq(r)) 1] T](hpq(r)} y'th pq(r)) y'ex'ig pq(r)) y' p(r))

M &tant une induction, Nt

; K étant injectif, les gc—hpq sont compatibles,

gl ()} = K'(r); dod k' = sup Koyeh
P Pg
N
Teur borne supérieurs K est une plaque de K, etefle est égate 3 K oK' K est donc une
o) puisque K'el' = Y o', les résultats élmentaires (1,13) montrent successivement que H oY’

est une subduction, puis que K est une supduction.
CQ.FD.

Hometiopie des groupes difféelngiques
{1,31)

Soit G un groupe difféolcgique.
Les composantes de & (1,18) sont les classes selon un sous—groupe 6°;
G° est 1e plus grand sous—-groupe connexe; c'ast aussile plus petit des
sous-groupes K tels que G/K soit discret (1,11).
G° est invariant par tous les D-gutomorphismes de G, et par conséquent
distingué (1,27); 6/6G°, groupe discret, s'appellera groupe des compo-
santas de &
Si & est lui-méme sous-groupe distingué d'un groupe H, BG° est
distingué dsns H, puisque les automorphismes intérieurs de H

induisent des D-autemorphismes de 6.
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{1,32)
1 existe une celégorie dont les objets sont les groupes difféclogiques

connexes, et les fléches les D-morphismes gubductifs & noysu discret;

§'il existe dans cette catégorie une fléche
G+ B,

6" esiunrevétement connexe de 6 [Cf{1,28)]

Tout groupe connexe 6 posseéde un revétement connexe 6 qui est

universel au sens de cette catégorie: G est revétement de tout

revétement connexe de 6 .

Le noyau de la fléche G —+ G est un sous-groupe discret et distingué de 67,

il appartient au cenire de G et il est donc commutatif; sa structure de

groupe ne dépend que de le difféclogie de G ; on l'appelle groupe

d’homotopie de G .
Les objets initisux de celte catégorie sont dite simplement connexes; un

groupe simplemenl connexe, c'est donc un groupe isomorphe & tous ses

revétements connexes .

Il est clair qu'un groupe est simplement connexe ssi gson groupe dhemotopie

est nuil; qu'un revétement est universe! si et seulement si il est sim-

plement connexe .

£1,33)
Pour tout D-morphisme A d'un groupe simplement conhexe S dans un
groupe 6, el pour tout revétement R de 6, A posséde dans 1a caté-

gorie des groupes difféologiques un relévement unigue A®*: S — R :

R
A*
S"—:——}G

(1,34
Le quotient d'un groupe simplement connexe par un sous-groupe (distingué)



page 18

connexe est simplement conhgxe.

Construction du revétement sniversel d'un greape
{1,35)

Sott 6 un groupe difféologique.

L'ensemble des applications différentiables de R dans & devient un.

groupe si on pose:

[a bXt) = alt) b(t) ¥Ya,beD{RG), YteR
et un groupe difféologigue si on le munit de la difféologie fonctionnelle
{cr.(1,22)]

On appeliera "arc” de G toute applicetion différentieble 8 de R dans G

vérifiant

af{0) = ¢ [ élément neutre de'G ;
Vermsemble de ces ares est un spus—greupe de D(R6), et & ce titre, un
groupe difféclogique; nous le noterons "Arc{6)". ©Bn peut montrer que
Are{G) est simplement connexe.

11 est clair que I'application "bout” : Arc(B) — 6 définie par bout{a) = a{1)
est un morphisme de groupe; on peut vérifier que bout est un D-mor—
phisme strict, et gque son image est 1a composante neutre 6° de 6.
Son noyau est constitué des arcs vérifiant a(l) = e [ = a{0}], gqu'on
appellera lacets du groupe.

La composante neutre du sous-groupe distingué Lacet(B) est un sous-groupe
distingué de Arc(B) [Cf.(1,33)] ; comme quolient d'un groupe simplement
connexe par uh groupe coennexe, le groupe :

6 = Arc(6)/Lacet(B)°
est simplement connexe {1,32); le diagramme :
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0 Q Q
4 4 +
0 e Lacet(G)® - Lacet{G}* — 0 - 0
+ + +
trout
0 - Lacet{G) - Arc(G) - G - 0
+ ¥ '
0 x H ¥ G* o 5* cexe 4]
+ + 1
Q 4] 0

montre que G* est une D-extension de &7 par le groupe discret H , danc
un revétement de B°; puisque G* est simplement connexe, ii constitue
un revétement universel de 6°

Le groupe d'homotopie de 6° est donc égal au grpupe des compaosantes de

Lacet{B); en particulier 6° est simplement connexe ssi Lacet {G) est

connexe.

Actions
(1,36}

Soit G un groupe difféologique, et A une action de 6 sur un ensemble
¥ [c'est—a-dire un morphisme du groupe G dans le groupe X! des
permutations de ¥ J.
a) Nous dirons que A est une D-action { ouune "action différen-
tiable”) si:

X est un espace difféalogique;

A ect un D-morphisme de § dans Diff(X}

[ voir (1,233,(1,27). C'est une généralisation de V'action différentiable

d'un groupe de Lie sur une variété ];

b} Nous pouvons toujours munir 'ensemble X de ia plus fine difféoclogie

telle que A soit une D-action: X est alors la gomme [au sens (1,16) ]
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des prbites de & , checune étant difféomarphe & un espace homogene de

6 [eu sens (1,26) ]. Nous dirons dans ce cas que X est un espace de
Klein et 6 un groupe générateur de X .En particulier, les espaces

difféomorphes & un espace homogéne sent des espaces de Kleih, qu'on

appelle encore “espaces homegénes” par exiension.

Si 6 est un groupe générateur de X, tous les "zwischengruppen” G':
AlG ) < G < Diff(¥),

munis de leur action naturelle sur X, sont aussi générateurs; en perti-

culier Diff(X), quiest ainsiun groupe généraleur canonique.

Exempin: loute variété séporée est un espace de Kleih, c'est un espace
hgmogene ssi ses composantes sont deux é deux difféomorphes - en parti-

culier done si la variété est connexe .

(1,37)
DéTinition:
Le couple d'un groupe difféologique & et d'un espace difféologique X
constituera un espace fibré principal s'il existe une aclion:
g0y
de 6 sur X, telle que l'application:

(g,x)—»(gx(x),x)

soit une induction [de GxX dans XxX 1
On dirs alors que X est I'espace, B le groupe structural; fies

fibres seront les orbites de G; la base sers l'espace difféologique

quotient de X par 1'actionde G .

Dans ces conditions, g - Qy ast une D-saction libre; pour chague X,

T'application:

g—- gx(x)
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est un difféomorphisme de G avec la fibre contenapt x {munie de sa

difféologie de partie).

(1,38) Exemples:

- Les espaces fibrés principsux au sens classique soni inclus dans

cette définition: i1 s'agit du cas ot X est une veariété séparée 2t 6 un
groupe de Lie; 1a condition de trivialité Jocale est automatiguement

verifige {voir[lglesias 85]}.

- Soit & un groupe difféologique; T et S deux sous-groupes emboités:
Tc S5cbB

tels que T soil distingué dans S .

Consigdérons les espaces homogénes:

Y=6/S§

X=6/T
et ie groupe quotient

H=5/T,

groupe difféologique comme quotient d'un sous-groupe de B.
IT est immédiat que, ¥ ge G, ¥5 ¢S, la classe

gs ' T
ne dépend de g et s -que per l'intermédiaire de gT et sT ; an peut denc
poser:

A(sT)(gT)=gs'1 T;
quelgues vérifications montrent que A est un action de H sur X, et que
cette sction fait de X unespace fibré principal, de groupe structural
H ; la base s'identifie 8 ¥ , gréce 4 1a subduction:

qgT—+gS

Dans le cas particulier ol T et § sont distingudés dans & , X et ¥ sont

des groupes; le diagramme:
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¢s structure de greupe ne dépend que de 1a difféologie de X (dans ce cas

2 3 3 général, il n'est pas nécessairement co_mmutatif) .

O+ T =T =->» 0> 0
i i + (1,40)

0+ % > B - Y = 0 Ces objets peuvent se construire explicitement dans le css d'un espace
+ 4 i connexe homogéne {au sens (1,36]]

O H o Ko ¥ O Par hypothése, X est difféomorphe au gquotient G6/S  dun groupe
; (’t é difféologique 6 par un sous-groupe S.

Soit 5° la composante ngutre de S, H = 5/5° le groupe des composantes
de S, qui est discret [CT.{1,30)]; i) résulte de le construction (1,38) que
X

montre que ¥ est une D-extension de Y par H, ce qui pewd aussi s'écrire:;

6/S -~ G6/T/ s/T,
Te signe -, désignant 1'isomorphisme des groupes difféologiques.

. = B6/S° est un revétement de X , dont ie groupe structural est H .

Supposons maintenant X gonnexe; on peut alors faire gueigues hypo-

théses supplémentaires. En effet, la composante neutre d'un groupe

Hemotaopie des espaces hemogénes générateur de X est encore générateur, si bien qu'on peul suppoaser G
{1,39) Reslons dans la construction précédente, et considérons le cas ou H connexe; slors X, estun revétemernt connexe de X.
est discrel; on sait alors gue X est un revétement du groupe ¥ [C1.{1,32)]; Le revétement universel d'un groupe géndérateur connexe est ganérateur: an
putsque X est aussiun fibre principal de base Y et de groupe structural peut donc choisir e groupe 6 simplement connexe; dans ce €as on peut
H |, cecisuggére la définition suivante: montrer que X, , comme quotient du groupe simplement connexe- 6 par

le sous—-groupe contexe 5° , est simplemen! connexe: il constitue done le

I Soit Y un espace difféologique, revatement universel de X; dans ce cas le groupe d’homotopie de X
ITuut espace Iibre principal X dont 1a ifféomorphe 4 Y et dont est égal & H , groupe des composantes de 5.

| le groupe structurat est discrel s'appellers revétement de X .
Ces définitions coincident avec les définitions classiques dans le cas o0 X est
Nous ne considérpns denc ici que les revétemenls “principaux” ou une variété.

"galoisiens”; pour les revétements "associés”, voir [{glesias §5]

La théarie des revétemenis des groupes connexes se généralise & tout D@UX]erﬂe pdrtTe '
espace difféologique connexe X: X sera dit simpiement connexe p—formes sur les espaces difféologiques

sl est isomorphe a tous ses revétements connexes ; tout espace cohnexe _
p-formes classiques

posséde un revétement simplement cennexe qui, de ce fail, est (2.1
., cest-a- revétement de toul reveétement connexe; : 1 S fini
universel, c'est-4-dire r rey . son Une p-forme < sur un ouvert X dun espace numerigue R" se définit

groupe structural, discret, est le {premier) groupe d"homotopie de X ; élémentairement- ¢ est un tenseur antisymsétrique de degré g sur R",
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caractérisé par ses composantes ©, ., fonctions différentiables sur X.

L'image réciproque de <« par une plaque Q@ de X (1,2} estla p-forme &' de

¥ = def(Q) dant les composantes au point y sont donnees par:

. _ i k m
(a) O m = P 0y D D
les ©y . sont prises au point x = @(y);, D est la matrice jacobienne
0'(y); T'image réciprogue " sera notée:
A (AY

Exemple: st ¥ est un ouvert de X, l'induction canonique Ly de ¥ dans X

verifie:
*, s
) Ly (@) = oly
[: restriction du champ de tenseurs < & 1a partie Y de son ensembie de

définition |

Gréace & la composition des matrices jacobiennes, on constate gue:
Si R est une plague de def{Q}, on a:
{c) [GeR]* (@) =[R™ - 8"} {©)

Une fagon d'éncncer celte regie, c'est de dire guil existe des
fonctionnelles @ qui associent & toute plague @ de X une p-forme de
def{R), en vérifiant I'identité:

{d) Q(Q=R) = R™Q(@))

pour toute plaque @ de X, toute plague R de def{Q}, et que ces fonc-
tionnelles sont en bijection avec 1es p-formes @ per les Tormules:

{e) Qy=0%e) , o= QUx)A

{ ly désigne 1'application identique de X dans X, c'est-d-dire la fléche

neutre de X dans la catéqorie des espaces difféologiques ]

Sion transfére ainsi 4 Q 1a définition de 1'imege réciproque, elle se traduit

par:
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(1) RFQI(R) = Q(QR)

p-formes difféclogiques
L'intérét de ces manipulations formelles (d,e,f), c'est gu'elles vont permettre

de définir les p-formes gur un espace difféologique quelcongue X .

{2,2)
Une p-forme o de X, ce sera une fonclionnelle sur lgs plagues
(1,3); pour toute plague P de ¥, o(P) seraune p-forme de def{P) [au
sens classigque (2,1)], © sera astreinte a 'axiome de compatibilité:
(a) @(PaQ) = B*(w{P))

pour toute plaque P de X, toute plaque Q de def(P)

Si A est une application différentiable de Y dans X (1,5), et © une
p-forme de X , nous définirons timage réciproque de  par A

A%w), parla formule:

{b) AML)(P) = ©{A<P} pour toute plaque P de Y ;
[ 12,1 1) ], onvérifie élementairement gue:

{c) A*(©) est une p-forme de ¥;

(d) Iy @) = @

- i B estune application différentiable de Z dans Y, ona:
(e) [AoB]* (@) =[B* - A%} (D)

On peut si on veul remplacer 1a notation fonctionnelle <@(P) par la notation
synonyme:
(f) P*w);

I'axiome de compatibilité (a) devient alors un simple cas particulier de (e).

Cas des O-fermes
{2,3)
La définition des p-formes classigues fonctionne encore pour p =0, avec des

conventions bien conhues: une O-forme, c'est simplement une foncticn
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dif férentiable.

La méme chose veut pour les O-formes & dun espace difféologique X :
elles sont en bijection avec les fonctions e différentiables sur X [ec ¢
D{¥,R})] par ls formule:

a P*e) =& o P  pour toute plaque P de X

Diémonstration. on peut définir O en choisissant un entier Tt [ par exemple N = Q) en associant 3

chaque point X € X la plaque constante " — X:
Cx e X

[axiome D des difféclogies J, et en posant:

oeiy) = Cx*(o)(o);
pour toute plaque P, pour tout redef(P}, on a EP(F) =PaCr_ , don @(P(r)) =
Cp(r}"{o)(O) =Cr*{P*(0))(0) = P*(o)(cr(o)} = P* ) (r), soit . Cette formule

O elie-mréme montrs ensuite que O est différentiable.
Réciproquement, pour tout € € DEYRY, it est fmédiat que la fonctionnefle @ définie par la
formule O est bien une O~forme , au sens (2,2)

COFD.

Paleur en un point
(2,4)
Soient @, et . deux p-formes de X ; % un point de X.

Nous dirons que ©, et @, ont méme valeur en X si, pour toute

plaque P de X telle que
P{0) = %

an a

o (P} (0} = o, (P)(0)

il est immédiat que:
- cette relation est une équivalence;

- si @, et @, ontméme vaieuren Aly), AMw,) et A%w,) ont méme
vaieuren y ;

- deux formes @, et @, ayant méme valeur en ¥ vérifient:
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@, (P)r) = @, (PY(r)
pour toute ptague P telle que P(r) = x;

—  deux formes ayanl méme valeur en tout point de X sont égales.

Invariants intégraun

{2,5)

Soient X et ¥ deux espaces gifféologiques; ® une gubduction de X
sur X' (1,13); @ une p-formade X.

Nous dirons que © est un invariant intégral de @ s'il existe une

p-Torme ©° de X' telle que

(a} o = d*w;
alors
(b) o est caractérisée par (a) .

Pour que <« soit un invariant intégral, la condition suivante est

nécecsaire et suffisante:
{c) pour tout couple de plaques P,, P, de X
@op‘ = Epopz =

PHO)=P o)

Démonsiratisn: Commengons par montrer Tinjectivité de DO* si @ ect une subduction; soit, en
utilicant pour simplifier la Tiokarité ICf. (2611, que §*(©)=0 = '= 0. Cette condition
signifie que P*(") est nulle pour toute plague P’ de X' du fait que & est une subduction, i
xiste des plaques deo X tellesque P’ = sUP IIlon; ce qui signifie que les u}.= def(Pj)
constituent un recouvrement cuvert de dBT(P} et que Tinduction canonique LUJ- de Uj dans
def{P) vérifie:

P'oLUj = '-'pon;
grace i (2,1 b), la restriction i Touvert Uj du champ de tenseurs P™*{@') est égale i
Luj*(P'*(Q')) = [F"oLU},]*(Q') = [@oPJ.]*((-)') = PHeMe)) = Pj"‘{O) = 0} dono

P'*{O'} est bien nulle.

si @ = ¥ ¢)'), (c] est immédiat Réciproquement, supposons que «» vérifie (c):
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l:'opl = ¢°P2 => P{"(O) = Pz*(o);
montrons que:

DoP, et BoP, compatwies = P M) et P,* @) compatibles.
En effet, soft U Touvert def(P.) N def(P,): 1a compatibitité s'exprime par @ o [P} = ®o
[P21U] ; on a donc [Ptlu]*((.)) = [leu}*((.)) s d'od, grice 3(2,1b): P1*(Q)"J = PZ*(Q)IU

P M) et P,*(©) coincident sur Tintersection de leurs ensembles de définition.

il en résulte que, pour toute plaque P de X', sion désigne par Ep. lenserble des plaques P d X
vérifiant:
$ P prolonge PP
tes élements P de Ep- ont des transformés par (D compatibles — ¢e qui permet de poser:

@(P) = supp . P
on  défini ainsi une fonctionnelle qui associe i chaque plaque P~ de X' une p—forme de def(P’),
visiblement différentiable. Pour montrer que & est une p—forme, il reste 3 vérifier Taxiome de
compatibilité (2,2 b):

o' (PsQ) = B & (PY)
pour toute plaque Q' de def(P').

Nous allons, comme specimen, donner une démenstration un peu détaillée. |l est

clair que les deux membres sont des p—formes définies sur le méme ensemble L' = def(@'). Seit
done @ wnpoint de U seit p' = B(Q). Puisque P estune subduction, il existe une

pplaque Pde X telle que P € def(P) et @oP soit unerestrictionde P’ ce que nous
écrirons :

PP = Ploty,,
en désignant par 1y, Tinduction cancnique de Touvert W = def{P) dans V' = def(P’); Ty st
one plaque de V', P, considéré comme 8liment de V', sera aussinoté P .

L'image réciproque de V' par @ estunouvert U de U = def{@); rinduction Ly de u
dans U est une plaque de W' ; Qo Ly, est donc une plague de V' i valeurs dans VW =
Im(iv).- puisque Ly, estune induction,

-1 .
Q= Llf D[u o Lu ]
est une plaque de  LJ, telle que:
Lvoﬁl = 3o Ly
Par définition de &', P ') estlarestrictiona ¥V de @'{F'); ce qui s'éorit grice 3 (2,1b)
P @) = Ly (P))
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D'autre part on a

PoQsl, = Po Lyoll = d.P0
ce qui montre que Do[Poll] est une restriction de P'ol)’ ; en utilisant i nouveau Ta définition de
@', on a donc

(PN, = [P @)
etpuisque Q =4 estdans U,

O'(P.)g) = [P-Q]* © )q)
D'autre part
[PO1@) = AP0 = B* (L, (0{F))) = [Le0e(P)) = [Fe,[{w'(P))
= Ly @™ (P = Q™' (PN,
et par conséquent
W (P0Q) = {P-0I"wXq) = D"“(Q'(P'))iuiq) = O™ (PIXG) ; puisque Q' est
arbitraire dans dBT(Q'), on obtient bien Taxiore de corpatibilité:

(Pl = O (' (P}
N reste 5 vérifier que la forme €)' abien O comme image réciproque par O, par définition de
D* . pour toute plaque P de X, ona

DM UF) = (PP ;
corome P =@oP vérifie la condition § , 1a définition de €' rontre que '[P oP) estun

prolongement de (P ); prolongement défini sur le méme ensemble 02f (P}, qui lui est donc égal.
CQFD.

fiigéebre et dérivation entérieures
(2,6)
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11 est possible d'étendre canopiquement aux “formes difféologiques” diverses
opérations élémentaires. Parce que 1'image réciprogue classique {2,1 a)
est lingaire, il existe sur l'ensemble des p-formes dun espoce
difféologique X une structure d'espace vecteriel reel, caractérisée
par le fail gque Vimage récipraque per une application différentisble (en
particulier par une plasque) ast toujours une opération linéaire; cetie

structure veclorielle descend sur V'espece des valeurs en un point.

{2,7)

De méme la multiplication extérieure des formes donne a la somme directe
des formes de degré 0,1,2.. une structure dalgébre associative,

caractérisée par le fait que limage réciproque par une application

différentiable {ou une plaque) est un merphisme d'algebre.

(2,8)

De méme enfin, 1a dérivée extérieure de d'une p-forme classiqgue @ est une

{p+1]-forme donnée par :

[dolrjk...m = arojk”.m - aj(‘)tfk...m - ak“’jr...m - amojk...r :

d est une opératian linéaire et nilpolente:
ddw =0;
elle commute avec F'image réciprogue par une plaque G
doMw) = 0% do ).

On en déduit élémentairement 1'énoncé suivent:

(2,9

Soit X un espace difféolegique.

Si @ est une p-forme de X, il existe une [p+1}-forme de X , que nous
noterons g , qui est définie par:

{a) [d¥P) = d[ ©(P)] pour toute plaque P de X;

de> serala dérivée extérieure de .
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d est une application lin@aire nilpotente:

(h} ddo =0;

r

paur toule application différentiable A de ¥ dans X, ona:

(c) A¥do) = d A*O)

(2,10} Théoréme:
| Soit X un espace diffénlogigue simplement connexe;
1 si @ est 1-forme fermée sur X , elle est exacte :
| do=0 = ilexisteune 0-forme o telleque © = da

Démonstration: nous ne traitons iei que le cas qui sera utile plus Yoin, celui od X est un groupe
ditféologique; mais la démonstration s'étend Tacitement au cas général {voir [iglesias 85] }.

Appelons courbe de X toute application différentiable ¥ de Rl dans X:

¥ € D{R,X);
on peut intégrer ¢ sur les courbes en remarquant que Timage réciprogue \;*(O) est une
I—forme de [ | el peut done se noter T{L) UL; on peut poser:

Intly,a,0) = /®f(t)at.

on a évidemment:

int{y,a.b) = Int(y,n,c) -Int{y b,c} vabcel

la formule de changement de variable dans les intégrales combinée avec Yaxiome de cornpatibilite
[2,23) donpe:

int(ys¢, 8,6) = Int(y, p(a), ¢(b)}

5i deux courbes ¥ et ¥ coincident sur Tintervalle [a,b],ona

7 pe(RRA).

int{y,a,b) = int{y ,a,b):
en effet, on choizit une fonction différentiable § qui conserve O et et qui soit constante dans
les deux composantes du complémentaire de [3,b) ena Yo = ¥of: il suffit Tappliquer la
formule de changement de variable.
— Considérons lecas ol ¥ estun Jacet {1,234}

¥( 0) = ¥(1) = e [ &lément neutre de X ;
puisque X est simplement connexe, Tespace des lacets est connexe, il existe une application K €
D{R, Lacet{X)) telle que K{O) = arc neutre, K{1} = ¥. nous pouveons lui associer Tapplication

2
N (s,t) = KISXL) duplan R™ dans X; elle prend évidemment 1a valeur B sur les droites

dercindps pn Arac
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litl

par definition de 1a difféologie induite de Lacel(X), K ¢ DR, ATG(X) ), ce qui signifie que T est

une 2-plaque de ¥ [CT. (1,341. Nous pouvons donc prendre Timage réciproque de €3 par 1L ; gest
une 1—forme du plan qui est fermée [2,4 c), donc exacte grice au théoréme de Peincaréd”, ¢'est donc 1a

dérivée extérieure OU dune O—forrme {fonction) U .
Toute courbe | du pian induit une courbe Tlal de X, et 1a formute (2,2 d}
[Mal @) = T*n™o))

montre que
int(rel,a,b) = u(r(b}) - u(l{a));
cette formule montre d'une part que:

Int(y, 0, 1) =u{1,1) - u{1,0}
ot dautre part que U est constante sur chacun des trois cblés du circuit marqué en gras: par
conséquent:

tnt{y,0,1} = O pour tout lacet Y.
— Considérons ensuite deux ares ¥, et Y ayant le mime bout:

¥, (0 =y,(0k=e,

¥, {10 = % (1)

Choisissons deux fonotions différentiables @i et  vérifiant:

§,(0)=0 1:1(1;’2) =1

9,(172)=1 (1) =0
et qui soient toutes deux constantes dans un voisinage de 1/2. La courbe "juxtaposée” ¥ Y'(1}
=y (P, si tg 142, 31 = 5(g,)) si t = 1/2 est différentiable foomme
borne supérieurs de trois §-plaques compatibles de X 1; puisque ¥ {O)=y'(1)=e, ¥ estun lacet;

on a done O = Intly,0,1)= Int(y’,0,1/2)=Int{y",1,1/2); dod int(y,,0,1) =
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|nt(g1opl,0,l!2) = Int(y,0,1/2) = Int(y’,1,1/2) = lnt(xzo-pz,l,lfiz) =
lnt(Hz,D, 1); par conséquent Tintégrale fnt(y,0,1), prise sur un arc queiconque ¥, ne dépend
que du bout de Y, par une fonction que nous noterons @ . OC cct gafini sur X tout entier, puisque

X st connexe {1,34).

Une juxtaposition analogue montre ensuite qua

tnt{y,8,b) = eely(b)) - ec{y(@))
quelle que soit la courbe ¥ ,lesréels A et b.
—~ Nl en résulte enfin que dans Uensemble de définition d'une plaque quelcanque P, Timage réciproque

P*(3) est 1a dérivée de DLoP: ce quimontre que O € DX, R) et que @ = 00C
cCOQFbD.

Le cas du tore irrationnel
(2,11) Soit e unnombre rrationnel.

Nous appellerons tore irrationnel} le groupe difféologique:

T'x = R/ (Z+x &)

quotient donc du groupe de Lie (R,+) par i sous—groupe Z+Z, dense

puisque o est irrationnel.

{ On peut aussidefinir T comme le quotient du tore ordinaire g per

un enroulement géodésique de pente o ).

Cet objet - gui apperait comme “patholagique” en géométrie différentielle
classique - permet dillustrer le fonctionnement de quelques notions
difféoingiques.

- '11"0( admet B comme revétement universel, et son groupe d'’homotopie

asi isomorphe & 22;

_ La I-forme invariante de R, "dt", esl invariant intégral de 1a

subduction R — Ta ;i1 existe donc sur Trx une 1-forme <« non nulle,

invariante par les translations.

Cette forme fermée, est-elle exacte ? Je théoréme (2,10} ne s'applique

pas - puisgue 'll‘m n'est pas simplement connexe. En fait, elle n‘est pag
exacte, parce que les seules fonctions dif férentiables sur Tm

{ O-formes ) sont les constantes.
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On trouvera dans [Donato-Iglesias 84] et {Iglesias 85 A] guelques résuliats

plus fins :

- T, est difféomorphe 8 T, si et seulement si et p sont

p

eguivalents dans ie groupe unimodulaire;

- la groupe DIff(¥_} posséde deux structures différentes, selon que «

ast irrationnel quadratigue ou non;
- l1a classification des fibrés principaux de groupe structural R el da

base T dépend aussides propriétés arithmétiques de o ( selon que o

est diophantien ou non ).

Une cohomologie triviale

(2,12)

Soient X un espace difféologique non vide, g un entier. Désignons par:
A!tq(!)

I'espace vectoriel des fonctions réelles |, différentiables sur le

produit direct X, et alternées (antisymétriques); on prendre

AL (X) = DIX,R), Al (X) =R

Associons & tout point % € X 1'application Hnésaire:
=)
de Al (X) dans Alt, ,(X), définie par:
|00t %) =10z, %, %)
(2,13) |
| i) ()= 0 [g=0]

{ on travaille proprement en utilisant 1a somme directe des Mtqht] : c'est 13 qu'il faut prendre le zéro
figurant dans cette derniére formule |

[g>0]
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on définit ensuite une applicstion linéaire:
FaY

de A!tq(h‘.) dans Alt_ .(X), par:

q+1
(2,14)
(e + Aci{x) = idenlité i e X ;

ce qui donne par exemple pour g=0,1,2,3:
(2,15)
Ar(xl=r;
Af( ) = T(y) - f(x);
Af(x,y,2) = T{y,2) - f(x,2) - 1{y,x);
Af{x,y,2,1) = fly,zt) - 1(x,2,1) - T{yx1) - f{yzx);

grace 4 (2,14) , on voit que A.A commute avec i{x); puis, par récurrence
sur q, que:
Do =0
et plus précisément que:
{2,163}
Al =0 e 3g, T =Ag;
[ il suffit de choisir x et de prendre g = ix}f3]; par conséquent le

cobord A definit une cohomolggie triviale.

(2,17)
Si A e D(Y A}, nous définirons I'image réciprogue
A%

da f par A parlaformule:

AR () (91,...gq)-f(A(gt),...A(gq) )

A"(f) spplique Altq(x) dans Anq(‘r‘), vérifie:
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| [A-BT" () = B*{ A®())

et commute avec le cobord:

| A(ARM) = A*( A,

(2,18) Lemme:

l Considérons une variable
p+1
n -
l v=(v0.”vp) c[R"] ;
soit P un polyndme en v, de deqré maximum p , shtisymeétrigue par
rapport aux p+1 variables v,, ... Vo alors:

- P est homogéne de deqré p;

- ona

AP =0 [notation (2,15)];

- la fonctlion Q:
Q('J‘...vp) = P{ 0, "";---""p)

est pfois lindaire ( et constitue donc un tenseur antisymétrigue de degreé

p sur l'aspace R");

On a:
P= AQ,
ce qui s'écrit aussi:

P(vo...vp)=0(v1-—v0,_,,vp——v0)

Démonstration:
Le fait que P soit homogéne de degré p — ou quun polyndme antisymétrique de p+1 varisbles et de
degré £ p—1 soit nul — se montre facilement par récurrence sur p .
Soit donc P un polynbne antisymétrique en (Vg . .. vP) , et de degré .

La substitution vy -» A Vg permel dordonner P suivant Vg
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P(vo,vl..,vp) =
Po(vi...vp)+P,(vD)(v1...vp)+PQ{VD)(vl...vp)+..,,
le:\:'o) &ant un polydme antisymétrique des p variables vV, . .. 'v'p, de degré maximum p—j,

danc nut si j > 2. Cecimontre que P estaffine en ¥, , et évidemment aussi par rapport aux autres

variables.

Il est immédiat que AP est aussiun polyndrne de degré p, antisymélrique en p+2 variables, donc

nul; il eh résulte que

P= AQ,
aver 2 = Q) (P} ICF. (2,17)], cest—a—dire:
Q(v,...vp)= P(O,vt‘..vp);
Tantisymétrie de P rnontre que Q( V1. . 'v'P ) s'annule awec chacune des variables '\"1. .. \fp;

cette fonction p-affine est donc p—linéaire: {2 est bien un tenseur antisymétrique.

CQFD.

Formes fonctionnelles

(2,19
Soient X unauvert de R T une fonction prise dans Aitp”(x) {pzo0l
En tout point x € X, nous pouvons faire te développement de Maclaurin:

+ 1
flrevg L xevy L xav ) =P (vg v ) v D0V
Ivl désignant une norme de v = (v, .. .vpﬂ} et P, un polyndme de degr?

magimum p , ceraclérisé par cette formute; I'antisymétirie de T entraine

cellie de Px ; le lemme (2,18) nous montre 'exislence sur X d'un chemp

de tenseurs antisyméiriques x — @  caractérisé per:

flady |, K+v R4y =
(xevg , wev, . %e0)

_Io(v—v
x 1

pe 1
51 ...vp—vﬂ) + O™

o

le coefficient 1/(pf), iciarbitreire, jouera son rdle plus loin (2,22).

11 est facile de calculer & partir de cette formule tes composantes du



tenseur ox :

0og o = pl aj’,... am'pf(xﬂ,xp_.., xp),

le second membre étant pris pour X = ®,= . . =X =X.

Ces composantes de @, sont des fonctions différentiables de x , et par

conséguent elles définissent une p-Torme © de X; p-forme que nous
appetlerons jetl de f - parce quelle définit le premier jel non
nécessairement nul de la fonction f en un point guelconque de la
dtagonale de ¥**'. La formuie O ou DO se notera donc:

@ = jet(r);
cetle application jet est évidemment linéaire.

Un changement de veriable élémentaire montre que:
(2,20 jet( 8*(n ) = o*( jet(N );

0 désigne une plaque guelcongue de X (1,1); 0%(f) est Vimage
réciproque de la fonction f définie en (2,18), Q% jet{r) ) est Iimage
réciprogue par G de la forme jet(f), définie en (2,1 a). 11 en résulte
facilement 1a proposition:

(2,21)
Spit X un espace difféologique;

a toute fonction T € Al

p”(x) [ pz 0], on peut faire correspondre

une p—forme de X, notée jet(r), caractérisée par la formule:
jet(n (P = jet( P*(N)

nous dirons que la fonction f est génératrice de la forme @ =

pour toute plague P de X;

jet{f}; une forme < qui pesséde une fonction génératrice sera dite

fonctionnelle.
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La fonction jet est linéaire.

Si A € D(YX), ona:
A*( jet{) ) = jet{ A"(f))

11 résutte évidemment de cette derniere formule que _toute image réciproque

d'une forme fonctionnelie est fonctionnelle.

Revenons au cas ou X est un ouvert de Tespace numérique R". ta formule (2,19 OD ) qui fournit les
composantes de &> au moyen des dérivées partielles de 1

IREEE Jm»o (g, %y -0 xp)
gdonne aussi les composantes de la [p+1}-forme o = jet{A[). Comme:

W, =pl o

j..m

[Ar1(x, %, %, ... %)=

) - Tk, %y, . xp) - =fURg %y, Xy y:X 3

g, %y, oo %y

on constate que:

$ urj..m={p+‘)! ar,D aj,i am,p T(KD-‘ xi"“’ xp}'

Calculons d'autre part les dérivées partielles par rapport 3 X des composantes de G :

3 O o= pi[ ar,O +am + . aw] aja, o am’p %y %o -0 B0

[
1a formule de définition de 1a dérivée extérieure [2,8) peut s'interpréter comme une antisymétrization

de cette expression {par rapport aux permulations des indices r‘,j,. . .m ), suivie dune

multiplication par P+ 1.
Dans Tantisymétrisation, Jes termes issus de 1a somme:

ar,lJ +al“,‘ oo aI’,P

sont tous nuls 3 partir du second ~ par suite de la commwtativité des dérivées partielles: 11 suffit
done dantisymétriser en I, ], .. .M le terme:

p! anoaj‘..l ammf(xo,x,,.__,x);

P
or la formule $ montre que cette expression est déja antisymétrique; il ne reste plus qu'a multiptier

I3

par pi-‘,cequidonne:

[do],,

m = % m
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c'est—i-dire:
{2,22)
d jet(f) = jet Af;

cette formule, établie ici dans Ye cas d'un espace numérique, s'étend 3 tout espace difféologique par une

méthode standard [ calculer Timage réciproque des deux membres de (2,22} par une plaque arbitraire,
en utilisant [2,21), 2,17, (2,9)].

Il en résulte évidemment que la dérivée d'une forme fonctionnelle est fonc-

ticnnelle.

L'identification d'une O—forme @ avec une fonclion (2,3), donc aussiavec un élément de Altt(x)

{2,12), permet de construire la 1—forme jel(AP); Texpression (2,15)de "A7 et [2,19 001 de
“jet" montrent que:

jet(Ag) =d¢ ;

formellement, on peul donc désigner par :

jet()
1a O-forme associée 8 lg fonction ¢ et prolonger 1a formule ci-dessus:

jet(A$) = d jet($)

au cas p = 0; alors toutes les O-formes sont fonclionnelles .

(2,23)
Exemples:

n N s . T
a) Toute p—forme @ de R posséde ta fonction génératrice f , antisymétrisée de

(xo,...xp} - oxo(x]—xﬂ,...x - %)/ pl;

p

toute autre fonction antisymétrique qui cofneide avec T dans un voizinage de la diagonale est aussi

génératrice; si lo support de @  est compact, on peut donc choisir f aves un support compact.

La technique des partitions de Tunité permet donc de construire une fonction génératrice pour toutes
tes formes dune variété paracompaote.

. . . pes . n .
B) Considérons Vespace @ des fonctions différentiables sur R : © = D{ R, ), muni
de 1x difféologie fonctionnelle {1,22].
Larelation ~o:
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Py~ Py = P et P, coincident sur e comp¥ementaire d'un compact

est une équivalence.

Supposens donné un lagr angien différentiable L dordre quelconque;  définissons Yaction A

cornme fonction de deux variables par la formule:

At 0 -

2 _ a9
Ln [LCr @t Lir ¢, =2, )] dr

sify ~ 5, A naile ailleurs.

A est différentiable sur ¢'2 pour 1a diffénlogie feuilletée associte 3 ~ Ivoir (1,171], et appartient

ainsi & AH.Q('I'). Ceci permet de définir la dérivée variationnelle comme 1—forme

fenctionnelle — 3 savoir jet(A) _Elle est fermée, bien que AA e soil pas nulle.

c] La 1-forme que nous avons définie en [2,11) sur le tore irrationnel Tc[ nest pas

fonctionnelle; en effet Al lz(Tu) est nul.

troisieme partie:
formes invariantes

(3,1) Metations
Soit B un groupe difféologique.  Mous noterons Lg, RQ les translations a gauche et & droite sw 6 :

by g—~ag

Ry gegg

g+ L_ et g +» R_ sont des D—actions de & sur Tespace B {128} Lg et Rgcommutent;

g g
Yewr composé est Fautomorphisme intérieur assoc® § J:

L R _,
97 Mgy

done un D—morphisme & -» AullGl.
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(3,2)
‘Hous appellerons Yorme invarianie (3 gouche) sur 6 toute p-forme
Io de 'espace difféologique 6 vérifiant:

| Lg*(o)=o ¥geb ;

il est cleir que les p-formes invarientes forment un espace vectoriel Q ;
que la dérivée d'une p-forme inveriante est une (p+1)-forme invariante;
donc que 1a dérivation d est un cobord de 1a somme directe © des Qp -
et définit une cohomologie; gue tout D-morphisme (1,23)

A.6E->6

induit, par image réciproque, une application linéaire graduée de Q' dans

0; application qui commute avec Ta dérivation extérieure o .

(3.3)

En particulier, 1'application

int™
mt{gig) =g g’ g’
qui s'écrit encore:
int{g) = Lg"Rg = Rgelg
est un D-morphisme 6 — Aut(G}, et produit une représentation linéaire
P=pP,@P, 0P, B .. de 6 sur Q:

Po {g(w) = int{g~"* (@) ?we Qp ;
on & aussh

pp {g)(e) -Rg* (w);
la dérivation d gntrelace Pp avec Pp+l:

Exemples de formes invariantes:
(3.4) Si © est un groupe de Lie , toute p-forme inveriante est ainsi identifiable 3 wn tenseur
antisymétrique sur V'algébre de Lie 3 ; e cobord d devient une opération algébrigue et produit, par

définition, la cohormnologie de Falgebre de Lie i .
Cette cohomologie survit done dans te cas d'un groupe difféclogique quelconque - alors que 1o
relation habituelle entre groupe et algébre de Lie 5'évanouit.

page 43

(3,3
Soit € une p—forme d'un espace difféologique X .
Nous appellerons automorphismes de @ les difféomorphismes J de K qui vérifient:

g =o;

Nous dirons que la forme <0 est homogéne si X est un espace homogéne de groupe
générateor AUL(GY) [CF.[1,2B]]; alors, pour tout X € X, TVimage réciproque @ de O par
1a subduction:

¢ . g+ gi{x)

®

estune p—forme imvariaate sw B .

Eneffet ona ¥g,9€G:

[ibxoLgJ( §) = ¢,(ge0) = [9ogKx) = glg(x)) = 9P (gD = [go® K7, o

QHOLQ = QO't*x .. et par conséquent

_ * * = o = o - e % -
Lg"‘(mx) = [l_g o@x ) [tt-x Lg]"(o) [g tbx]"'(o) ¢x g w))

d x*((.)} =,

C'est ce qui se produit en particulier si X estune variaté sépariée connexe et @ une forme
sgmplectique ; G est alors le grovpe SYMpi1({X) des “symplectomorphismes " de X. Le

sous—~groupe de 5 engendré par les exponentielles des champs de vecteurs hamiltoniens 3 support

compact est dailleurs Wi—méme générateur de X [ voir [Donato 84] 1

(3,6}

Les formes invarientes sont définies par leur valeur 4 |'origine; plus

précisément:

| Soit @ une p-farme sur un groupe difféolagique 6 ;
Iil existe alars une p-forme @ _unique, qui est invariante & gauche et

qui a 1a méme valeur que  au paint 2 (61ément neutre).

Diémonstration:

On pose, pour toute plaque P de G ettout I edef(P):
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i une fonction générotrice de ©. Alors:
O @ (P)r) = ©( L P(ry " Plr+1) Y(0)
un ceriain nombre de vérifications élémentaires montre que: a) L'image réciproque de @ par Iinversian:

_ QL(F‘}(r) est un tensew antisymétrigue dont les cormposantes sont fonotions différentiables de I v ger g_,

sur Tensemble def (P) [ utiliser le fait que [t , 1 ) > P(FJ—I P(r+t) est une plague de G | .
ceincide avec (-1F @ eu point e ;

— € vérifie Taxiome de compatibilité (2,2 a), et constitue danc une p—forme de G [utitiser ie fait

que la matrice jacobienne d'une translation de R" est 1a matrice unité |; . R . ) o
b) La forme invariante {4 gauche) qui coincide svec <« en e est

- @, est invariante 3 gauche; . R . L . ) . . .
fonctionnelle; elle posséde une fonclion génératrice inverignte, & sovoir

— © améme valeur que € au point B ) . L,
I'antisymeétrisée de:

{gq, - - -Qp3 — fle, 90-191* e 90_199)"

— des formes invariantes 3 gauche gui ont miéme valeur en € sont éqgales [ utiliser [2,4]] .

COFD.

{3,7) Proposition: c} Si <« est invariante biletére (& droite et 8 gauche), @ est fermae:

Soit G un groupe difféologique; G° sa compoesante neutre; ! Vinduction dw =0
de G* dans G. et veérifie
Alors 1a relation: (1P invio) = @
Démonstration:

Q, = ")
Soit P une n-plaque de B telle que PO} = €.

est une bijection entre les p-formes invariantes de G et celles de 6°
L'axforme (1,25} des groupes difféclogiques montre que T {r,8) P(r)"‘F'(s) est une
2n-plague; puisque @ = jel{f), ona done: @{A} = 0w} = jet(@={f)) [cf. 2,201

Démonstration: larelation W, = I*{) peut s'écrire simplement:
dou, grace 3 (2,120):

@, {P) = W{P} pour toute plague P de B prenant ses valeurs dans G*; ) pi1

p! fle, Olw ), .. Hw)) = (@ O)(w , ... w ) +0flwl )
of pour toute plaque P de G et toute composante U de def{P), Pl prend ses valeurs dans P P
une seule composante de 15, et peut donc s'écrire L GPLI s PU &tant une plaque & valeurs dans Ve 2

8 w, ={uj,vj) € R".
Go; ol ré . B
ou résulte su =v, , Ow)=P(u J'P(v) = e = G(0), etonadono
1 1 1
n WIP) = sup, QB(P'U) Dt
pi f(e, Blw,), .. B(w)) = OChwl )

ce qui montre Vinjeotivité de O — W,: la bijectivité s'dtablit en vérifiant que 1a forcule 0O
ce qui montre que le tensewr {0 (Q) (Wi’ o Wp) s'annule si u, = V1 : en le développant

détermine effectivement, pour chaque p-forme invariante (3, de G®, une p-forme invariante
sous la forme:

de B.
o . ..
COFD. (v, w,, Wp) + plu,w,, . WP)
onadone [F = —0L,cequileréduitd:
{3,0) Taéordme: (x(vi—uv W .- .wp)

Soit @ une p—forme fonctignnelie sur un groupe difféolegique G ; 1




en traftant tes autres variabkes, on se raméne successivernent &

yv —u, v, .wp)
et finalement 3

Al v,-u

g ¥yly Y -up) ;

1a valeur de M s'obtient en choisissant muls tous les uj ~ oo quiimplique Q(w } = P(v }; doila
] 3

formule :

| B fte, Py PEv ), P Y PV )Y -
P P

o |
p+1

|o(P)(0)(vl—ui,v2—u2, SERTRRY IV

=1 nous choistssons dans O lesvj ruls , on trouve

pl (e, Pl )", .. P(up)" ) =
4 1

P

(-1 (PO} u,u, .__up) +Ollwl )
oF Je preevier membre vaut

pi [invoPle (1) (0)u,u,, .. u)

qui se développe aussi, grace #{2,190) , e
+ 1

jet(TinvePIo(r) XOX u , u,, )+ 0wl )
Oon 2 donc g

(= 1P @(PHO) = jet{ [invePI*(}0)
= [invePT*{jet(IN{0} = [inv* ()] (PO} ;
puisque P est soumis 3 Ta seule condition P{0} = €, ceci montre que (-1 P et VM)

ont mérme valeur en B [2,4), soit 8).

Considérons 1a fonction B ;

B(gy. 9. -0 = 106,070, .05 ' G)

en choigissant dans O tous les Uj Sgaux 3 une mEme valeur Va , on trouve
p+i
8(P(vy). P(v.), .. .F‘{\-‘p) ) = (PYOX ¥ — Vo, ... Y= V) + oliwl
[ notation {2,19)1 ; comme nous Tavoens vu en {2,18], e polynbme du second membre peut aussi s'écrire
AL PXO (%, v, .. V)
et il est dono antisymétrique par rapport i Fensemble des varisbles ¥, , 'v'l L

Soft ¥ la fonotion antisymitrisée de B :
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¥(9,. 9, - 9)= Zs Blgyyy - Gy ) XS Fpr 13

ot S parcourt % groupe symétrique de [O, ... Pl ety désigne le caractire de parité.
I est clair que ¥ € Altm1(5) et que
- Yy ~ _ p+i
pl ¥( P(vD) . P(v‘) e P(vp) Y = (P} (0) (v‘ YooYy vo} + DivlT T Y,

ce qui s'éerit daprés (2,1901):
@(PXO) = jel(Ps(y) XO) = jetly X PXO) | il enrésulte que jetiy} coincide avee @

point 8.
Par ailleurs la définition de 8 montre que

B(Lg(g.,),..,Lg(gp))=9(g,),u.gp) Ya,

cette identilé traverse impunément Yantisymétrisation, si bien que
L *(y)=

q ¥ =¥

-~ g& que hous exprimons par Je Tait que W est invariante & gauche: il en résulte que

Lg* (jetiy)y = jetly ),

oest—a—~dire que jet(\y) est une p—iortoe invariante: c'est donc Ja p—forme nvariante qui eoincide

avec & en B[CF.6)]; D) est établie.

Supposons maintenant € inyariante i droite.

L'identité dvidente:

nyel = Ryoinv
mentre que INYF(ED) est invariante 3 gauche; donc aussi {— 1) inv*{w) , forme qui a meéme
valeur que & aupoint € .5 D est simuitanément invariante 3 gauche, (-1 )p NnV*) et
& sont donc égates (3,6) dol la seconde formule cl.

Considérons alors la [p+1)forme (0, elle est fonctionnelle £2,22); ia commutativite de
Timage réciproque et de la dérivée (2,9 o] montre qu'elle est aussi bilatére; on a donc:
-1 Iw*do) = do;

or 1a dérivation de (1) INWM(©) = © donne (-1)7 INV*(d@) = 0D, ol par addition

dw = 0

CQfD

Formes de Maurer-Cartan
(3,9
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| Soit 6 un groupe difféctogique. @ étant une subduction, ceci entraine A(Q)* (Wy ) = ©y
‘Hous appellerons forme de Maurer-Cartaen de degrép toute p-forme COFD.
| de 6, invariante {& gauche) el fonctionnelle .
(3,12} Lemsne:
(3,10} Soit 6 un groupe difféotogigue ; « une p—forme de Maurer-Lartan.
Les propriétés (3,3) de 'espace Q@ =Q,® O® ... des formes invariantes Désignons par S le stabilisaleur de © dons la représentation p_ -

restent vraies si on se restreint sux formes de Mourer-Cartan; en
_— — s ¥ —_
particulier celles—ci définissent une cohomoiogie. ges = Pp(g)(oj -e = Rg (o) =o

Toul sous—groupe K qui réduit <« est contenu dans S

Reduction des fermes

{3,11) . .
’ Démonstration: UtiliZons le critére (2,5) des invariants intégraux @ pour que K reduise @ , 1 faut

Soit B un groupe difféologique, ¥ un sous—groupe de G, @@ une forme
group 99 group [et il suffit} que tout couple de plaques P et P, de B qui vérifient:

de Maurer—Cartan de degré p . Nous dirons que K reduit o s © PUIK = P, {rIK vr

.

est jnvariant intégret de 1a subduction )
—_—— yerifient aussi;

6 — 6/K P (o) = P* (@)

si K rédut @, etsioncheisit K € K, tes couples

Dens ce cas ¢ "descend” sur I'espace homogéne X = 6/K, et produit une P, abitrare ; P, - Rk° P,

p-forme <

X' “x est invariante par I'action cencnique A de B sur X
satisfont la premiére condition, si bien que :

P* (@) = P* {Rk* (w) )
AlgigK) = agK
ce qui sferit:

ofP, ) =R *{Q)P ¥ P
Démonstration: Désignonspar D lasubduotion 6 — 6 / K ¢ ‘) k {oX 1) 1
oU encore

¢(g) = gK
L ©=R*W);
1a définition de Qx secrit:
donec k € S

d)*( ox } = @ C.Q.F.D.

steelle de A
. Fermes de Maurer-Cartan de degré 1
A(g)odj = ¢ oL L
9 (3,13) Proposition :

< bhen que ‘ Soit @ une |-forme invariante sur un groupe difféologique G .
o™ (Alg* (@ N =L" (e (ox N= Lg* (W)= =0* (1:.)x ); IPour que < soit une forme de Maurer—Cartan, il faut et il suffit qu'il

l existe une fonction réelle ¢ , différentiable sur G , telle que « et d¢

i
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!prennent la_méme valeur en e ; ¢ détermine <, qui posséde la

] fenction génératrice:
] (G 9,0 = w209(g, "a) - elg,"g ) 1;

| ¢ sera donc appelée une fonction déterminante de o .

Démonstration:  a) Soit § € D(G,R); on a, par (2,15),
a9lg, g4 = plg) - Plg )

rous savens par (3,8) que Ja forme invarisnte qui cofnoide aves JBL{AP) en YElment neutre » pour
fonction génératrice Fantisymétrisée de

(3,9, = apte.g o) = #lg,'g,) - ple),
c'est-d—dire
(9,90 = wz2le(g, '9)-9@,"g)]
or pous savons que jet{A@) = d¢ [cr{z22)].
b)réciproquement, soit & une 1—forme de Maurer—Cartan, f une fonctien génératrice; posons:
pig) = (e, q);
Tutitisation de a formule (3,8 b} montre que 4> 2 aussl pour fonction génératrice

(9.9, = w2[9(g 'g)-9lg,'g)};

le résultat a) mentre donc que & est la forme invariante qui conoide avec d{l en 8 .

CQFD,

(3,14) Théeréme:

Soit 6 un groupe difféologique; « une t-forme de Maurer—Cartan; S

le stabilisateur de < dans ta représentation Pi: X Tlespace quotient

G/S, qui s'identifie & l'arbite de & , munie de la difféologie de Klein

attachée & Py Alors:

a) La forme W induite par @ sur § est invariante bilatére et

fermée;
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|b} 5 réduit 1a dérivée de : deo descend sur X et définit une

] 2-forme fermeée o, .

Démenstration: Désignons par | Tinductionde S dans 6 la forme induite par @ sur 5, clest

par définition

donc une forme de Maurer—Cartande S .

Soit § € 5  désignons par RS 5 1a translation i droite de S associde, par RS G la

translation 3 droite de B. N est clair que

RSG°|=|°RS,S

’

ot par conséquent gue RS,S*(QS) =.[loRs‘5]*(Q) = [RS,GQI}*{Q} =|* (ESJG*(Q));
cotmme RS'G*{O) =@ ¥ 5€5 [ voir 1a définition (3,12Vde S ], ona RS’S*{QS) o

o) = (.)S est bien invariante bilatére. Le théoréme (3,7 ¢) nous apprend que

G )
GQS=0, soit 8} . Cette égalité d(.)s = 0 signifie que 1MdW) = 0 , cest—i—dire que
0*{de) = O pour toute plaque I de G prenant ses valewrs dans 5.
Soient P, et P, deux plaques de £  ayant méme composée avec la subdustion & —»
G/S , c'est—j—dire telies que
PANS = P, S gr
Alors A : Pi(f)_‘rpz (r) , qui est une plaque de B grice 3 Vaxiorw £1,23] des difféologies
de groupe, prend ses valeurs dans S, et constitue donc une plaque de S.
Posons
Tir,8) = P,(r) Q(s)
T estencore uneplaque de B , définieswr U x Ul [ U =def(P,)=def(P2}]; x=T*w)

wstune 1—forme de U X 11,

Un déplacement diagonal peut se décomposer horizontalement et verticalement: c'est selon cette idée
que T'on posera

(rg) = hurizontals(r) = verticalr(s)

{r,r} = diagonalir) ;

un calcul simple rontre que
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diagonal*{e)r) = horizontalr*(u:)(r) + verticnlr"‘(u)(r) ¥red;

par conséquent

[Todiagonal Po)(r) = [To horizontalr]"‘(o)(r) +[Te verticalr]*(t.))(r};
or Todiagonal = F’2 , Yo hurizontalr = Rm(r)'” Py, Te verticalr = LPi(r}" @,
sibienque P, ")) =P % Rﬂ(r)—l"‘(o))(r} + Q% LP‘(r)*(o))(r); dautre part :

LF’1(F)* (Q) = © parce que €I wst invariante;
RQ(I’)_‘* () = G parce que Q{r)_'e S ;

done
0 Po"@) = P @) + O*w)
d'oll par dérivation P,X0w) = P *do) + A*do) ;
nous avens vu que B*{dQ) = O le critére [2,5 ¢) montre donc que S réduit 00, cest-i-
dire qu'il existe une unique 2—forme Oy, de X telle que
b, ) = dw
§ désignant 13 subduction de B sur X -
&(g) = g5;
dolt
Py = odMo))=ddo =20

ce qui entraine 00y, = O parce que d estume subduction; dod D).
COF.D.

Exemples:
(3,19

Si G est un groupe de Lie, 91 est le dusl de Talgébre de Lie, P, 13 veprésentation
co—adjointe; U’x est 1a forme symplectique a la Kirilloy de Vorbite co—adiointe.
(3,16)
Soit B = DIff(M), M étant une variété séparée connexe.
On définit une fonction différentiable sur B en choisissant:
—~ tne forction réelle 0(, différentiable sur M, non constante;

—unpoint M ol la valeur de 00 est pas nulle;
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&t en posant

pig) = o glm) ).
§ déterming une forme de Maurer—Cartan €3 de DIf{{M)} [cf. [3,13}]; Torbite X 3 une

difféclogie de variété, et z'identifie sufibré colangent de M privé de la section nulle: l]'x est

1a forme symplectique standard du cotangend.

(3,17} Proposition:

] Nous dirons que <« est nilpotente si  © est réduile per son
Istahilisateur 5.

! Alors @ descend sur X et définit une 1-forme @y telle que :

| o’x—dox

' Pour que @@ soit nilpotente, it faut et il suffit gue g s0it nulle.

Démonstration: reprenons les notations de la démonstration de (3,14) . 34 (.)S =0 , %) est nu,

et [ montre que S5 réduit w.

La réciproque s'obtient en considérant une plaque quelconque (1 de 5 et enchoisissant :

FI

| = application constante de def{Q@) sur e :

P, =0
il est clair que PI(r)S = Pz{r)S Vr: =i § réduit €, leecritére [2,5] indigue donc que

P Mo) = PX@) or P M0} =0, donc B¥0) =0 ¥R, 0g=0.
Dans ce cas, on a q:'*(ﬂ'x) = oy = dd *(Qx:‘ = ¢*(dux); d  étant une subduction,
ceci entraine Ux = d(.)x .

CQFD.

Remarque: si & estnilpotente, S est le plus grand sous—groupe qui réduit  [Cf. (3,12]).

Exemples:
(3,18)

bans e cas dun groupe de mairices, toute forme de Maurer—Cartan (D posséde une fonction
determinante hindaire:

§{g) = Tr{Qg).



st 6= GL{R,N), <€ est nilpotente [au zens (3,178 51 et seulement 51 1a matrice § est

nilpoteate — au sens Qn =0.

5i B est un groupe orthogonal, on peut déterminer L en la prenant dans Talgébre de Lie: méme
régle alors pour déterminer le cas nilpotent,

Dans te cas B = D(4,2)° , on peut choisir Q rnon nulle et telle que QQ= Q; alors X
£'identifie 3 1a variété de Kepler, espace régularisé des mouvernents elliptiques dun point matériel
dans un champ de forces coulombien; les composantes de la forme F X sont les crochets de
Lagrange; Qx coincide avees le ‘potentiel” que V'on déduit de Texistence du ‘groupe viriel” de

similitudes symplectiques :
te A3t re A%

dont Texistence transparait dans la troisiéme loi de Kepler [voir [Souriau 83} J.
{3,19)
taforme € construite dans Yexemple {3,16)sur Je groupe Diff(M) estnilpotente: 12 1—forme

(.)x est 1a forme de Lisuville.

3 " Sy
Danstecas M = 57, onobtient encore 1a variété de Kepler avec son potentie] virel

(3,20} Prapesition [notations {3, 14}):
Soit §° la composanie neutre du groupe diffénlogique S; , la forme
induite par  sur §°, S" le revétement universel de $°; @  1'image
réciproque de &, par la subduclion S  — 5% Alors:
a) fi existe un D-morphisme :

A 5 >R
tel que

O =dA

b) A est déterminé par cetle propriéts:

c) A est strict, et plus précisément:
si @ est nilpatente, -4 = 0;

sinon, »A est une subduction.
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Commengons par établir

{3,21) temme:
!Sm’t 6 un groupe difféolagique connexe; A un D-morphisme de B dans
|
| 5i A n'est pas nul, A est une subduction 6 - R

Démonstration: supposons 4. non nul; soit () : tel que A (g 1) = 0; Aunare de bout 9, [cff1,35)];

1a forction W = AAehA vérifie W{0} = W(1), donc W{C) » O, il existe un intervalle
nuvert U contenant C  telque ‘Plu soit un difféomorphisme U — V| V' intervaile ouvert
o vide. Puisque % est contenu dans Je sous—groupe T 2 ), im{ A ) = B, 24 est

sur jectif.

Si on pose
-1
o=adw ]
et, $¥geb,
ng(t) =g pii-Alg)),

il st Immeédiat que 419 estune 1—plaque de B, et que:
1, = sup_ oRep
R g g
donc que pour toute p—plaque P de R, les p-plaques de G: Pg = tpguP vérifient F =

supg AoPg - 24 est une subduction (131

CGgFD.

Pémonstration de (3,20} @, comme Wy, est une forme de Maurer—Cartan bilatére, done
fermée; puisque S est simplement connexe (1,33, " est exacte {2,10], i1 existe une
fonction oA différentiable sur G telle que

O =dA4 ;
parce que 5\ est connexe, les solutions A de cetle équation ne différent que d'une constante; on
peut donc déterminer A en imposant la condition:
A {e)=0;
pour tout S €S ona:
d[LS*(aA}] =Ls*(dﬂ}= LS*( 0 )= =dA ;
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par conséquent la fonction Ls*{ A } - A est une constante dont la valew se calecule au point

2 elle vaut oA (3} ce qui donne:
Als5)=2(s)+A(s?)

par conséquent A estun D—morphisme S~ = . Lunicité de 4 est évidente.

¥s,s €8 ;

Enfin, grace au lemme précédent, on voit que 24 est une subduction — & la seule exception du
cas # =0, qui équivaut 3 o o4 = O donc i @ =0, ou encore W0, puisque @ est
Vimage réciproque de 3, par une subduction [CT. {2,5)]) . Or nous savons que @, =0 <=
@ =0 [of.(3,7)]: donc A =0 = @g=0 <= ¢ nipotente.

CQFD.

(3,22) Exemple:
Soit B = GL{R.N); 1a fonstion trACE déterrnine une 1-forme de Maurer— Cartan @ qui est
bilatére; par conséquent S = G. Dans ce cas A descendde 5§ sur S° selon :
tog - det

{ §° est constituée des matrices  déterminant positif ).

Formes singuliéres

(3,23)
|Scn‘t H 1e noyau de la subduction S° —» 5% c'est un groupe abélien
|uiscret, modéle du groupe dhomotopie de S° [C1.(1,32)], A(H) est un
|M§_—_g£g_upe de R; nous dirons que < est singuliére si A{H) est

| dense dans B .

Exemple:

{(3,24)
B est le tore ordinaire TZ ;B &tant commutatif, les formes invariantes sont bilatéres; donc S
=8 = 6.
Un revétement universel est le groupe additif ﬂ:{z, avec la subduction S5 — 5%
{%,43 (™ , e b5

~
3 chaque forme de Maurer—Cartan @ est asgocie un D—morphisme S =R, qui est nécessairement

une forrme Fnéaire:
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A {my) = ax + by
et qui caractérise @ on a évidemmnent.
A (H)=2n[ aZ + bZ ]

& est donc singuliére ssi a/b  estirrationnel.

Formes entieres
{3,25) Inotations (%,20) }:

Nous dirons que © est entiére si
AHy 2R &
1T est clair que:
@ entiére, ne® = nw entiére;

et que:

© non singuliére = « proportionnelle 4 une forme entiére.

£3,26) Proposition !

| On désigne par @ la 1-forme invariante standard du tore T :
| @, = dz/iz;
Les propositions suivantes sont équivalentes:

a) la forme de Maurer-Cartan « est entiére;.

b) il existe un caractére différentiable y, de S° tel que

O @y = X (0 )

Dans ce cas:
¥, est déterminée par la relation O,

¥, verifie I'tdentité:

$ Xofs 5 sy = Ylsy) ¥s €8, ¥s,e5°%

Démonstration: — Supposons & entidre; désignons par ® 1a subduction de S sur 5% te groupe

dhomotopie de S° est H = ker{®) si 5,5 €S, alors:
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B(s)=P(s) = s 'seH = Als'ste2z = 91’1(3)=ei"'u3.)

iAls , -
(s} ne dépend de S que par B (3); Vapplication

iA(s)

Par conséquent B
Y Pis) e

est évidemment un caractére de S°, tel que:
expiosd = y,0 ®

Utitisons (3,20) ¥, est nul" si 24 est pul, c'est—d—dire s €3 est nilpatente; sinon EXPI o oA,

compesé de subductions, est une subduction; comme P aussi est une subduction, [ 1,13] montre que

X ¢st encore une subdustion. Dans tous les sas ¥ est sirict; on peut donc tracer le diagramme

cornmmutatif D—exact

g — H s 5" 3 g° - 0
¥ A Yy,
0 > 2nZ - R - ¥ - 0
exp i

qui définit ¥, .
En traduisant la relation @ = o4 (3_,'20) , on obtient facilement :
*

Dy = Wt o)

—Réciproquemnent, soft ¥, un caractére différentiable de 5? ;. posons:
— - * .

Wy =¥y (QI) ;

il est immédiat que @y est invariante bilatére; elle est fonctionnelle comme image réciproque d'une

{—forme fonctionnelle de T [une fonction déterminante de (.).]I. est la 'partie maginaire” ], le

D—tnorphisme Woo: 5™ — T vérifie:
g = >~

lypdl (o =0 ;
il se reléve au revitement universel R de T, parce que 5 est simplement sonnexs { 1,33) ; ce
qui s'écrit

¥e® =erp e a,
@ &tant un D—morphisme S > H:en remplagant dans la formule précedente, il vient;

@ =[exp ie aJX @)= a* {exp i ™ 0“)) ;

or €Xp i *((.).]I.} est 1a forme standard de B, et son image réciproque par [ n'est autre que {03;

done d @ cowncide avee & ZA: comme (E) = O noug savons que B= A, donc que ¥oo & -
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exp fo A = Yool; dol Yo=¥g: Yo estblen déterminé par [

Meus savons que la forme (.)S est invariante bilatére {3,14 a), donc que

int(s)*(os) =0,

en posant;

int{s}s)=s¢g 57!

¥s.5 € §;

int{s) estunD-morphisme 5 — G,

Puisque S° est distingué dans 5 £1,31), INL{S) induit sur S® un morphisme de groupe, que
nouss noterons EX1{S). ennotant | Yinduction de S° dans S, on a

| = extis) = int(s)=l,;

cette formule montre que EXE(S) estdifférentiable, du fait que | estune induction [Cf.[1,16)], et
que:

ext{s)*{l*(os)) = *int{s)™( 053);
or I*(OS) = 00 et int{s)*{ QS)=OS , 5t bien que:

ext{s)oy) = ©,;
par conséquent Je D—morphisme

¥, = X, © exiis)

vérifie  wplw, ) = ext{s)"é(gu*(o_r)) = ext{s)*o,) = o, XoHw@ )

caractérisation de Y, par la relation O montre que ¥y = Y. soit $.

CQFpD

Nous avens déjd délerminé les groupes qui réduisent w dans le cas nilpotent

[Ct.(3,17)]; voici maintenan! le cas entier:

(3,27) Théeréme:

Dn suppose @ entiére et non nilpotente; on désigne par X, le noyau du

caractére ¥, (3,26) :

0—»2,—»5“—;']['—»0

L]
Pour qu'un sous-groupe K reduise o, i1 faut et i1 suffit que:
KcS et K'CEX

[K° : composeante neutre de K ]
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pDémonstration: nous savons déj3 que la premiére condition est nécessaire [3,12] supposons donc _
formes guantigques

K — S. {3,28) Thioréme:

Comme en [3,17), en utitisant le critére (2,5¢) des invariants intégraux et la formule O de la . Ly .
démonstration de (3, 14), on constate que: Soit © une 1-forme de Maurer-Cartan, entigre et non nilpotente.
K réduit @ &= Q=0
QK #tant 1a forme induite par € sur le sous—groupe K [:Yimage réciproque de & par Yinductian a) le noyau ED du caractére ¥o [Cf'(3*25)] est un sous-groupe distingue
i . de §.
de K dans B ]. Nous savons dautre part [Cf. [3,7]] que (.)K = 0 est équivaient i
QK° = Q : ; At
b) Le diagramme commutatif D-exact:
D'autre part G est le plus grand seus—groupe connexe de S {1,3 1) #t contient donc K®: FYinduection
K®—=5 se factorise via 5% 0 0 0
K° - 50 - S *‘ *’ ‘l’
ot par conséquent QKo = [Qu]K" , =i bien que le critére de réduction peut encore s'éorire: 0 - ZO e 2, - O+ 0
i { +
[y, (0 )] e=0 i
° 1 OK® 0> g > § = 5/ 0
en utilisant le résultat précédent (3,26 L S P i
o
a) Supposons cette condition réalisée; soit k € K®. Puisque K*® est connexe, ilexiste unarc A 0-» T S/%, > 8/ - 0
de K® dontle bout est égald K ; A estune 1-plague de K et vérifie done: i é é
0
L —
[ %" (@) 1(A) = 0
ce qui s'éorit aussi
[Y,ca T ((.)_n_) =0 fait du groupe quotient
Yoo A est une fonction différentiable B — T pour laquelle 02712  est nul - donc une Sf’zn
constante:par suite ¥o(K) = [Y,¢ AX1) = [¥,0 AKO) =X, (@) 1 par conséquent K € une D—extension centrate de S/5° (le groupe des composantes de S )
ker{y,} [= L, 1, etdone par le tore T .
<
K°'C %,
; © ¢) Nous dirons que © est une forme quantique si cette extension est
b} Réciproguement, supposans K Zo.
. - . triviale; pour cels il faut et it suffit qu'il existe un caractére ¥y de S
Motons | Tinduction de IO dans 8% par définition,
ui prolonge . Alors:
{!o* (QT)] 5o = I*(!D* (01-)) q P g ¥
y¥ est une subductionde S sur T,
: - ™ . -
ce qui vaut[xool]"‘( QT)' done 0, puisque xool alavaleur constante 1. ¥, (01_) induit Qs - (0-1-) [notation (3,25)]

dore O sur 2 et, afortiori, sur K° . K réduitdonc © .

CQFD. Mous direns que y est une quantification de ©.
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d) Si @ est quantique, on pesse de !'une de ses quantifications y &
toutes les autres par 1a substitution:
b Bl y¥'is) = w(s) k(sS*)

x étant un caractére srbitraire du groupe des composanies S/5°.

e) Soit H = §/8° On choisit dans chaque composante h de § un
représentant tih):
h = t(h) §°;
il existe alors une application
B:HxH->T
définie per:
8(55°,5'5°) = 3(,,( Ts5'S™) t(s" 8%y T(sT's*) ) vs. s es;
B vérifie I'identité des 2_cocycles:
gth, 'h™) a(h’, h") = 8(h, h) Bthh', h") Yh h, h'eH;
le cobord 5t de toule application t:H —» T

1{hh’)
t(hy t(h)

est aussi un 2-cocycle; la classe de cohomologie de 8 ne dépend que de

gtéh, h') =

 {et pas du choix de T);, pour que © 3o0il quantigue, il faut et il

suffit que cette classe soit nulle.

DEmenstration : la formule

$ ¥o(5 S, s7hy = ¥l S0 ¥se€5, 5,€58°
[3,26) montre que X, = ko r(x,,} est distingué dans 3, ce qui permet de construire le diagramme
(b) en apphiquant te théoréme (1,307: S/, est une D—extension de S5/8° partetore T W

formule $ exprime alors exactement que cette extension est centrale; d'oll aJ et b).
Nous sommes dans les conditions de {1,29]: une D—extension centrale d'un groupe discret par
un groupe corwrutatif. On sait alors qu'une trivialisation peut se caractiriser par un morphisme O,

inverse—d—gauche de Tinduction O [voir diagramme], et que O est automatiquerment une subduction

de 5!’20 sur T.
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Sionpose Y = 0o, Y est une subductionde S sur T {CF [1,13]], et la relation
el = 1.1. donne  Yoi=Y, [parce que Poi = OloY,y ! ¥ estun caractére qui prolonge

Xo -

s e X, = glsT's)=1 =

Réciproquement, si xoiﬂxu S p(8)=ﬂ(8) = 5
x(SA1S‘)=I =3 !(S}ax(S'}; il existe donc un “multiplicateur de Lagrange” 0{', morphisme
de groupe S.f}:o -+ T, telque ¥ =0'eP; ona ¥, = ¥el = ®opel = x'20o¥, ;

puisque ¥, est surjectif, O oft=1 T 00" estinverse—i—gauche de 0, donc une subduction;

donc aussi W = B('op .

La i—forme de G: y*((.).][.) est visiblernent invariante; sur 5 elle induit P*{y¥( QT}) =

xo*(o.n_) = [ I 05 a les mémes propriétds; il résulte de {3,7) que x*((.),l[.) = (.)S,‘ d'ol

o).
Enfin ) ,puis d), ne sont que spécifications des résultats (1,29) .
CQFD.

quatrieme partie:
espaces quantiques

Nous allons définir un espace prequantigue (resp. quantiquel = au
moyen d'un certain nombre d'akiomes Q, 4 0, (resp. Q, a Q;), que

nous accompagnerons de quelques commentaires.

-
[
c
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(4,1) cas préquantique

1] = est un espace fibré principal, de groupe structural T

1
Notons Z(¥) Vactionde 2 € T surunpoint § € =; par hypothése [CF.(1,37)):

(zE)w (2(8),0)
est une induction de¢ T X = dans = ¥ I, les orbites de T sont des “cercles”,

c'est-d-dire difféornorphes 3 T ; nous noterons X labase du fibréet P la subductionde =

sur X

@,| = estmunidune 1-forme « invariante per I'action de T.

Cette invariance s'exprime par ka formule:
W) = W pour towt z € T

La "structure préquantique” de = sera définie par 1a forme O et par la fibration, qui

seront astreints aux axiomes Ozx-Q4 suivants:

a Soit @ i'ensemble des automerphistnes de la structure préquantigue

c'est-d-dire des difféomerphismes g gqui vérifient:
o) = o
qeZ = 2 =0 pour tout 2 € T

On supposera que @ est groupe génératgur de =, qui est donc un

espace homagene.

1l est clair que {0 est bien un groupe de difféomorphismes, donc un groupe difféologique; I'hypothése
Qz  revient donc & supposer que, pourun § € Z (resp. pour tout £ € Z), Tapphcation:
q = q{E)
est une subductionde B sur = [CF[1,36],(1,26),(1,14]] .
51 les axiomes Qq1—Q4 sont vérifiés, nous dirons que [ est le groupe des
quentomorphismes de =, etnous le noterons
Quant{Z) .

N résuite de Bz que la t—formede T :
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[ 2+~ 2(E)Hw)

est indépendante de §; de @p quelle est invariante sur le groupe de Lie T . donc proportionnelle

3la forme standard

O, = dzfiz;
'n‘ E
nous la supposerons non nutle et nous la normalisérans en prenant le coefficient de prnportionna}'ité
égald 1
Q, [z~ 2{E}"w) = O pour tout £ e 2

(4,2) Cas quantique

Soit = un espace préquantique. Du fait que les éléments du groupe difféologique Q préserventla
forme €, il résulte que pour tout £, la T—forme définie sur @ par:
[q — glE)}"w)
est invariante [Cf. [3,51]; un caloul simple montre qu'elle ne dépend de £ que par saprojection:
% = P{£)
sur la base: il existe donc une application W définie par:
Fix) = [q - qL)M0),
qui s'appeltera Application moment, et qui envoie Tespace diffeclogique X dans Tespace

yectoriel Q} des {—formes invariantes de 3.  Mous dirons que = est guantiquesi:

115' L'application ¥ est injective.

(4,3) Théordme:

| Soit = un espace préguantigue [notations (4,1]]
‘ 1) 11 existe sur la base X une 2-forme o, carectérisée par la formute:
| PHE) = do,

et gui esl fermse:

| dor =0
| 2) 11 existe une D-action A de Quant(Z) sur X, caractérisée par 13

relation d'égquivariance:
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AlQleP = Poq ¥q < Quant{Z}, T horizontal ) = 8*(0,]1.);
qui envoie Quant(Z) dans le groupe Sympl{X} des sutomorphismes de o. T o vertical_ = 8(r) « &,
3) L'applicaticn moment ¥ et F'action A sont reliées par les relations:

PAQGD)) = p,lg) ( Fix)) ¥ qe Qant(Z), ¥x e X dol griace & Qg
1 ¥ — * .
[ p,: représentation linéaire définie en {3,3) ] ; [T HJert]':ﬁ'lr“] (@) =& ")

¥ applique ¥ sur une orbite de la représentation p,; *t par conséquent:

d, ") = B*((.)T} + 3 )

4 [2(x)] = [ AlgXx) o) VeeX: geQant(Z)
d'oli par dérivation:
Démonstration: Soient @, et @2 deux p-plagues de = qui vérifient: @2*(:'0) - |*(d(.):l - B*(UO.]I.) =0;
Poq)i = P°¢'2 il suffit ators d'appliquer le critére [2,5] des invariants intégraux pour montrer Vexistence, sur
et sont donc définies sur un méme ouvert U de RF. Timage X de ta subduction P, d'une unigue 2—forme 05 telle que:
U application définie sur U par PHo) = dw;
roe> (fb,{r), QZ(F)) par dérivation on a P*(dar) = dd@ = O, doi
est differentiable et prend ses valeurs dans Timage de Vinduction dor =0
{8y m» (2{E),E) grice 3 Vinjectivité de P™* (2,5); ded 1}
[Cf.(4,1), Qq ) résulte de {1,16]) qu'il existe — Les parties 2) et 3] se vérifient immédiatement C.QF.D.
8 e D(U, T
tel que :
3,0 = BINE ) Yreu. Exemples #'espaces quantiques
{4,4)
Soitalors T la Zp—plaquede Y X U définie par:
Soient: G un groupe difféoiogique;
T(r,s) = 8(r(D is) . _
En posant, comme dans la démenstration de [3,14]: < une forme quantique d2 6 ;
{rs} = horizon[als(r) = verticalr(S) ¥ une guantification de © [notations (3,283]
{rr) = diagonal(r 17 Le groupe
ur oaloul simple monire quion a; : = ker(x)
réduit @ , qui descend sur une forme ©. de l'espace difféologique =:
; _ *
diagonat*(ec}(r) = horizontal *(e)(r} + vertical *{ec}(r) vreu = =~ G/3
pour toute 1-forme O de B % U — enparticutier denc pour O = T*(€); par conséquent 2) H existe une actionde T sur =, définie par
{Tedirgonal @)r) = [To huriznntnlr]“(o)(r) +[Te verticalr]*(o)(r); ¥(sXgZ) = gsX ¥s5e5 , ¥geG
or qui fait de = un espace fibré principal;
Todiagonal = @ ; 3) cette actionet 1a forme ©- font de = unespace quantique, dont
T« horizontal = [z ~ 2( ()]« 8, la base s'identifie & 'orbite de -

d'oli grice 5 Q4
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| X = 6/5
| par 1a subduction:

I P: gz g5

Démonstration : La composante neutre 27 de X est un sous—groupe connexe de S, donc contenu

dans 1a cornposante neutre 5°,‘ puisque Y estun prolongement de Ygq 3 5. on adonc pour tout
deZz”: ){0(0’) =yl(g) =1, donc ¥ < ker(x) =X, ; X vérifie les conditions du
théoréme {3,27 et réduit done @ ; dod 1].
T est distingué dans 5, et 5/ est D-isomorphe 3 T; cecide deux faguns, puisque T
est commutatif et qu'on peut compozer avec le D—automorphisme de T
zZ 2_1;
te résultat (1,38) peut donc se transcrire en 2}, et montre auzsi que Ya base X dufibre =
sidentifie 3 B/S [cest-i—dire i Torbite de &) dans lareprésentation P ] par la subduction:
P. gz~ 05
La définition de GJ= s'écrit:
[g—gZflo)=0;
pour tout 2 € T, choisissons S € S telque ¥{s) =2 ona:

[g ~ gEP{z*w ) = [grrgsE M) = {{g—+g2}R__J*w-) =R

g1 ) =

5!
(cette derniére égalité par définition du groupe G}: les formes 2¥@._) 2t Q.. ont méme image

réciproque par la subduction g—~QX, et sont donc égales; laxiome Qf des espaces
{pré uantiques est vérifié.

L'action standard € de [ sur lespace homogéne Z = G/X -
wiglg'X) = gg'E
préserve @@ [CF.(3,11)]; puisque:

fee{glew(s}Xg'E) = gg'sk = [}{(SJOD{(Q)](Q'I), ee(g)  appartient au groupe ©
[notatiens Qx):

x(G) < @ < DIffiE);
par construction, x{G) est génératewr de lespace homogene Z; donc aussi le groupe
intermédiaire @ [Cf.11,36}1; Taxiome Qg est vérifie.
Comme conséquence de Qi , nous avons vik én (4, 1) que Timage réciproque:
[z 2(E)M(0g)

et une 1—forme du tore T quiest indépendante du shoix de § € G/E; pour établir Vaxiome G4,
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11 suffit donc de montrer qu'elle est égale 3 @ pour L[=%.

Désignons par | Tinductionde S dans G ; 1 est immediat que:
[g+gElt = [z2—2(E)]-Y
donc que
{lgazletMog) = [zm 2D kyHowg);
1e premier membre de cette égalité wvaut ) = Wg [notatien [3,14)] , seoit encore x*((ﬂ.n.)

daprés (3,26); puisque le second inembre est égal a ¥*(z— Z(Z)‘]*((.)En et que Y est une
subduction (3,28), le théoréme (2,5) fournit Tégalité cherchée :
Op = [z 2(E3TH D

Pour tout ¥ € B, on wérifie que:

[g>g3 kR, ., = [qqly 'E)lece

Y
x désignant Tactionde G sur = 3 valeurs dang Q: en prenant Vimage réciprogue de (e par
les deux membres et en utilisant la définitien du mornent k4

[grgly TN = TR(YEN = FYS)
on trouve J2 formule -

F\'g_ﬁ(c.)) = c*{P{ySH

d'old dérive:

F(y'5)=F(S) = Rx._1*(o)=Rz_l*(o) = RK"‘H*( O)= <= Yy '§<5

= ¥5=y'S, ¥ estinjectif, Taxiomsz Qg est vérifié
CQFD.

(4,53

Soit X une variété séparée connexe, munie d'une 2-forme sumplectique O
Soit 2n 1e dimensien de X (nécessairement paire).

Si la classe de cohomologie entiére de o est nulle, 1 varieté X est dite
“guantifiable”, at on peut construire une variété =, de dimension 2n+1,

fibrée principsle ep cercles au dessus de X | Z  est munie d'une

connexion caractérisée par une 1-forme «; o est une forme de

contact; la fibration et la forme @ vérifient les axiomes &y, Q,, o,
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ci-dessus; 1'image réciproque de o par la projection P coincide avec
dw.
En fait, les axiomes O et Og sont eux aussi verifies, = est un espace
quantigue au sens ci-dessus;
de plus Z peut se construire par 'algorithme précédent (4,4), a partir du
groupe:
6 = Quani{Z),
de la forme de Maurer-Cartan:
@, = Wix,} [x,=P{;) arbitrairedans Z],
et de la quantification ¥ de ©, définie par:
X(s)iEy ) = s(f,) ¥se§ (S : stebilisateur de @, ).

= La vérification de ces résultats ulitise des techniques étrangéres au présenmt travail; nous ne

dornerons ici que des indications.

Soit F un "sous—groupe 3 un paramétre” de B — cest—3—dire un D—morphisme H-3B6 ;
F*(W(x}) est une 1—forme invariante de R, que Ton peut écrire:
h(x) @y
Op étant 1a 1-forme standard “d1" de la droite; la fonction h  est différentiable sur X ;| clest
Thamiltonien assoscié 3 F.
Dans Tautre sens, il suffit que h soit une fornction différentiable 3 support corpact swr X

pour que N soit un hamiltonien; on le montre en ytilisant le théordme d'existence, d'unicité et de

différentiabilité des solutions des équations différentielles sur une varidté séparée — ainsi que les
formules de Cartan relatives aux invariants intégraux.

Le fibré = est nécessairement calement trivial autowr de tout point £ 1le théoréme de
Darboux permet de construire un systéme de 2n+1 hamiltoniens vérifiant localernent les relations de

commutation canoniques — gqui donnent par intégration une partie de B agissant transitivernent sur
un voisinage de £ dufait que = estconnexe, Tactionde G est donc transitive. On montre que
G est générateur par une adaptation simple du résullat de Donato rappelé plus haut (3,51 soit O
Sofent X, et X, deux points de X différents. N existe un hamiltonien h, & support
compact, qui sépare ces deux points; Ye morphisme F  associd vérifie alors:
(%, )F) = ¥{ %, }F),

e qui montre Vinjectivité de W, c'est--a~dire Vaxiome Qs = est quantique.
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Choisissons ensuite une fonction 00 différentiable sur =, telle que diX coincide avec @
en un point EO au dessus de X, , et posons:
plg) = wlgiE, 3,
on constate que @, coincide avec d13 & Yorigine, donc que @, estune forme de Maurer-Cartan
[Cf. (3,13]]; griace & Qg, le stabilisateur S de Wy, dans la représentation Py est égal au

stabilisateur de X, dans Vaction de B sur X ilen résulte Texistence dun caractére ¥ de S
caractérisé par:

{s)E ) = s(T,) ¥seS
qui constitue une quantification de 3, , 2u sens (3,28) G, &g, Y engendrent Tespace

quantique = par Talgorithme précedent (4,4 )

{4,6)
Une variante consiste & remplacer, pour cet usage, le groupe 6 par le

revatement universel 67 de sa compoesente neutre - doni I'action

canonigue sur Z esi encore genératrice parce que = est connexe {Cf.
(1,40}]; nous savons que les diverses quantifications de & farme
sont associées aux divers caractéres du groupe S/S; des composantes de

S (3,28} ; donc, gréce a {1,40), au groupe ghomotopie de la variete

sympliectique X ; un résultat connu montre alors gue les diverses
quantificetions de la variété X (au sens de is qguantification

geométrique} sont obtenues par ces diverses quantifications de la forme

@, [au sens (3,28)] - ceci en partant d’'un groupe générateur unigue 6™ .

(4,73

Soit Z un espace préguantique dont la difféologie est celle d'une variélé

séparae.

X, quetient de = par un feuilletages 4 fibres compactes, esl aussi
une veriété. La 2-forme @ n'est pas nécessairement symplectigue,
mais, 4 cause de 'homegénéité, son noyau kerld) a une dimension

constante; puisque dr=0, ker(g) est une distribution intégrable, on dit



page 72

gue o est présumpiectique.

Un calcul assez élémentaire mantre que te momenat W(x) est constant sur

les feuilles de ker{o); et plus précisément gue tes composantes des
soUS- espaces
Tix)= Cte

sont les feuilles de ker{o).

Donnons deux cas particuliers de ce résultat:
~ Si = est non ssulement préquarntique, mais quantique {axiome

7] X est non seutement présymplectique, mats symplectique.

s

- 1l se trouve que cerieins systémes dygnamiques fondamentau:
peuvent se modéliser par une varieté préquantique =, dont labnse X e31
1" "espace d'évolution” {voir Seuriau 1969); le feuilletoge ker{or) definit
les équations d'évolution; le moment Wix) est donc une constante
du mouvement |1 s'agit donc de T'un des aspects du théoréme de

Noether — qui est ici complété par une réciprogue.
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