CALCUL DIFFEOLOGIQUE
ET DYNAMIQUE

Jean - Marie Souriau

Le but de ce travail est de montrer comment la "difféologic” peut s'utiliser dans quelques
branches de la Physique Mathématique ol la géométrie différentielle est difficile & manier
(espaces singuliers, espaces de dimension infinie).

L'idée initiale est de reformuler les axiomes des variétés, le point de départ n'étant
plus les cartes, mais les "plaques”, simples applications différentiables sans choix a
priori d'une dimension particulidre: les “espaces difféologiques” sont paramétrisables
numériquement, mais ils ne sont pas modelés sur un espace numérique.

Il apparait alors que des théories géométriques utiles (homotopie, fibrations,
formes différentielles, distributions, etc.) fonctionnent aussi bien dans ce cadre allégé;
extension donc du champ d'application de la géométrie différentielle.

Les §§ 1 2 5 donnent un apergu mathématique de cette théorie. Le § 6 expose

quelques applications 3 la relativité; un espace difféologique, [hyperespace, peut s'utiliser
pour interpréter la répartition de matidre et d'électricité dans I'espace-temps.

1. Espaces difféologiques

1.1. Une axiomatique

Notations et définitions
RP désignera I'espace des matrices-colonnes
rl
r = r?
-

rl,r2,...,m réels; Les parties ouvertes non vides d'un espace RT seront appelées espaces
numériques (de dimension n). Les applications d'un espace numérique dans un
ensemble X s'appelleront paramétrisations de X.

3012.87 Caleul difféologique en dynamique refativiste page 1




Soient P et P' deux paramétrisations de X; nous dirons que P' prolonge P (ou
que P est une restriction de P'):

PSP
si
r €Source(P) = P'(r) =P(1);
Cette relation est évidemment une relation d'ordre sur les paramétrisations de X
toutc partie majorée posséde une borne supérieure, notée sup.

Soit R un espace numérique; Q: S — R une paramétrisation de R.
Q sera dite lisse si, pourtout s € S, les coordonnées i de

r=Q(s)

soient fonctions continues des coordonnées sk de s et admettent des dérivées partielles
continues de tous les ordres.
La matrice M des dérivées partielles du ler ordre:

-3
osk
s'appellera matrice jacobienne.
L'espace numérique S sera appel€ source de Q; limage de Q est une partie de R.
Exemple: linclusion d'un espace numérique S dans un espace numérique R est lisse.
Axiomes des difféologies

Considérons maintenant un ensemble quelconque X .

m
;/ﬁ’/% R Po Q

.
n

Nous nous proposons de privilégier certaines paramétrisations - que nous

appellerons plaques de X; nous dirons que l'ensemble D des plaques est une dif-
féologie de X si les propriétés (1,2,3,4) suivantes sont réalisées:
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1) Chaque plague de X _est une parameétrisation de X
2) Les images des plagues recouvrent X
3} Si

(P;) est une famille majorée de plaques
alors

sup(P)) est une plaque
4) S

P est une plaque de X
u Q est une paramétrisation lisse de Source(P)

ors
P, Q est une plaque de X.

Un ensemble X pour lequel on aura choisi une difféologie D s'appellera espace
difféologique; on pourra le noter

X, D)

Conséquences élémentaires

- H résulte des axiomes que toute paramétrisation constante est une plaque; par conséquent

tous les espaces numériques sont sources de plaques de X - quelle que soit leur dimen-
sion..

- Toute paramétrisation prolongée par une plaque est une plaque.

- Sur tout espace difféologique X, une partic Y de X sera dite D-ouverte ssi les
images réciproques de Y par toutes les plaques de 2 sont ouvertes; on obtient ainsi une
topologie de X (la D-topologie).

Exemple d'espace difféologique

Soit X un espace numérique.

Un résultat classique d'analyse réelle montre que les paramétrisations lisses de X
constituent une difféologie; nous l'appellerons difféologie lisse de X. La topologie
associée est Ia topologie usuelle.

Mais il existe d'autres difféologies sur un espace numérique. Un exemple: la
difféologie spaghetti (resp. lasagne (1)) de l'espace R3, c'est celle dont les plaques sont
les paramétrisations lisses telles que le rang de la matrice jacobienne soit partout <1 (resp.
<2).

Sauf mention du contraire, les espaces numériques seront toujours munis de la
difféologie lisse.

1.2. Applications différentiables

‘Définition

Si X et Y sont des espaces difféologiques, une application:

1 Michéle Audin, communication privée.
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A: X - Y
sera dite différentiable si, pour toute plaque P de X , A P estune plaquede Y.
Nous noterons D(X,Y) I'ensemble de ces applications.

Commentaires

Les applications différentiables sont automatiquement continues - si X et Y sont munies
de leurs D-topologie.

Danslecasol X etY sont des espaces numériques, les applications différentiables de X
dans Y sont les applications lisses.

Catégorie difféologique

Il est immédiat que toute composée d'applications différentiables est différentiable; plus
précisément que l'on obtient une catégorie en prenant comme objets les espaces
difféologiques, comme fleches les applications différentiables.

- Les isomorphismes de la catégorie s'appelleront bien entendu difféomor-
phismes (2). Les difféomorphismes d'un espace difféologique X sur lui-méme
constituent un groupe que nous noterons Diff(X).

1.3. Finesse

Définition
Soit X unensemble; soient D) et D, deux difféologies de X.
Nous dirons que D, est plus fine que D, si l'application identique I:
1: X.D)) » (X,Dy)
est différentiable; autrement ditsi D, contient moins de plagques que D)
Dic Dy

la finesse est évidemment une relation d'ordre entre difféologies de X.

Sur tout ensemble X, la difféologie la moins fine (difféologie grossiére) est
évidemment I'ensemble des paramétrisations de X; la difféologie 1a plus fine existe aussi,
nous l'appellerons difféologie discréte (3).

Exemple

- Sur I'espace R3, la difféologie spaghetti (1.1) est plus fine que la difféologie lisse.
Strictement, parce que I'application identique

I (R3,lisse) — (R3, spaghetti)

2 Ce sont donc les bijections d'espace A espace qui sont différentiables et dont L'inverse est différentiable.
3 Une plaque de la difféologie discrite, c'est une paramétrisation localement constante: clle est constanie
dans chacune des composantes de sa source.
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n'est pas une plaque, donc n'est pas différentiable.

Difféologie engendrée

Soit (P une famille quelconque de paramétrisations d'un ensemble X.
I existe des difféologies de X contenant les P; (par exemple la difféologie grossigre);

leur intersection D est encore une difféologie; c'est donc la plus fine des difféologies pour
lesquelles les P; soient des plaques; on 1'appellera difféologie engendrée par les P;.

1.4. Opérations sur les difféologies

Inductions
Soit X un ensemble, A une application de X dans un espace difféologique (Y,D) :
A: X -» XD

La moins fine difféologie de X grice 2 laquelle A soit différentiable existe: nous
I'appellerons difféologie image réciproque.
Si X et Y sontdes espaces difféologiques, nous appellerons induction de X

dans Y toute injection I. X > Y telle que la difféologie de X soit l'image
réciproque par I de celle de Y.

I
X ——» Y

R

Une paramétrisation P de X est une plaque ssi I,P est une plaquede Y.

En particulier, toute partie X d'un espace difféologique Y peut se munir de la
difféologie induite - image réciproque de celle de Y par l'injection canonique I: X —
Y, qui est alors une induction (4).

Exemples

- Soit Y un espace numérique lisse, X une partie ouverte de Y.

Alors la difféologique induite sur X est 1a difféologie lisse.
- Un cercle dans R2 , une sphére dans R3 seront munis de la difféologie induite.
- La demi-droite fermée R* peut se munir de la difféologie induite de celle de R (5).

Subductions
Soit (X,D) un espace difféologique, A une application de X dans un ensemble Y :

4 Lesplaquesde X sont les plaques de Y dont I'image est contenme dans X.
5 Exercice: déterminer les difféomorphismes de R (difficile...).
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A: XD - Y

La plus fine difféologie de Y pour laquelle A soit différentiable existe: nous l'appellerons
difféologie image. C'est évidemment la difféologie engendrée parles A P (P e D).

Si X et Y sont difféologiques, nous appellerons subduction de X sur Y toute
surjection S: X - Y telle que la difféologie de Y soit I'image par S de cellede X.

X

Source(Py) —— R —» Y

inclusion |

Alors une paramétrisation P : R — Y est une plaque de Y ssi elle est localement
relevable: pour chaque point r de R, il existe une plaque P; de X dont la source
contient r et telle que P prolonge S, P; .

En particulier, tout quotient Q d'un espace difféologique X peut se munir de la

difféologie quotient, image de celle de X par l'application canonique X — Q - qui
est alors une subduction.

Exemples

- La demi-droite fermée R* est I'image de la droite R par 'application ti—=12; la
difféologie image ainsi définie sur R* est strictement plus fine que Ia difféologie induite
de cellede R (5).

- Soit & un nombre réel; larelatdon = sur R:

[x=y] o [y-x=p+ax (aeZ)]
est une équivalence; soit Ty le quotient difféologique de R par cette équivalence.

Si a estrationnel, Ty est difféomorphe au cercle; si @ est irrationnel, Ty estle
tore de Denjoy-Poincaré (7).

Produit despaces

6 1'application (;) - x2 + y2 est une plaque de R* pour Iz difféologie induite, mais pas pour la

difféologie image par t 512 (elle n'est pas relevable autour de (g ).
7 Onmontre que Tg et TP sont difféomorphes ss'il existe p,q,1,s€ Z tels que

ra+s
le théoréme de Galois sur les fractions continues périodiques permet de classer les irrationnels a selon la

structure du groupe des difféomorphismes de Ty ( o quadratique ot non),
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Si X;j est une famille quelconque d'espaces difféologiques (non vides), on peut munir
leur produit cartésien

X = H X;
i
de la difféologie produit, la moins fine qui rende différentiable toutes les projections
canoniques S;: X — X;; elles sont alors des subductions.

Une application A: Y — X est différentiable ssi tous les S5, A sont
différentiables.

Somme d'espaces
Si X est une famille quelconque d'espaces difféologiques, on peut munir leur somme

X=32Xi ¢
J

de la difféologie somme, la plus fine qui rende différentiables toutes les injections
canoniques i : X; — X; elles sont alors des inductions.

Espaces de fonctions différentiables

Si X, Y sont des espaces difféologiques, on peut munir l'espace D(X,Y) de la
difféologie fonctionnelle: c'est la difféologie l1a moins fine pour laquelle I'application
"valuation":

(Ax) = A(x)
soit différentiable ( du produit difféologique D(X,Y)xX dans Y).

Une paramétrisation P : R = D(X,Y) est une plaque ssi
(.x) - P(r)(x)
est différentiable (de R x X dans Y).

1.5. Homotopie

Composantes

Soit X un espace difféologique. Parmi les partitions de X , il en est une qui est
caractérisée par chacune des deux propriétés (a,b) suivantes:

a) C'est la plus fine partition de X qui en fasse une somme de parties ,

b) C'est 1a plus fine partition de X pour laquelle l'espace quotient soit discret.

Les classes de cette partition s'appelleront composantes de X ; deux points de X
seront dits homotopes s'ils appartiennent 4 une méme composante.

8 Par définition, X est Iensemble des couples (j.x), x € X;j. L'application #:x I->(j.x) est une
injection , dite canonique, de Xj dans X.
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Arcs

Pour que x soit homotope 2 y , il faut et il suffit qu'il existe un arc A (c'est-a-dire
une plaque R — X) tel que

A(0)=x, A() =y

Un espace sera dit connexe s'il posséde une seule composante (%); les composantes
d'un espace quelconque sont ses parties connexes maximales.
Les composantes difféologiques ainsi définies coincident avec les composantes de la

Driopologie; elles sont Drouvertes et D-fermées.

1.6. Cas des variétés

On peut définir une variété X comme un espace difféologique dont tout point posséde
un D-voisinage difféomorphe A un espace numérique.
Voici une définition équivalente:
On appellera carte d'un espace difféologique X (19) toute plaque P vérifiant les
conditions suivantes: -
I'image de P est ouverte;
P est une induction.
On appellera atlas tout ensemble de cartes dont les images recouvrent X .
Alors X est une variété ssi X posséde un atlas.

La structure de variété de X est caractérisée par l'atlas 4 de toutes ses cartes ("atlas
maximal"); sa difféologie par I'ensemble D de toutes ses plaques. Remarquons que ces
données sont équivalentes: A a éié défini en fonction de D ci-dessus; réciproquement,

D est la difféologie engendrée par A4 (ou par n'importe quel atlas). La structure de
variété est donc un simple cas particulier de difféologie.

2. Groupes difféologiques

2.1. Axiomes des groupes difféologiques

Définitions

G sera dit groupe difféologique si:
G est un groupe;
G est un espace difféologique;

l'application (g,g") +> gl g' est différentiable. (11)

Les morphismes de groupe qui sont différentiables sont évidemment les fléches d'une
catégorie, la catégorie des groupes difféologiques.

Exemples:

9 C'est-2-dire si deux points quelconques sont homotopes.
10 Ou si I'on préfere, cocarte (alors c'est P-1 qui sera une cane).
11 Comme application de I'espace difféologique produit G xG dans G.
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- Uré tEroupe de Lie , c'est un groupe difféologique dont la difféologie est celle d'une
vari

- Le groupe Diff(X) de tous les difféomorphismes d'un espace difféologique X peut se
munir de la difféologie standard - la moins fine difféologie de groupe qui rende
différentiable la valuation:

&x) = gx) (12

Sous-groupes et quotients

Tout sous-groupe d'un groupe difféologique (muni de la difféologie induite) est un groupe
difféologique.

Tout groupe quotient d'un groupe difféologique (muni de la difféologie quotient) est un
groupe difféologique.

Dans un groupe difféologique G , la composante G? de I'élément neutre est un sous-
‘ghgoupc distingué; le quotient G/ GO (groupe des composantes) est difféologiquement

scret.

Exemples

Tout groupe de difféomorphismes, tout groupe quotient d'un groupe de Lie, sont des
groupes difféologiques. Ainsi:

-Le groupe des isométries d'une variété riemannienne X est un groupe difféologique

(comme sous—groupe de Diff(X)); c'est un groupe de Lie;

-Le groupe des symplectomorphlsmes d'une variété symplectique X est un groupe

difféologique; ce n'est pas un groupe de Lie;

-le tore de Denjoy-Poincaré T, , quotient du groupe de Lie (R,+) par le sous-groupe

Z + a Z, est un groupe difféologique.

2.2. Actions de groupe

Définition
Soient X et G un espace et un groupe difféologiques.
On appellera action différentiable de G sur X tout morphisme différentiable:

G - Diff(X)
Diff(X) étant muni de sa difféologie standard.

‘Exemples:

- 8i G est un groupe de Lie et X une variété, on retrouve la notion classique d'action
différentiable. -

- L'action d'un groupe difféologique sur lui-méme, par translation 3 gauche, est différen-
tiable.

2.3. Fibrés principaux

12 P est une plaque de Diff(X) ssi les applications (r,x) > P(r}(x) et (rx) > P(r)-1(x) sont
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Définition
Une actionde G sur X s'appellera fibration principale (13) ssi:

(g.,x) = (g(x),x)
est une induction (14).

Alors l'action est libre et différentiable; chaque orbite de G dans X (munie de la dif-
féologie induite de celle de X) est difféomorphed G.
On dira que X est un espace fibré principal, de groupe structural G ; les orbites
de G s'appelieront fibres; I'espace quotient B (ensemble abstrait des fibres muni de la
difféologie quotient) s'appellera base.

Un isomorphisme de G-fibré X — X' c'est un difféomorphisme qui
commute avec l'action de G. Il descend sur un difféomorphisme des bases.

Soit X un espace difféologique; désignons par Carde(X) l'espace des classes de fibrés
principaux de base X et de groupe structural (R,+) - classes selon les isomorphismes de
fibré. Il est possible de donner & Carde(X) une structure d'espace vectoriel réel , dont
'élément nul est la classe des fibrés triviaux.

Exemples:

- Dans le cas ot G est un groupe de Lie, et ol1 la base B est une variété s€parée, X est
nécessairement une variét€ séparée. C'est le cas des espaces fibrés principaux localement
trivigux, au sens classique (15).

- Soit G un groupe difféologique, H un sous-groupe quelconque (muni de sa
difféologie de sous-groupe); l'action de H sur G par translations 2 gauche est une
fibration principale; 1a base est I'espace quotient G/ H, muni de la difféologie quotient
(espace difféologique homogéne).

- Toute variété connexe séparée X est un espace homogéne (on peut faire le choix
suivant: G= Diff(X), muni de la difféologie standard; H= stabilisateur d'un point
arbitraire x ).

-Nous rencontrerons un exemple plus subtilen 6.1.

2.4. Revétements

Définitions
- Soit X un espace difféologique. On appellera revétement de X tout fibré principal
de base X et de groupe structural discret (19),

- Un espace connexe X sera dit simplement connexe si le groupe structural de tout
revétement connexe est nul (17).

13 p, IGLESIAS, Thse.

14 Du produit difféologique G x X dans le produit difféologique X xX.

15 Et pourtant, contrairement A cette définition classique, la définition difféologique ne fait pas appel
explicitement 2 1a topologie.

16 Ay sens difféologique 1.3.

17 Caractérisation équivalente: I'ensemble des arcs joignant deux points donnés est connexe (pour la
difféologie induite de 1a difféologie fonctionnelle).

30.12.87 Caleul difféologique et Dynamique page 10



Revétement universel

Tout espace difféologique connexe X posseéde un revétement simplement connexe, dit
universel (18). Le groupe structural correspondant ne dépend que de la difféologie de X ;

on l'appelle groupe d'homotopie de X eton le note IT}HX) (19).

Si G est un groupe difféologique connexe, on peut construire son revétement universel
comme extension centrale de G par IT}(G) (qui est donc commutatif).

Les lacets de sommet donné tracés sur un espace difféologique connexe X constituent
un espace difféologique dont le I1! ne dépend pas du choix du sommet; on le note
T1X(X); il est nécessairement commutatif,

Les groupes d'homotopie suivants IT?(X) se définissent par récurrence.

Exemple

Le premier groupe d'homotopie de la composante neutre de Diff(R™) est nul pour n=1,Z
si n=2, Z/2Z sin>2 (20).

3. Formes difféologiques

3.1. p-formes sur un espace difféologique

Formes sur un espace numérique

Une p-forme ® d'un espace numériqgue R se définit comme un champ de tenseurs
antisymétriques de degré p dont les composantes

o(r)j...1
sont différentiables sur R.

L'image réciproque de ® par une plaque numérique Q est une p-forme de S =
Source(Q), notée Q * w, qui se définit par la formule :

[Q* w](s);...1 = @ (Q(s)y..x M,j Mll (convention d'Einstein)

oll M désigne la matrice jacobienne (1.1).

18 DONATO et IGLESIAS.

19 X est donc simplement connexe ssi I11(X) est nul. Exercice: montrer que le groupe d'homotopie du
tore de Denjoy-Poincaré T est isomorphe 3 Z2 (utiliser sa construction comme quotient de I'espace
simplement connexe R par une fibration principale; ci-dessus 2.1.4).

20 P Donato, these. La classification des particules en fosons et fermions, qu'on formule habituellement
avec I'homotopie du groupe de Poincaré (isométries de I'espace de Minkowski M) peut donc aussi se définir
avec 'homotopie du groupe des difféomorphismes de M . Définition compatible donc avec la Relativité
Générale.
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Formes sur un espace difféologique

Une p-forme o surun espace difféologiqgue X , ce sera une fonctionnelle sur les
plaques Pde X (2!), dont le résultat sera noté P * w, et telle que:

pour toute plaque P de X, P * w est une p-forme de Source(P);
pour toute paramétrisation lisse Q de Source(P):

P, QA*0=Q*P* ]
Les p-formes difféologiques possédent une structure vectorielle - caractérisée par la
propriété:
® —HP* o estlinéaire pour toute plaque P.

L'image réciproque de ® par une application différentiable B: Y — X, c'est la
fonctionnelle notée B * @ définie par

P*B*w] =[B,Pl*w
pour toute plaque P; on constate que c'est une p-forme de 'Y, que @B * & est
linéaire et que:

B,Cl*o=C*[B*a]

formule qui contient d'ailleurs I'axiome (b) ci-dessus - les plaques étant un cas particulier
d'applications différentiables.

En particulier, si Y est une partie quelconque de X (munie de sa difféologie induite), on

appelle forme induite par @ sur Y I'image réciproque dc ® par l'induction de Y
dans X.

Valeurs d'une p-forme

La valeur d'une p-forme @ en un point x, c'est la fonctionnelle qui associe 2 toute

plaque P telle que P(0) = x le tenseur [P * 0}(0) (22). Les valeurs en x constituent
un espace vectoriel; deux p-formes qui ont méme valeur en tout point de X sont égales; la

valeurde B *w en y ne dépend de ® que par sa valeur en B(y).
Formes invariantes

Si ® est une p-forme sur un groupe difféologique G, et g un point de G (par
exemple I'élément neutre), il existe une seule forme € définie sur G telle que:

Q est invariante (3);

21 Cette définition reste valable si X est un espace numérique - quand on le munit de 1a difféologic lisse.
22 L choix du point ¢ dans I'espace numérique ¢st de pure commodité.
23 péfinition: Fimage réciproque de € par toute translation 2 gauche glrag estégaled Q.
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Q a méme valeur que ® au point g.
3.2. Dérivée extérieure

Dérivée numérique

La dérivée extérieure d'une p-forme  sur un espace numérique est la (p+1)-forme dw
caractérisée par la formule

[dm](r)jk],_,m = aj m(r)k]...m - ak m(r)jl...m 'al m(r)kj...m R 'am m(r)kl-.-j (24)

Dérivee difféologique
321 étendra la définition de dw au cas ol ® est une forme d'un espace difféologique par la
e:
P * [dw] = d[P * @] pour toute plaque P;
la fonctionnelle dw est une [p+1]-forme de X ; la dérivation extérieure d commute avec
l'image réciproque:
B*dw =dB*w;

d est une application linéaire et nilpotente: ddw=0 (%),

3.3. Invariants intégraux

Définition
Si §: X = Y est une subduction de X sur Y , une p-forme wy de X sera dite

invariant intégral de S si elle est I'image réciproque par S d'une p-forme oy de
Y .

Alors ®y est déterminée par cette propriété; nous dirons que @y descend sur Y.
Dans ces conditions dwy est aussi un invariant intégral - puisque dwy descend sur
d(DY .

‘Exemple

Pour qu'une 1-forme ® d'un espace fibré principal descende sur la base, la condi-
tion (a,b) est nécessaire et suffisante:

(a) estinvariante par 'action du groupe structural;

24 dj désigne la dérivation partielle par rapport & la composant .
25 D'oil 1a cohomologie de DE RHAM sur un espace difféologique quelconque X : HP(X), c'est
V'espace vectoricl des p-formes fermées modulo les p-formes exactes.

La dérivée d'une forme invariante sur un groupe G est invariante; ce qui définit donc une coho-
mologie de G (dans le cas d'un groupe de Lie, c'est ce qu'on appelle cokomologic de Calgébre de Lie de G).
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(b) la forme induite par o sur chaque fibre est nulle.

3.4. Formes simpliciales

jets de fonctions alternées
Soient X un espace difféologique, p un entier.
Les fonctions f qui sont différentiables sur le produit cartésien XP, et antisymétriques,
constituent un espace vectoriel Alt(X). Si f est dans Alt(X), etsi A est une ap-
plication différentiable de Y dans X, on définit de fagon évidente l'image réciproque
A¥ £ | qui appartient 2 Alt(Y).
On peut associer & chaque fonction f de Alt,(X) une (p-1)-forme, que nous
appellerons jet de f, de fagon a respecter les regles suivantes:
L'image réciproque du jet est le jet de 1'image réciproque;
Si X est un espace numérique, et si f est dans Alt,,(X), son jet @ se
calcule par:

f(r0 JTo+ Xphens r0+xp)=% co(ro)(xl, Xy - .xp) +0(ixlp+l)

w caractérise effectivement le jet d'ordre p de la fonction f en un point quelconque de
la diagonale de Xptl,

Le jet et I'image réciproque commutent:
jet A¥f = Axjet f

Formes simpliciales

Les p-formes possédant une telle fonction génératrice f seront dites formes simpli-
ciales; toute O-forme peut étre considérée comme simpliciale, et identifiée A sa fonction
génératrice (2 une variable) selon une procédure habituelle dans le cas des variétés.

Les p-formes simpliciales ont leur propre cohomologie, & cause de 1a formule:
djet(f) =jet Af
od A désigne l'application de A (X) dans A,,;(X) définie par:
Af(x,xl,xz,....xp) = f(xl,xz,....xp) - f(x,x,_,....xp) - f(xl,x,....xp) - -f(xl,....xp_l,x) :

A est nilpotent et définit une cohomologie triviale.

4. Une suite exacte

Soit X un espace difféologique connexe.
Nous avons déja défini le groupe de cohomologie de DE RHAM HI(X) (les 1-
formes fermées modulo les 1-formes exactes); le groupe d'homotopie IT!(X); l'espace
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vectoriel Carde(X) des classes de R-fibrés principaux.

Ces obijets apparemment hétéroclites sont pourtant reliés par l'existence d'une suite
exacte d'applications linéaires (26):

0 - HI(X) » Hom(I!(X), R) — Carde(X) — Liouv(X) = 0 ;

suite qui nous apprend par exemple que les I-formes fermées sont exactes sur tout espace
difféologique simplement connexe (II\(X)=0), .

Cas des variétés

Un théoréme de géométrie différentielle nous apprend par ailleurs que Carde(X) est
nul si X est une variété (tous les fibrés en droite de base X admettent une section). La
suite exacte nous fournit donc un théoréme de DE RHAM: l'isomorphisme des groupes

H1(X) et Hom{IT}(X), R) dans le cas d'une variété,

Cas du tore de Denjoy-Poincaré T

La topologie de X = Ty est grossitre, et par conséquent les fonctions
différentiables sur X (0-formes), sont constantes (puisqu'clles sont continues). Donc pas
de 1-forme exacte non nulle sur X. D'autre part la 1-forme invariante du groupe de Lie
(R,+) estun invariant intégral de la projection sur la base X, ceci grice au théoréme 3.3.
Ce qui fournit une 1-forme non nulle sur X; on vérifie que toutes les autres lui sont

proportionnelles, et par conséquent que H}(X) = R.

TT1(X) a été calculé en 2.4, et est isomorphe 2 Z2. 1a dimension de Hom(IT!(X), R)
vaut donc 2. L'homomorphisme de DE RHAM est encore injectif, mais n'est plus
surjectif.

La suite exacte interprite ce fait: la dimension de Carde(X) est an moins égalea 1 -
il existe un fibré en droite non trivial au dessus de X. Il se trouve qu'un tel fibré existe
toujours, qui est une vari€té: il s'agit du tore ordinaire T2 , fibré par un enroulement
"oblique” de pente a. Il s'agit bien d'une fibration principale (27). Il est évident qu'il
s'agit d'une fibration non triviale, sinon T2 serait difféomorphe au produit Tg <R, et ¢a
se saurait...(28).

En existe-t-il d'autres? Autrement dit, 1'espace vectoriel Liouv(X) qui achéve la
suite est-il nul ou non?

La réponse dépend des propriétés arithmétiques de o . Le calcul permet en effet de
ramener le probléme 3 une équation fonctionnelle qui a été étudiée par ARNOLD, MOSER,
HERMAN (théorie des petits diviseurs). Liouv(Ty) est nul si @ est un nombre

diophantien.

L'équation d'Arnold est la clef du théoreme KAM (22} relatif A I'existence de tores
invariants; théor2éme auquel la difféologie devrait permettre de donner une interprétation
nouvelle. : '

26 IGLESIAS, "Le troisidme terme de la suite de de Rham des espaces difféologiques”, preprint
CPT87/P2052.

27 Ppar exemple les fibres, parties denses de T2 , sont difféomorphes 2 la droite quand on les munit de la
difféologie induite.

28 parexemple R serait une image différentiable de T2 , donc un espace compact.

29 KOLMOGOROV-ARNOLD-MOSER.
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5. Calcul des variations sur une variété

5.1. Difféologie controlée

Définitions
Soient X et Y deux espaces difféologiques; supposons que X soit une variété séparée.
Soit P une plaque de D(X,Y) pour la difféologie fonctionnelle (1.4). Nous dirons que P
est une puce 'il existe un compact K de X' en dehors duquel P "ne bouge pas” :
x ¢ K = P(r)(x) = P(r')(x) quels que soient r,r' dans Source(P)

Nous appellerons difféologie contrdlée de D(X,Y) (ou d'une partic F de D(X,Y)) la
difféologie engendrée par les puces (39).

On peut montrer que deux fonctions f; et f» qui sont homotopes (pour cette difféologie
contrblée) ne différent que sur un compact de X.

Espaces de sections

Considérons maintenant une variété séparée X ; un fibré @ au-dessus de X, au sens

classique; notons F l'ensemble des sections différentiables f de @ ; on suppose
bien entendu le fibré tel qu'il existe de telles sections.

o f(r

X

- *lﬂ"‘"“’"‘“" (——

F est une partie de D(X,P) - et pourra donc &tre muni de la difféologie contrdlée. Et
aussi n'importe quelle partie de F.

Un exemple: le fibré trivial X x X , dont les sections sont les applications différentiables
de X dans X. Le groupe Diff(X) des difféomorphismes de X est une partie de
I'espace des sections, que l'on peut donc contrbler; on obtient ainsi une difféologic de
groupe, Dlus fine que la difféologie standard (2.1).

5.2. Répartitions
Définition

Soit toujours F un espace de sections, muni de la difféologie contrlée. Nous appellerons
répartition en un point f de F toute paleuren f d'une 1-forme de F.

30 Une plaque contrblée, c'est la borme supérieure d'une famille de puces.
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Une généralisation des distributions

Toute distribution T de l'espace numérique RP s'identifie canoniquement 2 une
répartition (du fibré en droites au dessus de RD) (1),

- La notion de répartition est une large généralisation de celle de distribution: par exemple le
cas du fibré des p-formes sur une variété généralise les courants de DE RHAM; dans le cas
des fibrés qui ne sont pas des fibrés vectoriels, les répartitions en un point constituent un
espace vectoriel que I'on peut considérer comme “cotangent” 3 F.

5.3. problémes variationnels

Densités et intégrales
Considérons le cas du fibré des densités sur une variété X . L'espace des sec-

tions - que nous allons noter A - sera muni de la difféologie contrblée. A est évidem-
ment un espace vectoriel.
Un résultat de 5.1 montre que deux sections homotopes ne différent que sur un compact;

si X n'est pas compacte, I'espace vectoriel A posséde donc une infinité non dénombrable
de composantes.

La composante A0 de la section nulle est I'ensemble des sections & support
compact. Par conséquent, si p € A?, nous savons calculer l'intégrale

[e

Sur A0, l'opération "I" est une fonction linéaire et différentiable (pour la difféologie
contrdlée; c'est la différentiation sous le signe somme).

D'a:utre part le groupe Diff(X) agit linéairement sur A% , et 1a forme linéaire I est
invariante par cette action (c'est le changement de variable dans les intégrales
multiples).

Si on pose:

alp;, pp) = Ipz- p, si pp et p; sont homotopes (32)

0 dans le cas contraire

o est dans l'espace fonctionnel Alt,(A); - son jet  est par construction une I-forme
simpliciale.
o estfermée et exacte ; elle est invariante sur le groupe additif A ; sa valeuren 0O est

31 Une distribution T est, par définition, une fonction linéaire continue (pour une certaine topologie) sur
1a composante de 0 dans F; on démontre qu'elle est différentiable (pour la difféologic contriée) et constitue
donc une O-forme; elle est caractérisée par la valeur en 0 de la 1-forme dérivée - cest-A-dire par une
répartition au point 0. '

32 p, et p; ne different que sur un compact (voir 5.1).
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une répartition qui caractérise I'opération I .

Lagrangiens
Définition ) . .
Un lagrangien, au sens habituel (on dit aussi "densité lagrangienne ), associe & chaque
section f d'un fibré sur une vari€té X une section L(f) du fibré Qes densités de X
(le cas le plus classique est celui od X est la droite réelle R - elle méme fibrée par R';'
les densités se confondent alors avec les nombres réels. Le cas des "intégrales multiples

s'obtient en prenant X =R" ). ]
On suppose d'habitude que L(f)(x) ne dépend de f que par son jet c!'ordre p en X,
et en dépend différentiablement; alors L est une application différentiable de F dans

A - pour les difféologies controlées .

C'est cette seule propriété qui importe ici: nous pourrons appeler lagrangien toute
application
F—=A
qui est différentiable pour les difféologies contrdlées.
Action et dérivée variationnelle
Nous pouvons calculer 1'image réciproque par un lagrangien L de la fonction o et de
son jet - que nous noterons respectivement A4 et . On trouve immédiatement:

A(s, . 89) = IL(Sz) -L(s;) si s; et s, sont homotopes

si bien que 4 s'interpréte comme l'action - (considérée comme fonction antisymétrique
a deux variables). Et puisque:

Q= L*o,
on voit d'une part que Q est une 1-forme fermée et exacte de F, d'autre part que
Q= L*jetar = jetL* a, donc que Q est le jet de Laction A .
Q est la dérivée variationnelle du lagrangien L. Elle est fermée et exacte quel que

soit le lagrangien - parce que @ est fermée et exacte. La valeur de Q en un point

f € F est une répartition en f; les sections f pour lesquelles cette répartition est nulle
sont les extrémales du lagrangien L.

6. Difféologie et relativité

6.1. L'hyperespace

Espace des géométries

Soit X une variété séparée, connexe, non compacte. Désignons par G le groupe de ses
difféomorphismes - muni de la difféologie contrélée (5.1).
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Notons F I'ensemble des métriques (pseudo)-riemanniennes de signature donnée sur X
(lorentziennes pour fixer les idées); munissons F de la difféologie contrflée.

Si f est une métrique prise dans F, et si a est un difféomorphisme, on sait définir la
métrique image a(f), qui est encore dans F ; f et a(f) sont, par définition,
isométriques; on dit aussi qu'elles définissent (3 méme géométrie sur la variété X.

Par conséquent le quotient

F/G
peut s'interpréter comme l'espace des géométriesde X .

Une fibration principale
Considérons maintenant la composante neutre du groupe difféologique G, le sous-
groupe distingué:

r=aGo

Il se trouve que l'action de G sur F est différentiable - donc aussi celle de I" ; mais
l'acionde I’ posséde une propriété supplémentaire: c'est une fibration principale.

esquisse d'une démonstration.

On remarque d'abord que I” est contenu dans l¢ groupe Gy des difféomorphismes de X &
support compact (le groupe discret Gy /I est un invariant difféologique de 1a variétf X ; son calcul est
un probléme d'isotopie qui semble assez difficile; heureusement nous n'en avons pas besoin ici).

It suffit de montrer que I'action de Gg est une fibration principate de¢ F., Ceite action doit d'abord &tre
libre - ce qui signifie que 1a seule isométric a dont le support K soit compact est l'identité,

Ceci se prouve en choisissant un point x,en dehors de K, et un reptre R, de l'espace tangent
en x,. Toutpoint x de X peut &re joint A x, par une chaine finic d'arcs géodésiques (qu'on repérera
donc chacun par un paramétre géodésique variant de 0 2 1), sur lesquels on peut successivement effectver le
transport parailzle du repére R, . En vertu du théoréme d'unicité des solutions des équations différentielles,
on constate que le point x est entitrement caractérisé par x,, R, , les composantes dans R, du vecteur
tangent en X, au premier arc géodésique, et les coordonnées correspondantes attachées A chaque sommet.

Puisque a coincide avec l'identité au voisinage de x,, &8 conserve xpet R,; puisque a
est une isométrie - et conserve aussi la connexion ricmannienne, 1'image par a de la chaine est encore une
chaine géodésique, oil les coordonnées caractérisant I'extrémité ont les mémes valeurs que précédemment.
Ceite extrémité a(x) est donc &gale & x; x étant arbitraire, a coincide avec I'identité.

La démonstration du caractdre principal de I'action de G peut s'achever en construisant une carte
locale géodésique au voisinage de x et en utilisant Ia différentiabilité des solutions des équations
différentielles par rapport au systéme des conditions initiales et des paramétres.

Définition de [hyperespace
Nous appellerons hyperespace la base
H=FT
de ce fibré principal. La formule difféologique:
FIG = (FIT)/ (G/T)

(o le signe =~ indique deux espaces difféomorphes) montre que l'espace des
géométries est le quotient de I'hyperespace H par un groupe discret (le
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e

groupe des composantes de G). Un point h de H sera donc une "hypergéométrie” de
la variété X.

Hyperespace {

i

espace des géoméiries

Nous allons maintenant effectuer quelques constructions géométriques sur cet hyperespace
- dans le cas "physique” oli X est l'espace-temps.

6.2. Répartitions spatio-temporelles

Formes sur Chyperespace

Soit © une 1-forme de 1'hyperespace H.
Parce que la projection P: F — H est une subduction, T est caractérisée par sa relevée

0 = P*1, qui est unc 1-forme de F; O est par construction un invariant intégral de
P .

Réciproquement, une 1-forme © est un invariant intégral sous les deux conditions (a,b):

a) O est invariante sous l'action du groupe I' =Diff(x)%;

b) 0 est nulle sur les fibres;
ceci A cause d'un théoréme concernant les espaces fibrés principaux (ci dessus 3.3).

Malgré€ le caractere "abstrait” de I'hyperespace et sa "dimension infinie", ses 1-formes sont
donc des objets que 'on peut atteindre et avec lesquels on peut calculer.

Répartitions eulériennes
Remarquons que la condition (b) n'implique que les valeurs de 8 aux différents points de

F, c'est-2-dire les répartitions associées; toute répartition qui s'annule sur les fibres sera

dite eulérienne.
On peut identifier une répartition T en f avec une fonctionnelle sur l'espace vectoriel

des champs de tenseurs symétriques a support compact; fonctionnelle @ la fois linéaire et
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différentiable. Généralisant des méthodes clas31ques en calcul des distributions, on peut
"localiser" ces fonctionnelles ; déterminer leur "support”; etc.

Le tenseur d Euler-Einstein
- Le cas "compltement continu” est celui d'une fonctionnelle:

T(g) = I%'P‘" 8guv vol

dg désignant la variable d'essai (33), vol la valeur en f du lagrangien "volume

riemannien”, THY un champ de tenseurs contravariants sur X que l'on supposera
différentiable.
Le calcul montre que T est eulérienne ssi:

a ™ =0 (au : dérivation covariante );

on reconnait la formulation choisie par Einstein pour écrire en relativité les "principes de la

mécanique”, plus précisément les équations d'Euler des milieux continus: la notion
mathématique de répartition eulérienne est donc un modele pour la répartition de matiére
dans l'e.space-temps.

Ces équations s'appellent aussi parfois "équations de conservation” - parce qu'on peut leur
associer des grandeurs conservées - mais uniquement dans le cas ot le champ de gravitation
posstde certaines symétries (voir ci-dessous 6.4).

Chute des corps
- Que se passe-t-il quand on sort du cas "compltement continu"?
Si la répartition T est définie par un tenseur-mesure dont le support est une courbe, la

condition eulérienne implique qu'il existe un vecteur tangent P# pemlcttant de définir T
par la formule (34):

1 dx"
T(Sg) = i ISglw pH T dt
R
et que la dérivée covariante de ce vecteur est nulle; d'olt deux conséquences:

la courbe est une géodésique;
la quantité P,P* est constante.

Si cette constante est positive, on pourra la noter m? ; on obuent donc A la fois la
conservation de la masse m et la loi relativiste de la gravitation (principe des géodésiques): la
chute des corps manifeste le caractére eulérien de la répartition de matiére
dans l'espace-temps.

Cette méme condition fournit aussi les régles de collision entre particules, la description
des particules a spin (voir ci-dessous 6.5), celle des cordes; etc.

A
33 5g prend ses valeurs dans ke fibré vectoriel FO des tenseurs symétriques A support compact sur X.
34 | gésigne un parametre arbitraire sur la courbe,
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Tous ces "principes” de la physique ont donc une méme interprétation platonicienne: &
dynamique de [a matiére n'est que [ombre portée sur [espace-temps par unme répartition de
Chyperespace.

6.3. Les équations d'Einstein

Lagrangiens équivariants
Un exemple de 1-forme de 1'hyperespace est fourni par tout lagrangien L, défini sur F,
qui est équivariant pour l'action simultanée sur F (35) etsur A (3%) du groupe I' (*7).
1l est en effet immédiat que I'action A descend sur une fonction A deux points Ay de
I'hyperespace H - ceci parce que la fonction I est invariante par l'action de Diff(X),

donc de Diff(X)? . Le jet de Ay est une 1-forme @ de 'hyperespace, dont I'image
réciproque par la subduction F — H est égale A la dérivée variationnelle £ du
lagrangien.

Cette dérivée variationnelle est toujours complétement continue, donc définie par un
tenseur TWY vérifiant 1a conditions d'Euler-Einstein:

2 T =0
B

Equations d' Einstein sur (hyperespace
Ceci s'applique par exemple au lagrangien :
R-A
X

oi A et ¥ sont des constantes universelles, et qui est équivariant (comme le
/lagrangicn vol ) par l'action d'un difféomorphisme quelconque. Le calcul montre que la

dérivée variationnelle Q est représentée par le tenseur contravariant :

vol (R : courbure contractée de la section s)

RE-ZR g - A g
™ =

X
(RMv: tenseur de Ricci) qui définit donc une 1-forme de I'hyperespace.

On reconnait I'équation d'Einstein du champ de gravitation - qui s'interpréte
donc au niveau de I'hyperespace H: au point h décrivant I'hypergéométrie de l'univers,

35 Espace des métriques de signature (+ - - -) sur l'espace-temps X.
36 Espace des champs de densité de 'espace-temps.
37 Composante neutre du groupe contr6lé des difféomorphismes de I'espace-temps.
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la valeur de la forme @ coincide avec 1a répartition de matiére

Points critiques
Comment décrire maintenant l'intégration de ces équations?

Plagons-nous sur l'espace des sections F.
On suppose donnée la source du champ, c'est-a-dire une répartition eulérienne complate-
ment continue T en un point f de F; on peut canoniquement considérer T comme la

valeur en f d'une 1-forme invariante sur le groupe difféologique (&,+); forme qui est
automatiquement fermée; notons 7 sa trace sur l'ouvert F .

Les solutions de I'équation sont, par définition, les points de F ol la 1-forme:
T - Q

prend la valeur 0.
En fait 7 - est une forme exacte, si bien que la résolution de 1'équation d’Einstein
consiste A trouver les points eritiques d'une fonction différentiable sur F.

6.4. Application i la thermodynamique

Conservation eulérienne

Un argument trop long a développer ici (3%) montre comment construire, sous certaines
conditions, des grandeurs conservées associées 2 une répartition eulérienne - dans le
cas ol la métrique f correspondante posséde un groupe non discret d'isométries - qui est
nécessairement un groupe de Lie. Ces grandeurs constituent une 1-forme invariante sur ce
groupe - ou, si on préfere, un élément du dual de son algebre de Lie.

Interprétation des états statistiques

Par ailleurs, les mouvements d'une particule de masse m qui gravite dans 'espace-temps
X constituent une variété symplectique V de dimension six ; & chaque point de V est
associé une répartition eulérienne par la formule (6.2):

1 dx¥
T(Sg) = E J.Sgw pH T dt
R
avec P Pt = m2.

On définit ainsi une injection de la variété V dans l'espace vectoriel des
répartitions eulériennes.

Un état statistique, solution généralisée de 1'équation de Liouville, c'est simplement
une loi de probabilit€ sur V; on peut lui associer la valeur moyenne de la répartition
eulérienne associée - valeur moyenne qui est évidemment encore une répartition eulérienne
(3?). Si celle-ci est completement continue, I'état statistique correspondant pourra

3% Voir “Thermodynamique et géométric”, "Differential Geometrical Methods in Mathematical Physics II",
Bonn, 1977 - Springer Lect. Notes in Math. 676, 30 pages (1978).

39 En fait, toutes les lois de probabilités sur V ne produisent pas ainsi une répartition moyeane: une
condition de convergence est nécessaire, caractérisant la classe des états statistiques "localisables”,
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s'interpréter comme un milieu continu, décrit par une solution THY des équations
d'Euler.

On obtient ainsi une rdgle d'interprétation pour la théorie cinétique des gaz (la
traduction de la dispersion des vitesses par une pression est incluse dans cette régle).

La mécanique statistique permet donc d'échapper au “paradoxe du trou noir": un état

statistique peut fournir un THY suffisamment régulier pour que 1'équation d’Einstein
posséde une solution sans singularité - alors que les particules classiques, comme on sait,
sont inaptes A jouer ce role (49),

Conservation noethérienne

Plagons nous dans 1'approximation du champ de gravitation nul - c'est-3-dire de I'espace
de MinkowsKi, le groupe des isométries (le groupe de Poincaré Gyg) respecte la structure
symplectique de V; ceci permet de définir 'application moment, qui envoie la variété
V dans le dual Gio* de l'algtbre de Lie de Gip. Pour tout état statistique, nous
connaissons alors deux grandeurs A valeur dans Gjo* : d'une part la valeur moyenne du

moment, d'autre part la grandeur conservée associée 2 la répartition moyenne. On peut
démontrer que ces deux grandeurs sont égales - en utilisant la notion de "diffusion
gravitationnelle”.(41)

Premier principe
VYoici une conséquence importante de ce résultat: dans une région de I'espace-temps oit se

produisent des pfidnomeénes dissipatifs - et ol le formalisme symplectique tombe
nécessairement en défaut (42), la valeur moyenne du moment est conservée; ceci

parce que le tenseur TWY, défini par la mécanique statistique dans les régions non
dissipatives, regoit une interpolation eulérienne grice aux équations d'Einstein - valables
en toute région; la valeur moyenne du moment est donc mémorisée par le champ de

gravitation. En particulier la composante temporelle de ce moment, qui est la valeur

moyenne de 1'énergie, n'est pas modifiée par la dissipation: c'est le contenu du premier

principe de la thermodynamique. D'autres grandeurs au contraire, telles que le

spectre de [énergie ou 1'entropie sont généralement modifiées par les processus
ssipatifs.

Second principe et états de Gibbs
Ce second principe(la production positive d'entropie) montre que les états statistiques dans
lesquels l'entropie a atteint la valeur maximum compatible avec la valeur moyenne du
moment ne peuvent plus subir de transitions dissipatives - et constituent donc une sorte
d'état asymptotique de la dissipation: ce sont les états de Gibbs - dans leur
généralisation covariante. IIs sont indexés par une température généralisée prenant
ses valeurs dans l'algebre de Lie du groupe d'isométries et repérables par le vecteur de
Planck. Ils comprennent notamment les mouvements circulaires uniformes qui appa-

raissent effectivement comme les états asymptotiques de I'évolution des systémes isolés en
astrophysique.

40 La mécanique quantique, ellc aussi, produit des répartitions eulérienncs qui peavent &tre suffisamment

41 Référence de la note 38,
42 Parce qu'il impliquerait la conservation de l'entropie.
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6.5. Extension a I'électrodynamique

Répartitions électrodynamiques
X désigne toujours l'espace-temps - supposé séparé, connexe, non compact. Le champ

considéré ici - ou plutdt le "potentiel”, est mixte: gravitation, électromagnétisme (g, .
Ap) ; la signature imposée de g,, fait encore de l'espace des sections F  une partie

ouverte de l'espace f des sections du fibré vectoriel obtenu en laissant quelconque Buv

. Une 1-forme en un point f de F peut se caractériser par une répartition T ; par
exemple dans le cas completernent continu:

T(5g,5A) =f B— THY gy + JP aAp] vol

Nous savons comment la prolonger 13 par une forme invariante; celte-ci induit sur F
une 1-forme que nous noterons encore T .
Diff(X)® agit sur les sections; et aussi les transformations de jauge électro-magnétiques:

Ap = Ay +dyu (u: fonction réelle & support compact).

Electrodynamique des milieux continus
Ces deux types de transformations engendrent un nouveau groupe I', le groupe de
jauge, qui se trouve étre un produit semi-direct, et que I'on munira de la difféologie
contrflée adéquate. L'action de I sur F est encore une fibration principale; sa base

constituera donc un nouvel hyperespace, plus profond que le précédent.
Une répartition T du type ci-dessus sera eulérienne (style approfondi) ssi:

dT™+F V=0, g M=0 (F=dA)
RV v il

on reconnait les "principes de 1'électrodynamique des milieux continus” (forces électro-
magnétiques, conservation de 1'électricité); ces principes s'interprétent donc encore
en termes d’hyperespace.

Electrodynamigue des particules 4 spin

Cette pertinence peut aussi se tester dans des cas ol la matidre est condensée.
Considérons 'exemple d'une répartition supportée par une courbe (ligne d'univers d'une
particule); en supposant qu'il s'agit d'une distribution du ler ordre, la condition
eulérienne fait apparaitre automatiquement les grandeurs suivantes (43): charge électrique q,
vecteur impulsion-énergie P, tenseur de spin S, tenseur moment électro-magnétique
M (ces deux derniers antisymétriques); elles sont définies en chaque point de la ligne
d'univers par la formule suivante caractérisant la répartition:

T(3g.5A ) =

43  Voir "Modele de particule A spin dans le champ électromagnétique et gravitationnel” - Ann, Inst. H.
Poincaré XX, 4, p.315-364 (1974). Dans ce travail, I'hyperespace n'était envisagé que comme objet
formel.
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d'autre part la condition eulérienne impose 2 ces objets les équations d'évolution suivantes:

q=Cte
dp &P 1 1 dxP
—9 = X v .- wvlX
< q l:"cp = *3 [T aquv 3 Ruv,po S =
ds»v dx"¥ ,dx* v "
= - - o M'P F
a - Py - Pg Fo * o

les dérivations sont covariantes chaque fois qu'il le faut; Rw.po désigne le tenseur de
courbure de Riemann-Christoffel.

Universelles, ces équations ont vocation 2 I'étre. Mais 2 1'évidence elles ne sont

pas déterministes: c'est en les complétant par des équations d'état phénoménologiques
qu'on peut caractériser chaque type de particule et construire ainsi des systémes
déterministes (de méme que les équations universelles de la dynamique ou de I'électro-
dynamique des milieux continus requitrent des équations d'état pour devenir prédictives).

Recours & Lexpérience

Les €quations universelles sont-elles vérifiées par l'expérience? Indépendamment des
souhaits du géometres, le physicien doit y croire, puisqu'elles ne constituent qu'une
transposition des lois de I'électrodynamique "molle" au cas des états "condensés" de la
matiére.

I1 se trouve que le terme de courbure gravitationnelle qui intervient dans ces équations est
négligeable au voisinage de la Terre - et ne peut donc pas étre testé. Les expériences les plus
précises ont été faites dans le cas d'un champ électromagnétique constant (dans une région
de I'espace-temps), ce qui annule le terme

1 v
EM FcsFLw

de Ia deuxiéme équation. 11 s'agit des mesures du moment magnétique de 1'électron ou du
muon; paradoxalement, une telle expérience ol n'intervient aucun effet quantique a donné
I'une des vérifications les plus précises d'une prédiction de l'électro-dynamique quantique
(le moment magnétique anormal).

Dans l'expérience de Stern et Gerlach, au contraire, ce terme joue un réle prépondérant :
comme chacun sait, c'est 12 qu'un effet quantique irréductible a ét€ mis en évidence pour la
premiére fois. Bien entendu, la quantification de ces équations dépasse le cadre du présent
exposé; disons simplement que I'on peut assigner A une particules a spin une équation d'état
conférant 2 I'espace des mouvements une structure symplectique, et que la quantification
géométrique conduit - avec les hypotheses simplificatrices nécessaires, 3 I'équation de
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Dirac.

Electrodynamigque statistique
Revenons au cas des particules i spin non quantiques; la mécanique statistique va pouvoir
se formuler simplement - parce que comme précédemment la variété des mouvements se
plonge dans l'espace vectoriel des répartitions eulériennes; ceci permet d'associer & un état
statistique une répartition moyenne, toujours eulérienne, qui pourra étre complétement
continue,

Ainsi une simple statistique d'électrons a spins alignés est apte a fournir une description
macroscopique des aimants; cette procédure décrit non seulement 1'aimantation, mais aussi
la magnétostriction ainsi que l'effet gyromagnétique ; ce demier permettant de mesurer
macroscopiquement le coefficient gyromagnétique des €lectrons individuels (44).

Equations d'Einstein-Maxwell

Tout cela a pu se faire sans avoir besoin de connaftre les équations de champ; celles-ci
s'obtiennent ensuite avec un lagrangien bien connu, 2 savoir:

R+eF FY -A
o
X
oll &, A,y sontdes constantes universelles. Ce lagrangien est équivariant; l'action est

donc invariante de jauge, elle descend sur I'hyperespace - de méme que la dérivée
variationnelle €.

Les équations de champ s'écrivent encore:

T -Q= 0
T étant la 1-forme de F associée 2 la répartition de matiére et d'électricité; I'inconnue,
c'est le champ, c'est-d-dire la section f ol la valeur de la forme exacte 7 -
Q s'annule.

Le calcul montre qu'elles combinent les équations de Maxwell (ou J¥ s'interpréte

bien comme courant €lectrique) et les équations d'Einstein (ol le tenseur THV est augmenté
du tenseur de Maxwell-Poyntig). Les résultats précédents impliquent que les conditions
culériennes complétes:

vol

dT™+F V=0, d IF=0
[TRERY nv 13

sont une conséquence nécessaire des équations de champ - simplement parce que le
lagrangien est équivariant. Cette implication rend d'ailleurs inutile la vérification par le
calcul.

Modeles phénoménologiques

Des situations plus compliquées - et plus phénoménologiques - peuvent se traiter dans le
méme cadre géométrique. Par exemple le cas d'un milieu continu élastique se décrit en
joignant aux variables de champ une application de I'espace-temps dans une variété¢ Q, de

44 Expérience de DE HAAS.
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dimension 3 (le"body"); l'action du groupe de jauge Diff(X)? est évidente. Les équations
de champ dérivent d'un lagrangien équivariant et donnent une théorie relativiste dont
l'approximation galiléenne contient I'élasticité non linéaire aussi bien que les équations des
fluides parfaits.

Le milieu électriquement chargé peut se décrire par une densité de la variété Q;. Mais

attention! le lagrangien responsable de l'interaction électromagnétique n'est pas
équivariant par le groupe de jauge complet I'; c'est seulement I'action 4 qui descendent
sur I'hyperespace profond - ainsi donc que la dérivée variationnelle .

Recours & [a cinquiéme dimension

Un demier point: comment démontre-t-on que l'action du groupe de jauge sur les
potentiels fournit une fibration principalede F ?

On peut y arriver en appliquant la technique 6.1 2 la variété X3 de Kaluza-Klein,
produit cartésien de I'espace-temps X4 par le cercle, munie d'une métrique lorentzienne
caractérisant 2 1a fois les potentiels gravifique et électromagnétique de X4 . Le groupe de
jauge T devient un sous-groupe connexe de Diff(X5) ; on utilise le fait que la restriction
d'une fibration principale & un sous-groupe quelconque donne encore unc fibration

pale.
L'utilisation d'une telle démonstration n'implique évidemment pas une théorie unitaire
du type Kaluza-Klein, mais ne I'exclut pas...

7. Théories de jauge

Des objets du type "hyperespace peuvent aussi apparaitre dans les diverses théories
de jauge; voir notamment A ce sujet les travaux de DUVAL, HORVATHY, WEINSTEIN,
STERNBERG, GUILLEMIN.

L'outil difféologique devrait permet de dépasser le stade formel auquel on se place
souvent dans I'étude des théories de jauge. Un seul exemple: I'ambiguité de Gribov ,
impossibilité de construire des sections globales d'un fibré de connexions, avait été traité
topologiquement - en utilisant une compactification non-physique de I'espace de
Minkowski . Or le probléme peut se traiter sans hypothe¢se de ce genre, en utilisant la
version difféologique de la suite exacte d’homotopie (45). L'1mposs1b1hté est ainsi établie
das que I'an des groupes d’homotopie du groupe de Jaugc n'est pas nul (par exemple le

“groupe IT2 dans le cas SU(Q2)).

45 IGLESIAS, thse.
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