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Introduction

La mécanique quantique, qui s’est constituée emplriquernent qu fl
des ans, se présente aujourd’hui - tout au moins dans iés manuels -
comme une discipline cohérente,

Mais 1o lecture des traités produit souvent un certain mdlaise:
quil s’agisse de livres inspirés comme ceux de Dirac ou de Feynman,
ou de manuels plus scolaires, les concepts proposés au lecteur ont
une apparence de rigueur, les déductions ressemblent & des théoré-

mes - mais des théorémes don! les hypothéses serdient foujours impli-
cites,

Il est normat qu’un mathématicien qui rencontre ce genre de rai-
sonnement pense "c’est de la physique™, et passe d aulre chose, Au
mieux, & développer des théories mathématiques qui sont suggérées
par les lexles des physiciens.

En retour, les physiciens considérent avec une certaine indulgen-
ce cefte "métaphysique quanfique”, mais en tirent rarement profit: A
quoi bon la théorie spectrale ou la théorie des distributions, si on sa-
vait déjd catculer avant?

La contradiction interne n*est pas un obstacle d 1o pratique du
physicien, et apparait méme parfois comme un gage de fécondité,
Aprés toul, 1a logique montre que tout peut sortir d’une théorie contra-
dictoire. . .

Ce malentendu qui dure depuis plus de soixanie ans, faut-it s’y
résigner? Si la matiére posséde souvent, 4 moyenne ou & grande
échelle, la mystérieuse propriété d’étre mathémalisable, rien ne ga-
rantit qu*it en soit de méme & Péchelle atomique. Et méme. dans ce
cas, sila mathématisation était encore trop loin de nos possibilités,
serqit-i raisonnable de &'y obstiner?

Le danger de cetle hypothése, c’esl que Iexistence supposée
d'une théorie inaccessible peut devenir un alibi de paresseux, Il n'est
pas nécessaire d'espérer découvrir une théorie définitive pour enltre-
prendre Yanalyse conceptuelle des pratiques qui réussissent, et pour
élaborer une mise en forme provisoire,



Le lecteur trouvera ci-dessous un essai dans cetle direction - @
un stade préliminaire. Pour des raisons d’encombrerment, le présent
travail odopte le style "fascicule de résuliats”, qui permei au moins de
suivre pas d pas la consiruction du modéle. Les démonsirations des
résuttats non classiques ond été ou seront données ailleurs.

Le poini de départ de la quanhﬂcohon géométrique est ta notion
de variété quantique =, fibrée en cercle au dessus d'une variélé
symplectiqgue X. Nous monfrons que X esl foujours une orbile
coadjoinle, certes pas d'un groupe de Lle, mats dun "groupe
dtfféologique“ G : la théorie des espaces et groupes difféologiques,
développée ailleurs, est ici rappelde bridvement, Elle permet d'ailleurs
d*élargir le cadre des variétés quantiques ("espaces quantiques™.

La notion de fonclion hamilionienne, qui reste valoble dans ce
cadre élargi, permet de définir une nouvelle classe d'ob;ets - les
»états quantiques” 1II s’agit de fonctions complexes définies sur le
groupe G , et vérifiant un double jeu d’lnegcﬂnes {ci-dessous, (5,1) %
une felle defimtlon permel d'appliquer d ces objets les ressources de
I'analyse hormonique et de 'andlyse convexe,

L’existence d'états quqnfiques est souvent problématique; mais
ils jouissen! d’assez de propriéiés "héréditaires” pour que Vexislence
d'un seul d'entre eux permelte d’en consiruire beaucoup d'autres.

Quelques exemples sont développés, en parhcuher dans leurs as-
pects "calculatoires”. Le lecteur pourra reconnaitre, au fil d'un déve-
loppement purement mathématique, des allusions & divers objets de
physique quonhque espaces de Hilbert, représentalions unifaires,
vecteurs d'élat, opéroteurs densité, états de Gibbs el de Harlree-
Fock, opérateur hamilfonien, relations d'incertitude, expérience de
Stern et Gerlach, etc.

Mais, comme nous Pavons dil, cette analyse n'est que provisoi-
re; la théorie doit étre complelee mathématiquement et confronlée &
d'auires situations matérielles ou apparaissent des effets quantiques.

1) Analyse harmonique
(1,1)  Fondions de type postk

a)
Soit G ungroupe, m unefonction G—=C.

Une autre fonction n sera dite subordonnée de m ¢l existe une famille finie de
constantes complexes Cj et d'éiéments g dugroupe G tels que:

= E]
wg) = %Cick mg'99,) vg <G
La relation de subordination est réflexive ettransiive,

b)  définition
m est die de type posifif sitoutes les supordonnées de m prennent une
valewr 20 enldkmentneutre e dugroupe. Il estdonc clar que toute subordonnée de
m  estaussi de type positi,

Les défintions sulvantes (¢ et d) sontéquivalentesa (b):

c)
m est de lype postif ssi, vgi= G, lamalrice dont les éléments sont:

-1
mg, 9.
est hermitienne postive. :

d) 3 constiuction de Gelfand-Naimark-Seqgal :
m est de type poskif ssi il existe un espace de Hilbert H, une re-

présentation u de G dansle groupe unitaire UH) et un vec-
teur y de H tels que:

mg) = <y, u@y> ¥¢
Onpeut de plus supposer que y st un vecteur cyclique [ lespace vec-
toriet engendré par les u{g)y quand g parcourt G est dense dans H); avec

celte condition fe triplet 0, U,y est caractérisé par la. fonction m & une équ-
valence untaire pres.




® Toute forction  1m dlo bype positif vérifie ¥g e G
mie)=0
In(g) < m(e)
mg') = M)
f)
Le produtt de deux fonctions de type positif est de ype positf
g}

Une foriction n, complexe sur G, est dite conditionneliement de type
positifsi:

nig) = 1)
;C" =0 entraine iZk:t:'ic_k n(g g0z 0

cette propriété est équivalente 4 I suivante:
vaz0, lafonction m: m{g)=exp{a n{g)} estde lype positf.
Exemple:
"~ Soit X un espace de Hibert (ou préhilbertien) complexe; décomposons fa forre
hermiienne ¢>en g ¢f o réelles:

<> = gxy) + lelxy)
Surfensemble G= XxR, onpeutchoisirla loi de groupe
(x8) (.8} =(x+x', 5 +5" + 0(xX) )

Un calcul &léme ntalre monitre gue fa fonction ni:

n(xs)= 15 - A0
vérifie, silasomme des Gy estnulle:

— - 2 2
225 6ntey.) 512012 0o I+ e IS

donc quelie est conditionneliement de type positif ssi A = 1/2; la fonction m:

mx,8) = expl is- A<x, %))
est alors de type postifsur G

(1,2) Babks
a)
Nous appelierons états dungroupe G les forctions de type positif sur G qui sont
normalisées par fa condiion:
miey=1.

JI Toutétat m vérifie, queis que soient g, g dans G:
Imgg) - mgma)| <y 1-Im@ 1+ 1mg)f

Im(g) - m@)] = V2 Ae(i-mig" 9))

b)

Soit B(G) I'espace de Banach des fonctions cornplexes bornées sur G, muni de la
normé uniforme. :

B(G) estle dual d'un espace de Banach (4 savoir lespace LYG) si onmunt G de la
topologie discréte).

Pour la lopologie Bable de B(G), les fonctions B(G)->C :
b +— b(g)

sont cortinugs (v g = G) ; toute partie bornée de B(G) qui est fermée pour la topologie
faible est compacte pour celte topologie (théoréme de Tychonov-Alaoglu).

L'ensemble X desélals de G estune partic convexe et bornée de B(G);

K. estferrné pour la topologie uniforme et pour fa topologie faible, et par conséquent
fablement compact.

¢) Iméductibilté
Sott m unétatd'ungroupe G. Alors les deux propriétés suivantes sont équivalen-
tes:
m estun point exiré&malduconyexe X des états;
*  [areprésentation u associée a m{Cf(i14) est irréductible.

Grace authéordme de Kreinviman, X estle plus petit convexe fablement fermé
de B(G) contenant ces points extrémas.



d) continuké

Si G estun groupe topologique, unétatde G dont la partie réelle est continue au

point ¢ estupiformément continy; ces états continus forment une face du
convexe des élats:

% Jes états continus forment un convexe;

% si la demi-somime de deux états est continue, chacun l'est.

(1,3) Espaces & éals shalishiques

a)
Nous appelierons espace statistique tout ensembk X muni d'un groupe
G de fonctions

g %7
(T = tore =groupe U{1) des nombres complexes de module 1); G sappeliera groupe
statistique de X.

b)

Sok (X, G) unespace statistique; nous appelierons fonctions d’essaisur X
les limites uniformes de combinaisons lindaires complexes d'éléments de G; il est clair gue
l'ensemble des fonctions d'essal est une Cralgébre commutative.

¢)_Théoréme:
Sok (X,G) un espace statistique; nous appelierons état stolistique de X
toute fonction m: G-=€ qui vérfie, pour toute famille finle Cye €, G e G

—_ 4 2
0 < Z T ¢, mg g,) < sw | > c.0.ml
ik xeX &k
ainsique:
m)=1
{ 1 =fonction constante prenant ia valeur 1 = éément neutre de G).

L'ensemble des états stalistiques de X estune face faiblement compac-
te duconvexe des états de G.

d) Prolongement linéaire:

J
Powr qu'une fonction complexe m  définie sur G sok un état statistique, il faut et il
suffit qu'i existe une fonction w telle que:
* p prolonge m & 'ensemble des fonctions d'essai f;

-

[ )

* y est C-lindaire;
%y est posfive:

ph=D pourtoute f>0;
* 1 est bornée, et de nomme 1

10 = sup |1}

HE)=1;
ce prolongement est unique.

e) spedre

Du fak que les forctions d'essal constituent une Chalgébre commutative, résute
Fexistence d'un espace topologique compact S etd'une application X— 5, tels que touke
fonction d'essal | se factorise d'une seule fagon via une fonction continue frsur S:

X\IL) C
A *
f > f* &tant une bijection de tespace des fonctions d'essai sur celui des fonctions continues

str S (S est ke "specire” de l'algébre au sens de Gelfand). Les étals statistiques de X
peuvent ainst s identifier aux mesures posiives de masse 1 sur 3.

1) lransport
Solent (X,G) et (X'G) deux espaces statistiques. Appelons morphisme sta-
tistiqueé touteapplication A X+ X' telle que: v

gel@ = ¢+ AeG]

il est immédiat qu'on défink ainsi une “catégorie des élats statistiques™; que fimage par A
d'un é1at statistique m de X, définie par:

Alm)g)=m(g’ » A) vgeG

est un état statistique de G, et que kes états statistiques deviennent ainsi des objels "contra-
variants™

[BoAKm) = BAmM)



g)
Pour tout espace statistique (X,G) , la non-séparation de deux points de X par s

ééments de G est une équivalence, qui défint un espace statistique quotient
Q; les élats statistiques de X passentsur Q.

{1,4) exemples d'étals diatistiques
a) Dimc

Pour tout espace statistique (X,0), sttoutpoint x e X, I'"état de Dirac™ 8{x):

o SxXg)=9) VY9 eG
est un état statistique.

b) Probabiltés

Soft X unhespace topologique kecalement compact; on choisit comme groupe statis-
tique le groupe G des applications continues X—T

Si p estune 1ol de probabililé sur X {mesure postive de masse 1), la fone-
tionnelle m:

rig) = [ g(x) o0
X
est un &tat stalistique, caractérisant lamesure p.
Mais il peut en exister d'aulres - qui s'obliennent par 'axiome du cholx; si par
exemple X est 'espace discret i, le caractére xig), fimite de g surun ulrafilre de & non
convergent, estun état statistique,

c)
Sot X un groupe abélien localement compact; choisissons comme groupe statisti-
que G ke groupe dual, c'est-a-dire le groupe des caractéres continus de X.

3 Lethéordme de Bochner-Raikov nous apprend que a ransforviation de Fourier:

mig) = [ o d 00
X
met en bijection: '
* lesétats m de X qui sontcontinus pour i topologie de Ponltriagin de G;
* jes fois de probabilté p sur X.

Lerésulat (1,3, monre que dans ce ¢as kous les éhabs continus sont des états statistiques.

Dans le cas particulier X = RN, X s'identifie topologiquernent avec G enposant, ¥
w X eRn;

u:(x) - ei 0, x>
s1bien que la ransformation de Fourier s'écrit classiquement:
miw) = Je““""dp(x)
m est la fonction caractéristique” de ta loi de probabilté p.
La formiute classique:

]exp(1<w,x> Axif 72y & = (20 exp(flw}r2)
Rn

monlre que fa fonction w +— exp(-ko /2 est un état statistique; te théoréme 13,4, ou
un cakeut direct, montre donc que :

| s 2
0 s ;Zk T C, expllim -0, 2/2) s st,l(plzk:ck exp(i <w, ,x >)]

2) Espaces et groupes difféologiques

(2,1)  Espaces diftolgiques
a) Boubachique des plaques

Soit X unensembie.

On appellera difféologie de X la donnée, pour tout entier posif p, d'une famille
d'applications appelees p-plaques de X , telies que:



I} chaque p-plague estune applicationd'unouvertde R? dans X;
i) lencemble des mages des plagues recouwvre X;

iy sides p-plaques ont un prolongement commun, ke plus petk de ces prolon-
gements est ure p-plaque;

tr) si P estune p-plaque de X et A estune application de classe C® d'un
ouvertds RY dans def(P), P+A estune p-plaque.

Exemple: Si M est une variété de classe C=, onpeut munir M de sa difféolo-
gie de variélé, celle dont les p-plaques sont ks applications de classe C* d'un
ouvertde RP dans M. Cecivauten particulier pour les ouverts des espaces numériques
RN eun-mémes.

b)
Si X et X' sontchacun munis o'une difféologie, on dira différentiables les
application A: X X' lelles que :
P.plaquede X = AP plquede X' ;
ce sont les fiéches de la catégorie des espaces difféologiques.

Les isomorphismes de celfe catégorie s'appelieront difféomorphismes.

{Bien entendu ces défintions sont compatibles avec les définitions usuelles dans e cas des
variétés).
Réciproquement, si X est un objet de la catégorie, sa difféologic est caractérisée

par la propriété suivante: ses p-plaques sont les applications d'un ouvert de RP dans X qui
sont différentiables.

(2,2) Tansports de diféologies
a}

Si Xy et X, désignent deux difféologies d'un méme ensemble X, la premiére
difféologie sera dite plus fine que la seconde si lapplication identique de X dans X;
est difiérentiable - ¢ est-d-dire s'ily a moins de plaques dans la premiéte.

Celte finesse est une relation d’ordre surles difféologies de X;

fa diféclogie 1a plus fine de X sera dite discréte (ses p-plaques som les applica-
tions focalement constartes d'un ouvert de RP dans X).
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Deux paies duales: (b)-(b¥), ()%
b)

Si X estun espace diféologique, et A une applicationde X sur un ensemble X',
fa plus fine difféologie de X' pour laquetle A sott différentiable s'appellera image par
A de la dfiéologie de X (ses p-plaques sont kes suplA « Py), Py p-plaques de X; elles
sont dorc locatement relevables’).

On appeliera subduction d'un espace difféologique X dans un espace difféole-
gique X' tout surjection A:X-2 X' tefle que la difiéologie de X' sok Image par A de celie

de X. Alors une application Q: X'~Y estdifférentiable ssi Q.+ A estdiférentiable.

Ainsi tout quotient X' d'un espace diféologique X par une relation d'équivalence
peit élre muni de la difféologie quotient - celle pour laquelle la surjection canoni-
que XX est une subduction.

b*)

Si X estunensemble, et A une application de X dans un espace difféoiogigue
X', Ia moins fine diféologie de X pour faquelle A soit différentiable s'appeliera image
réciproque par A de fa diféologie de X (ses p-plagues sont es P tefles que A+ P
sok une p-plague de X).

On appeliera induction d'un espace difféologique X dans un espace difféologi-
gue X' toute Injection A:X-» X' teike que la diféologie de X soit I'mage réciproque par A
deceliede X' Alors une application P: Y- X est différentiable ssi A « P est différen-
tiable. '

Ainsitoute partie X d'un espace difféologique X' peut ére munide la difféologie
induite - celle pour laquelle Iinjection canonique X X" est une induction.

c)

Toute somme X = T X, d'espaces difféologiques peut éve munie de i difféolo-
gie somme, la plus fine pour laguele les injections canoniques Xy = X solent difié-
rentiables: ¢e sont alors des inductions.



13

c*)

Tout produit X = 1%, d'espaces difféologiques peut ére muni de la difféologie
produit, la moins fine pour laquelle kes surjections canoniques X -> X soient diffé-
rentiables; ce sontalors des subductions.

d)

Solent X et X' deux espaces difféologiques. L'enserble DX, X) des applica-
tions diférentiables F de X dans X' va devent lui ausst difféologique; la difféologie
fonctionnelle, ¢'est ka moins fine quirende différentiable I appltcatlon valuation:

(Fx)— F(x);

une application P d'un ouvert U de RP dans D{X, X'} estuneplaque sst:

o {ux) - M) & D(UXX,X'),
UxX éant difféologique grace a ch),

(2,3) Homolopie des espaces difféologiques

Soit X un espace diféologique.
a) .

Parmi les partitions de X, iten existe une {dont les ¢lasses s'appelieront compo-
sanfesde X)quiestcaractérisée par chacune des deux propriétés suivantes:

% Clestla plus fine partiion de X ensomme de parties;

& ¢'est la plus fine partition de X guirende le quotient discret
(atlention ! il s"agit de a discrétion difféologique (2,2,)}.

Deux points xq, X de X serontdits homotopes s'ils appartiennent & la méme

composante; il faut et il suffit powr cela qull existe un arc  F (application différentiable de
R dans X} telque F(0)=xg et F{1)=2x1.

b)

Si A estdifférentiable X 2 X', limage par A de chaque composante de X est con-
tenue dans une coimposante de X'

c)

X sera dit connexe s'il posséde une seule composante; les composarntes d'un
espace X sont les parties connexes maximales de X.

d)

Soient X unespace difféologique connexe; x un pointde X,
Appelons lacets de sommet x los arcs & tels que A(DA{1)=X; l'ensemble L de ces
lacets sera muni de la difféologie indulte de fa difféologie fonctionnetie.

Alors le groupe d’homotopie f(X) se définit comme l'ensemble des com-
posantes de L {c'est donc un quottent discret de L); sa loi de groupe est I'image dans ke guo-
tient de la loi partielle de L dite "juxtaposition” des facets. Changer le sormmet x remplace
le groupe par un groupe isomorphe.

¥ sera dit simplement connexe si l'espace L des lacets est connexe, ¢'est-

a-dresi Kq(X)=0.

e)
Par récurrence, on définkt le n-iéme groupe d’homotopie de ¥,

050, comme ke R,.q dune composante (arbirake) de l'espace L des lacets; R,0%)
est commutatif pourn 2.

(2,4) Goipes diféologiques
a)
Soit G un groupe; une diféologie sur G sera dite difféologie de groupe
si Fapplication:
99) — gy
est diffiérentiable {du produit cartésien G=G dans G).

b) _

Ungroupe G munid'une telle difféologie s'appetiera groupe difféologique.
Les groupes difféologiques constituent une catégorie, dont les fléches (D-
morphismes)sont les morphismes de groupe qui sont diférentiables.

c)

Tout sous—groupe H d'ungroupe diféologique G {munide sa dirféologie de
partie} est un groupe difféologique; si H  est distingué, le quotient G/ H, a la fois
groupe et espace diféotogique, estencore un groupe difféologique.

Pow tout sous-groupe H, l'espace difféologique G/ H s'appellera espace ho-

mogene de G; plus généralement, un espace diréologique sera dit homogéne g'il
et difféomorphe a un tel quotient.

14



Enparticuliet, la composante G de 'éiément neutre d'un groupe diféologigue
G est un sous-groupe connexe et distingué (et mérne invariant par touf D-automorphilsme?;
le groupe des composantes G/G° estdiscret.

(2,5) Exenplkes de groupes diféokogiques
a)

Un groune de Lie G muni de sa difiéologie de variété est une groupe diféologique;
et aussi tout sous-groupe de G, tout groupe quotient de G. _

J) timsile tore de Denjoy-Poincaré T, quotentdutore usuel T2 par un
emroulernent de pente irationnelle o est un groupe difféologique (Cf.2,7,0); T, et T sont
somorphes ssi o et P sont unimodulairement équivalents: e groupe des diféomorphis-
mes de T, se réduit aux ranskations - sauf dans je cas ol o est jrationnel quadratique
{ceci grace au théoréme de Galois sur la périodicité du développement en fraction continue).

b)  groupes de difféomorphistnes
Si X estunespace difféologique guekonque, k groupe DIf(X) des difféomor-
phismes de X sera munide fa moins fine diféologie de groupe quirende différentiable la

valuation {Cf(2,2,4)); une application P d'unourertde RP dans DIf{X) sera une p-plague
ssides applications

L — B
o (u.x (u)(x)

(1, %) — Pluypg
sont diférentiables (de def{(P)xX & X ).

c)

Si G estun groupe difféologique, le groupe Au{G) de ses D-automorphis-
mes est un groupe difféologique - comme sous-groupe de DIf{G). Les automorphismes in-
triews de G sontdes D-automorphismes; plus précisément, Fapplication Ad:

' AKg)(9) = 999"
estun D-morphisme G = AW(G);.
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(2,6)  Adions

Sok X unensemble, G un groupe difiéologique, A une action de G sir X, ¢esta-
dire un morphisme de groupe G —» X (X1 groupe des permulations de X).

a)
Nous dirons que A est une action différentiable (D-action) si X est
difféologique etsi A estun D-morphisme: G - Difi(X) .

Exemple: L
les actions différentiables usuelles ¢’un groupe de Lie sur une variete separee.

b) .
La plus fine difféologie de Tensemble X quifasse de A une D-action s'appeliera

difféologie de Klein; G sera dit groupe générateur de celte diféologie.
Lesplaques de X sort les applications relevables™
U —ATP{UX) Piplaquede G, xe X .
et leurs bornes supérieures. X est la somme des orbites de G, chacune diféomorphe a un
ecpace homogéne: le quotient de G par e stabilisateur d'un pointarbitrake.

c)

Un espace diféotogique X sera dit espace de Klein sisa diféologie possede
un groupe générateur; alors DIf(X} est aussi un groupe générateur.

exemple: tes yariétés séparées sont des espaces de Klein.

Toute somme, tout produt fini d'espaces de Klein est un espace de Klein.

(2,7) Hbrés principaux
Sok X et G unespace et un groupe difféologiques.

a)
J3 Nous appelierons fibration principale de X touteaction & de G sur X
telle que Tapplication:
(9,%) = (AgNx},X)
sot une induction de GxX dansXeX (Cf. (2,207}

Alors X s'appeliera fibré principal,G groupe sjruciural; les orbites de
G sappelieront fibres; l'espace quotient de X par fa parttion enfires serala base.

b) :
Dans ces conditions A est une D-action libre; pour chaque X, g — Algix) est

un diféomomhisme de G avec lafbre de x (munie de sa diiéologie de partie).
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Exemples(c)(d),(¢) .
c)

Dans le casolt G estun groupe de Lie, et ol X et sa base X/ G sort des variétés
séparées, celte défintion coincide avec la défintion usuelle de fibré principal localement
rivial.

d)
On défint une fibration principale A de T2 par Renposant:
AtYz, 2 )={ehz, ¢2")
pourvuy que o solt imationnel. La base est ke tore de Denjoy-Poincaré T, (voir (2,5,2).
JdLa classification des R-fibrés principaux de base T, dépend des propriétés arkhméti-
ques de o., diophantien ou non [iglesias; ke probiéme se raméne 4 I'équation d'Arnold]. '

e)
Sot G ungroupe difféologique; T et S deux sous-groupes emboRés:
. TcScG
tels que T soit distingué dans S.

Alors on obtient une fibration principale de Fespace homogéne G/T par le groupe
S/T enposant
AST)(gT) = gs°'T,
la base s'identified G/S grace alasubduction P: gT—gs.

La D-action canonique p de G surie fibré:
plO) (9T =09T

commute avec l'action A du groupe structural

p(9) + A(ST) = A(sT)ep(9);

Mgy9'S)=99'S
est équivariante par P avec l'action p sur ke fibré:

Pep{g) =Hg) P

Faction r de G sur fa base:

(2,8) BReyélemenls
Sott X unespace difféologique.

Nous appelierons revélqmem de X tout fibré principal X', de groupe structural discret,
tel que X sok difeomorphe a fa base de X.
a)

Si X est connexe, il existe un revétement simplement connexe (dit revéte-
ment universel), essentiellement unique; le groupe structural d'un revétement unver-

sel est isomorphe au groupe d'homotopie 1L 4(X) [Donate-lglesias].

b)
Tout egpace homogéne connexe X est diféomorphe au quotient d'un groupe simple-
mentconnexe G par un sous-groupe H.
Désignons akorspar H® la composante neulre de H:
H'CHCG;
ta fibration de G/H® par H/H® (voir (2,7,.)) fat de G/H un revéletment universel de¢ X.

R 10X) estdonc somorphe 4 H/H®.

c)
Enparticuller, si X est un groupe difféologique connexe, X est D-isomorphe au
quetient G/H d'ungroupe stmplementconnexe G par un seus-groupe distingué H.
Alors H° est distingué dans G, ¢e qui fak du revétement universel G/H® un groupe
difféologique; le sous-groupe discret HA® est une réalisation de T 4(X), H/AH® est invariant
et central dans e revétement; 1 (X} est donc commutati,

(2,9} Diféobogie forta
a)
Nous appellerons rayon d'un groupe difféologique G towt D-morphisme F.
R - G . Unrayon F, cestdorc unarc de Gvérifiant:
Ftsu) = Ft) F{u) YLueR;
I'ensemble des rayons s'appeliera €tofle du groupe.

Pour tout rayon F ettowt g =G, AdQ)+F estencere unrayon, ce qui défint
laction adjointe de G sursonéloile. '
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Exernples (b)(c):
b)

Si G estungroupe de Lie, ses rayons F sont enbijection avec les ééments F de
l'algébre de Lie de G par la formule:

Ft) = expt F)

c)
Nous appellerons vecteurs d'unespace difféologique X les rayons de DI(X).

Dans le cas oll X estune variété séparée, lesrayons F de DIfifX) sont effectivement
en bijection avec les charps de yecteurs F complets sur X,  par intégration de I'équation
différe ntielle associée; ce quis'écri:

Fty=exp(t¥).

Ces deux exemplent suggérent de définir I'e xponentielle comme Iapplication
i exp: Fr— F(1)
de ['éltoile dans le groupe.

d) Définition:

Si G estungroupe diféologique, la difféologie fortede G sera la plus fine difféo-
logie de groupe pour laqueile les rayons soient diférentiables,
Une application P d'un ouvert de RN dans G quise metsous fa forme:
Py = (w0} F(wdn)) go
| Fr..Ferayonsde G uy...ue D{def{PLIR), gpe G] estune plaque forte; toute
plague forte ect borne supérieure (pour e prolongement) de plaques de ce type.

e}

Les rayons de fa difféologle forte sont ks mémes que les rayons inkiaux, sibien que
le passage & la diféologie forte est une opération idempotente. G sera évidemment dkt
Tort si la difféologie inftiale colncide avec ta difféokgie forte associée.

Exemples:
* Les groupes de Lie sontforts.

% Une difféologie d'espace vectoriel, cest une diféologie sur un
espace vedloriel réel X telie que fes deux applications: _
(X, XV s X +x', (X,5)— XS
(x,x' e X,s e R )soient différentiables.
La plus fine difféologie d'espace veclorielsur X existe: c'est celle dont les plagues
P sontlocalement une somme finle:
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P(y) = 2 X, 8(0)

% € X, 5{u) eR, s, différentiables.

Alors tes formes lindaires et muttitinéaires sur X, & valeurs dans un espace vectoriel
difféologique, sont fotdes diférentiables; les rayons du groupe additf X sont les
applications lindaltés s— xs; la diféologie estforte.

f

Un groupe difféologique G serz dt fortement connexe sl est connexe
pour sa diffeclogie forte; ce qui équivautau fat que fes éléments de G solent des produits
finis d'exponentielies de rayons {(2,9,¢)).

ag)
Nous dirons que deux rayons Fy et Fp commutent si:

Fi(t)F{u)=F(u)Fy(t) vEhueR
ce qui équivaut au falt que I'arc produit F:
F(ty=F(t)FAt)
sok un rayon.

3) p-formes difféclogiques
{3,1) pJomes

a) pfomes classiques
Soient p et n deux entiers, X unouvertde RN, Par définion, une p-forme o

de X, cestun champ de tensewrs antisymélrigues de degré p, définisur X, dont kes
composantes
w(x}j.|

sont des fonctions € de xe X

L'image réciproque de w par une appiication diférentiable A 1 X'X {X" ouvert de
RM), cestla pformede X', notée A% o , définie par ka formule:
j |
Ma () = oA ol.. D
ol [ désigne la malrice jacobienne de Fapplication A au point x', et ol on applique ta
convention d'Einstein.
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b) pfomes diféologiques

Unep-forme d’un espace difféotogique X, ce sera par défintion une

fonctionnelle w, associanta toute plaque P de X une p—rorme (classiquel de l'ouvert
def(P) , notée

Prm
de soite gue sott vérifiée quels que soient P et A fa condition de compalibHité:
1Py APw = A%[ Prg)
(A* est défini comme ci-dessus ,a) ).

c) ' :

Si X estunespace diféologique, si B est une application différentiable de X dans

X', et i w estune p-forme de X', il existe une p-forme de X, limage récipro-

quede w par B, notée:

: B*w

définie par. :
PA{B*u]= [B+ Ptw pourtoute plaque P de X ;

avec celte convention (qui inclut tous les usages précédents du signe *), les p-formes de-
yiennent des objets "covariants” de la catégorie des espaces diféclogiques:

[B o C*w = C*{B*rw] si B et C sorntdifférentiables.

d)
En particulier, si X estune partie quelcondue de X', etsi w est une p-fonme de
X', nous appelierons forme induite par w sur X Fimage réciproque
. o,
I désignant 'induction canonique de X dans X'(Cf.(2,24%).

e)
Si A estune subductionde X sur X', limage réciproque par A est une applica-
tion injective:
Arap=Atwy = wy=w;

N
Les p-formes d'un ouvert de RN forment évidemment un espace vectoriel de
méme pour les p-formes des espaces drlfeobgrques Iz siructure vectorielie étant caracté-

risée par ke fak que Popération mage réciproque est linéaire.
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(3,2) Yalews dune forme
a)

Solent wq et wp deux p-formes d'un méme espace difféologique X; x unpoint
de X

Dans le cas des formes classiques ( X est alors un ouvert d'un espace numérique
Ry, ifrésulte de (3,1,2) que:

[0y (y=w2(x)] <= [Pro4(0) =Pra(D) por toute plaque P de X telle que P(0) =]

Dans ke cas général, le second membre de celte formule est une relation d'équiva-
lence entre wy ¢t wy, relation qui ne dépend que /u point xe X; la classe d'une forme w
selon celte relation pourra donc se noter w(x), de sorte que Féquivalence ci-dessus reste
vraie dans le cas général; 'objet w(x}s'appellera valeur de wen x.

b)
La valewr de A*w en x ne dépend de w que parsa valeur en A(x):
Wil AlX))= wp{AX)) = Are()= Atwy (x)
c) ,
Deux p-formes ayant méme valew entout poink sont égales
d)

On donne une structure vectorielle 3 'espace des valeursen X des p~formes en
postulant la linéariké de Fapplication "valeu” : w —s w(}) .

e)

Enparticulier, la valeurd'une 0-forme o de X en unpoint peut s'identifier
un nommiie, ce qui permet d'identifier les 0- formes avec ks fonctions différentia-
bles, selon farégle;

a(P{w)) = PAw(u) pourtoute piaque P ettott ue def(P);
avec celte identification, 'image réciproque s'exprime par:
Ako= A
f)

Sur une variété X, Ja valeur d'une p-forme en x peut s'identifier 4 un tensewr de
Fespace tangenta X en x.
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(3,3) Cakul de Cartan diféologique

a)
La dérivée extéricure
dw

d'une p-forme classique w estia |p+1]forme dont les composantes sont données par:
T A P T
b) dérivation diféologique

La dérivée exiérievure
o

d'une p-forme o d'un espace diféologique X s'en déduk enposant:
P*dw] = diPXw)] pourtoite plaque P,

c'est une [p+1)-forme de X;

c)
la dérivation extérieure o est une opération linéatre, qui cornmule avec 'image ré-
ciprogue:
Ardy = d Ake
et qui est bien entendu pilpotente.
dda =0

d)
Sur un espace difféologique simplement connexe, les 1-formes o qui sont fer-

mées (du = 0) sont exactes: il existe une D-Hfome « telle que o = dex; o est définie &
une constante additive prés par cette relation.

Sokent: o
¥ unespace difféologique,

F un arc de D(X.X), telque F(0)= 1y,
w une p-forme de X
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(D(X.X) estmuni de sa difféologie fonctionnelie); alors ()M, [gL{M.0.D:

e) produk intérieur
llexiste une [p -1} -fore de X, appelée produit intérieur de « parF, notée:
KF)o
qui est définie par ses composantes dans toute plaque P, entout point u de def(P):
PRFX(u) 1 = & ¥)— FHPY N e (0,u);
lindice 0 seréfére & la variable t; les indices ... varient de 1 la dimension de deP).
La valeur ¥Fjo{x) ne dépendde w que par wix);
F) estlinéaire;
Dans le cas p=1, l'dentification d'ure Bforme et d'Une fonction (3,2,e) condutt & Ia formuile:
KFlo () ={t — FHx)}w(0)
On pourra compiéter la défintion du produtt intérieur en posant {Fyw) = 0 dans e cas p=0.
f) Dérivée de lie
lfexiste une p-forme de X, appelée dérivée de Lie de w(pour lart F), notée:
Lro ou LiFle

d&finie par ses composartes dans toute plaque P entout point u:
PALE (.1 =da (IR« (1 feeos

L estlinéaire,

Ona identiquement:
g Lfo ={Adw+d () o

(formule qui se réduitdans le cas p=0a Lrw = (Fdw), et
Li do=d Lfo
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g)
S1 g estundifféomorphisme de X, ona:

(F)g*w = g* i(Adg) F)ow
L g*w =g*L{Adg) F)u
Notation: [Ad{g)F](t) = g« F(ty» g-1.

h)
Si u estune fonction réelle différentiable telie que u(D) = 0,ona;
i(Feyoo=u(0) i(F}w
LiFe W) w=u(0) L{Fw
St Fy et Fy sontdesarcs dontondéfinkle produtt FyFy par:
[FyFal{t)=Fi{b)«Fo(l)

i(FiFw =i(Fy)w+i{Fw
LR Fow = LR o+ LF)w

ona:

i)
Onsuppose que F prend ses valeurs dans DY) et on pose Fa(l) = Flt+a) «F(a)! ; alors:
[LEFw=0 pourtoa] = [Fo*o =0 pourtoutt]

5 en particuligr, si F estunvecteur,ona:
[Lro 0] & [FB*e =w pourtoutt]

b Nous dirons que deux arcs Fy et Fy commutentsi
FilGe Fu) =Fy{u)« Fof)y  ¥i,u
(Exemple: tout vecteur commute avec lui-méme); alors:
(F1) (F w = —iF2) KFy) o
LEVDLEFY 0 = LF2) LiFy) w
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4) Préquantification

(4,1) i

. Sot G ungroupe difféologique.

Désignons par Ly et Ry ks translations associées 4 un élement g0 Lg(9)=99,
Rg) =g'9"!, defagonque g—slg et g-—s Ry soientde D-actions de Gsw G On
a évidemmert Lge Ry = Ryelg = Ad(g).

Une p-fomme w de G sera die invariante a gauche, ousimplment in-
variante, si:
L[l *p=w V¥geG
alors:

a)
53 Powtoute p-forme w de G, il existe une seule p-forme invariante qui a méme

valeur que o eni'élément neulre e de G; celie p-forme, sottQ, estdonnée par la formu-
e

P2 (u) = [ +— P{uY! Pusv)}* w (0)

valable pour toute plaque P de G, tout u e def{P). Dans celts formule, i peut élre com-
rode de désigner la variable muette v par la notation &u.

b)
Les p-formes invariantes constituent un espace vectoriel;

c)
pour toute p-fome invariante (& gauche) o et towt g e G, Rg*{w) estencore inva-
riante (& gauche); lafomule:

r(g)(m) =Rt = AKG Yrw

définit une représentation lindaige r de G sur Fespace des p-formes invariantes; dans

le cas p=1, celte représertation sera dite coadjointe (pour un groupe de Lie, C'est
effectivement fa représentation duale d¢ la représentation adjointe).

d)

La dérivée dm d'une p-forme invariante w estune [p+1]-forme invariante.
Ceci donne évidemment naissance & une cohomologie qui, dans e cas particulier d'un
groupe de Lie, s'appelle “cohomologie de lakebre de Lie”.
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Soit w une p-forme invariante sur G, F unarc de G {F{0)=¢), akors la dérivée de

Lie:

L{Ad * F)(ﬂ

est encore invariante,

(4,2)

Espaces quantiques

a) Définition

Nous appelierons espace quaniique tout espace difféologique = qui vérifie
les axiomes 1, ii, iil, iv  suivants:

i

i

iiiy

= estfibré en cercles: il existe une fibration principale A de = parle

tore T.
Nous noterons :

* o levedeur de =0 afty = A(eR) ¥I eR;
cercie( &) I fibre d'unpoint § .

*

est muni d'une i-fonme » (forme quaniique), reliéed o par
Lisyw=10
i) w =g

{§ - fonction constante prenant la valeur 1).

m

—

= est engendré par ges automorphismes, dans ke sens suivant. Les
diféomorphismes g de = qui vérifient ks conditions:
qrwe =w
qeAZ) = M2)eq vz el
s'appelleront quantomorphismes, et constiuent un goupe noté

Quanl(z); l'axiome demande que Quant=) agisse fansRivement sur = et soit
générateur de la difféologie (2,6,b).
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")
JJ Lapplication moment ¥, définie par:
L@=qt)  vies, vqeQuanls)
¥(g) =L e vies

¥ =W(E) = cerclelt)=cerclel)
(L Iraplication réciprogue résulte des axiomes précédents).

vérifie:

b)
Si = estunespace quantique:

* I'image de A {oude w) estégale augentre de Quank=);

* vte=, ona: -
AAE(E)] = oy
wy désignant la t-forme invariante standard dutore:

wy(ZX62) = &2/ 1
(abus de notation sans ambiguié); on peut aussi défink wy comme la forme invari-
antesur T quicoincide en 1 avec ¢ 2 —— Re(2/)]

c}  Exemple d'espace quantique:

Sot = une variété séparée connexe de dimension impaire, munie d'une forme de
contact @ : 1-forme telle qu'en tout point & les valews oft), dweft) (qui sont des ten-
seurs de 'espace vectoriel tangent) vérifient la condkion:

ker{ w{ £) )N ken( da( &)= O

Supposons aussi qu'il existe un vecteur o qui vériiie les condiions if) ci-dessus
{alors o estdéterminé par w, C'est le Yecteur de Reeby. Supposons erifin que, pour tout
tez

[adtit)=t] < [te2nZ];
alors il existe une fibrationen cercles A de = définie par.
Aet) = ofl),
= est un espace quantique (ks axiomes i, iv deviennent des théorémes), nous direns
que = estune variéié quantique.
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(4,3)  Growpes dynamiques

5ot = un espace difféologique, fibré en cercles et muni d'une 1-forme w , de sorte
que solent vérifiés les axiomes i et i) des espaces quantiques (4,2,6);, SUpposons qu'tl exis-
te un groupe G, muni d'une D-action p sur =, de sorte que:

it bis)
Gagtlranstivementswr = etestgénérateur de fa diféologie;
Powtout ge G
Pl w= o
plo)e A2y = A(Z)epl) v2eT
iv bis)

Lapplication moment réduit ¥, , définie par:
w8 = [g—plgXE))* o

¥, &) =¥ £y = cerck(t)=cerclet)

vérifie:

Alors = est unespace quantique. La vérification des axiomes (.2, i et iv) est immédiate,
comptle tenu du fait que
w8 = pH¥R) vies

(¥ :moment défini en (4,2,a1).
Nous dirons dans ce ¢as que G est un groupe dynamique de = . Tow
espace quantique = posséde au moins un groupe dynamique,  savoir Quani(s).

Soktdonc G un groupe dynamique g'un espace quantique = . On a alors (a), (b),
(€} (). (e}
Q)

vies, WAL) estune 1-forme invariante de G

b)
¥, vérifie larefation d'équivariance:
Woop(g) = Mg ¥,

r gésignant la représentation coadjointe de G (4,1}, I'mage W,(=) est donc une orbite
coadjointe X de G.

c)
Munissons l'obe X de la difféologle de Klein attachée 4 laction de G; alors
¥, est une stbductionde = sur X , etfaktde X lbasedufbrés.

d)
Sok S lestabilisateur d'un point X de X:

5={seq / nsfn=x };
il existe un caractére x de S, définipar:

Ax(8)) @) = p(sKE) st ¥, ()=x;

y estune subductionde S surlketore T; ona:

roy = X
Xg désignant ka forme indule par x sur S.

e)
il existe une 2-forme fermée de X, o, définie par:
‘{-’p*u = du;
vxe X, o vérifie:
fg +—T(gX0]* o = o
relation qui caractérise o indépendament de I'sxistence de =;
o estinvariante par Faction coadjointe:
ngy*oc=o pourtowt ge G
Exemnple:

Prenons fe cas d'une variété quantique =, avec G =Quani(=); alors (X,0) est une
variélé symplectique.

(4,4) Quaniiication des obites

5
Péciproquement, tout espace quantique peut étre reconstitué 4 parti de F'orbRe
coadjointe associée d'un groupe dynamique. Plus généralement:

Scient G un groupe diféologique, X, une 1-fonme invariante de G, X forbke de
Yo dans lareprésentation r (4,1, S le stabilisateurde Xp, ¥g .laforme induite par x sur
S. Munissons X de la diféologie de Klein. On a dans ces conditions (a),(b){c):
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a)
S'itexiste uncaractére + de S telque:
y estune subductionde Sswr T ;
Xg =y* oy
nous dirons que torbite X est quantifiable.

Alors les autres caractéres ' vérifiant ces conditions sonk tous donnés par fa

formle:
()= x(s) «(s5°)
¥ étant un caractére quelcongue du groupe discret $/5° (S° = compoesante neutre de S),

b)

¥ élantainsi choisi, il existe un espace quantique =, uneaction p quifatde G un
groupe dynamique de =, de sorte que X soit limage de =  par application "moment
rédut” ¥,, etque solent vérifides les relations (43,0 e) ci-dessus.

On conslrult cet espace quantique par les formules explickes suivantes {Cf. (2,7,e)):
Posons E=keny), = =G/2; ilexiste une fibration principale A de = caractérisée par:

A(y(S)YE) =95 Vge G, ¥5e 3
une 1forme w caractérisée par :
[9r—ogI* w=x
A et o fontde = unespace quantique;

laction p de Gswr =:

~ plogD)=99E
en fak un groupe dyramique;

v g9eQ

fa projection ¥, de = sursa base X estdonnée par:
¥l 9Z) = R9)%) vgeG

c)

Celte conslruction est essentietiement unique, dans le sens suivant.
Soft(=', w' ") Unautre espace quantique de base S, admetfant G commg groupe dy hami-
que. Alors fes conditions 1) et i) sont équivalentes:

i) Wexiste undiféomorphisme F: = =’ tel que:

* w=F*ygp'

* Ad(F)ect =o'

* AdF)ep =p’

i

* lesobles ¥, (=) et ¥, (2 sontégaks;

* enunpoint xde cetfe orbite, les caractéres y ety sont égaux.

d)  Exerwle de quantiication:

Sok X unespace de Hibert (ou préhibertion) complexe; munissons-le de sa plus
fine diféologie d'espace vectoriel réel (2,8,) ; nous appellerons groupe de Heisen-
berg espace difféologique produl G =X xR munide 1a loi de groupe (1,101

{x,8)(x,8") =(x+x', s+8"+o(x X ));

(<,>=g+ic); Gest un groupe diféologique (un groupe de Lie si dim(X) <co); it est fort et
simplement connexe.

Sot ¢ lafonction {xs)—s etsot x, la 1-forme invariante qui coincide avec
dp en(D,0).
Pour calculer X, 1sulft de calculer laforme 1% xg induite sur un sous-espace vec-

toriel de dimension finke du produtt cartésien G (parce que toutes les plaques de G prennent
localemnent leurs valewrs dans un tel sous-espace). L'utilisation de la formule (41,4} donne:

Pxxg (%8} (8, 88) = 85-0(x,8%);
puisque le résuitat ne dépend pas du choix de [, on poura oublier d'éerire 1%,

Le stabilisatewr S de ¥y dans la représentation coddjointe est (0,R), e seul carac-

tére x quantifiant f'orbite de xgest:
x08)=¢";
ke noyau I estdonc (0, 2nZ ), I'espace quantique = s'identifie difféologiquementa X x T,
fibré trivialernent par; '
A (X, 2=, 227,
factionde G sur = estdonnée par:
ps) (¢, 2) = (x+x', eils+olnx)] 2°y;

Fapplication moment réduit, ¥, , estdonnée par.
W, (x,2)(x',8) (8x', 887 = 85" ofx", 5x)- 20(x, 8%
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ta forme quantique o s'écrira avec un peu de laxisme:
w(X,2)6x,82) = &z2/12- ofx, &),

la 2-forme (4,3,¢) (notée ) estdéfinie sur la base (identifide icid X) par
G 0B (E%) = -20(8x, 6%)

{4,3) Cas des obites  simpliciales
Sott G un groupe difféokogique, X une orbite coadjoitle.

HNous dirons que X est simpliciale si, pour unpoint xe X, il existe un fonction ¢,

diférentiable sur G, telle que les formes X et o coincident en e {celte propriété ne
dépend pas du choix de ).

Exermples: le cas précédent (4,4.4); e cas ol G est un groupe de Lie.
Dans ces conditions, on a les résultals (a), (b), (<}, (d) suivanis:

a)

Laforme xg induite par x sur le stabilisateur 5 de x est fermée; nous dirons que
Forbite est nilpotente si xg=0.

b)
Soient 5¢ la composante neutre de 5; 8 son revétement universel, P fa projection
de 8 dans S; alors Fimage réciproque de x5 par P estégale d
dA '

A &tant un D-morphisme 8 > R qui est caractérisé par cette propriété;

c)
limage par A du groupe d'homotopie T4(S°) (CF. (2,8,6)) est un sous-groupe de R,
qui e dépend que de l'orbite.
L'othite sera dite entiére si AR (5%) C 2nZ ; il existe alors un caractére x de
S défini par
%o(8) = exp{ LA(PYS))) vse§;
d)

Pour que Torbite sok quantiiabk, il est nécessarre qu'elie sok gnkiére et non pilpo-
tente; afors un caractére y de S quantifie X si et sevlement skii prolonge xy. Bien entendu

14

I'existence d'un tel prolongenent est soumise 4 la nullité ¢'une certaine obstruction cohomo-

fogique.

(4,6) Hamiloniens
a)

Soit = unespace quantique, G un groupe dynamique de = (notations (43)), ¥ la
base de =, orbite coadjointe de G.

Considéronsunarc F de G, lelque F(0)=e; posons:
h=i{peF) w

h est une fonction diférertiable sr = que nous appelierons hamilionien (associé &
F). Cette fonction vérifie les propostions (b} .. . (h} sutvantes:

b)
Le hamikonien s'oblient aussi par la formule directe :

hE)=Fr ¥, () (0)  Vee=

olt on identifie canoniquement la valeur en 0 d'une 1-fome de R avec unréel; la fonction h

vérifie:
h{p(d) (4)) - hi&) = KAd+ F) ¥, () (¢) ¥geG, Le=
dh = - i{p+F)do
c)
lexiste une fonction W', définie sur X par
h=¥ ¥,
ou:
n{)=F*x(0) V¥xeX

formule qui nie met en je que lorbite coadjointe (et non l'espace quantique); h' est
différentiable sur. X et vérifie:

h'{rg) () - K'(X) = i(Ads Fyx(g) vgeG, xeX

dh' = -i{rFo

et

r désignant faction coadjcitede G, o Ia 2-forne “symplectique” définie en {4,3,9)
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d)

Pourtout g &G, le hamiltonienassocié & Ad(g)eF estégala hep(g)
e}

Le tamillonienassociéa FV { F-Y=FY-!) estégald -h;
f)

Si hy et hy sont ks hamiltoniers associés 4 Fy et Fy, le hamittonien associé au
produt FyF, estégald lasomme hy + by ;

Q)

Nous dirons que deux rayons F, ¢t F, de G sont en involution si
poFy et peFy commutent, ausens2,9,g) (il suffit évidemmentque Fy et F, com
mutent).

Soit hy le hamikoniende F, . La condition:
) , i(p +Fy)dhy =0
estéquivalente a la suivante:
hy est constante sur les orbites de l'action p+Fy de Rswr =

el nécessaire pourque Fy et F, soienten involution.
h}

Supposons l'orbite X simpliciede. Solent Fy et Fp deuxrayonsde G, hy et
hy leurs hamiltoniens; afors:

[hy=hy] <= JpsFy=9pF]

[Fi et F; eninvolution] <=> [Kp +Fy)dhy =0] <= [i(p +Foydhy =0}

i}  Exempie dhamitonien {en dimension pas récessairement finie):

Toutrayon F dugroupe de Helserberg G (44,4 5'écrit:
F={xt,st)

(x,5) étant unpoint de G.  Ceci monre que tapplication “exponentielie™ £ r— F{1) est
une bijection de I'étoile de G avec G.

L'orble étant simpliciale, fapplication  F +— h est nécessairement injective; le
cateul donne la yaleur de ia fonction hamiltonienne h associée a F:

hie',z2)=5+20(x, %)
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ce qui permet de contrdler lnjectivité; quant a la condition d'involution, onpeut 'écrire:

u-(x'l J XZ) =0

S) Quantification

(5,1) Balsquanliques
Soient = unespace quantique, G un groupe dynamique de = (defindions el

" notations (4,2),64,31);

Unétat m de G (Cf{12), cestpar définiion une fonction complexe sur G qui
vérifie d'uri part.
mie}=1

et d'avire part, pour toute familie finie G, e€, g, €G!

0= ;; T,C, ™9, 9)

a} Définttion:
J3 Nousappelierons é1al quantique tout éat m de G vérifiant aussi i condi-
tion suivante:

Chaque fois que Fy estune famille finie de rayons de G gqui commutent deux
A deux 294, onav GeC:

- in @, 2
2 e mF (1) F 1) < s Izk: coet |

i,k

les hy désignanties hamiloniens des Fy; )
le premier membre est évidemment réelpositif dufaitque m estun etat.

b)
Si m estunéat quantique, etsi g e G, la fonction
msAdg)
est encore un état quantique (parce que le hamikonien de Ad(g) «Fy estégala by «p(g)
{454). Plusprécisément, G agisir lensemble Q des étals quantiques par: -
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g [m — m ¢ Ad(gT)]
¢) Théoréme:
* Pourtoutrayon F de G, etpourtout état quantique m de G, la fonction
meF
est un état statistique de la drofte réelle (pour sa slructure statistique (1,4.)).

* Si me estcontinue, meF est la ransformée de Fourier d'une loi de probabilité
pdeR: '

gt

mFY) = [ duw)

* JJ Sile hamiltonien h de F estborné:
)< B vies
meF  estcontinue et le supportde p estcontenu dans la fermeture de h(E).

Bemarques:

* Dans ce dernier ¢ag, puisque le supportde i est compact, Ja forction b F o est
anaktique réelle (4 valeurs complexes).

* Onvoltquunétat ¥ dontle hamiRonien prend une valew cohstante 2 vérifie:
m{F(t)} = expfiak)

pour tout état quantique m . La premiére inegalite (1,2, monle alors que:

5 m{F({) g} =m(g F{Y) = exp(iaty m(g)

¥m quantique, vgeG vteR

d) Rektions dlincertitude

Soft F un arc guelcongue de G, m un état de G. Supposons quée la foriction M.k
adnette au point 0 un développement limité & l'ordre 2. En utilisant le seul fait que fes
valewss de meF appartiennent au disque unité, on constate quil peut g'écrire sous la forme:

meF () =1+igt- (@2 + @2+ i€) /2 + of?)
p.8.% éanthoisréels( @z 0). : '

Dans lecas ol F est unrayon de G, meF est de type positf sur R, puisqu'elle est

continue & Foriging, elie ¢st continue partout (1,2,4), donc transformée de Fourier d'une loi

de probabifité p . l'existence du développement assure Texistence des moments jusquay
second ordre, et le ¢calculmontre que:

@ = valeur moyenne de
&= écart-type (standard emor) de p
=0
1a deuxiéme inégalité (1,24 montre que Ik vérifie une condition de Cauchy:

ro(F(R) - n(FE)! < a2 jr-t1

Supposons mairtenant que F soft le produtt FyF, de dew rayons Fy etF,, etqueles
tros fonctions M« , meFy , MF, admetient des développements; la premiére inégalité
(1,25}, appliquée & g= F4(D), g=F,(t) , donne les refabions:

P=@i+P:
W< (G+F )+ @) -0+ T4+ 82)(F-0+F) (8, -F)
d'olt:
€l < 2816

Placons-nous maintenant dans le cas du groupe de Heisenberg (44,1 ; les rayons Fy

et F, s'écrivent
Fi) =k, 548

onremarque quée les rayons Fy et 4
, R0t (Brs)t)  #W=(0, 001, %))
sont liés aux précédents par ldentite:

Fi) Folt) = Fad) 3(2). ,
Supposons que les trois fonctions meFy, meF2, meF; admeltent des developpements a lordre
2 etque I'état m sol guantique.
Du fait que ke hamiltonien de ¢ prend fa valeur constante a = o(xy, Xp), il résulte

que  m{S(t) = elet; 'inégalié (12,2) monire que:
m{ Fy{t) Fa) ) =m{Foh) ) exp(iat?)
d'oli fe développement limité:

Fat) = (x3t, sab);

m{Fi{) Fa{B)= 1 +itRy- (Ba2+832-212)B/2 + o)
et Inégalité ci-dessus  |g] < 28,8, séait

5 ® (®22 Io(x1, %) S

cette relation d’incertitude relie les écartstypes &4 ot @, dans le cas ol Fyet
F, ne sont pas en involution ; elie ne dépend pas du choix de m pami les étals quan-
tiques.
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{5,2) Représeniations quartiques

a) Théordme:
*  Les étals quantiques forment une face @ du convexe des états;
*  celte face estfermée polr |a convergence uniforme; '
= J3 tout &at subordonné & un état quantique est quartique.

b)  Coroliaire:
Si u estlareprésentation unitaire de G associée & un état quantique m
par la construction GNS (1,1,d):
MY = <y, ug) y> v9eG | y cyelique
tout vecteur untaire ' ( [y’ || = 1) duméme espace de Hibbert H fournt un état
m:
mig)= <v',ug) y'> ¥geG
qui est lui aussi quantique (c'est une limite uniforme de subordonnés a my.

y' seraditvecteur d’étatde m'.

c)

On peut énoncer ce résultat en définissant la classe des représentations
quantiques de G: ce sontles représentations unitaires cycliques telies que, pour tout y
unitaire {resp. pour un y unitaire cycligue), 1état m

mig)= <y, u(g) y> vgeG
soft quantique.

il est clak que les &ats m .+ Ad(g'} engendrent fa méme représentation quantique
que m, a une équivalence unitaire prés (Cf.{1,1,4)).

d)
Toute représertation quantique U fournk d'autres étals quantiques, qui ne sontpas
ass0cié 4 un vecteur d'état ot qui seront dits "mélangés™ ifs sort donnés par a formule:
m(g)= T u(g) b) . )
D &ant un opérateur & race self-adjoirt, posttl, de trace 1 (opérateur densité). en
effet fa décomposition specrale de D fat apparaiire m comme limite unforme de bary-
cenlres d'élats quantiques.

e}
Soit H un opérateur self-adjoirt. Pourtout réel j, l'opérateur
¢ -fH
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est seff-adjoint postif, supposons qUe ¢¢ sokt un opérateur 3 trace pour une certaine valeur

Bo de [ (ceci exXige que le spectre de M sott discret et borné inférieursment, que les

dimensions des sous-espaces propres soientfinies). Alors e#H estencore un opérateur &
trace pourtout = iy ; on définira donc une famille d'états quantiques indexés par § en
posant

Tuge™)

m, (g) = TLADE_)
b e ™

(états de Gibbs); Ik limie (uniforme) m,, est encore un état mélangé; son
opératewr denské vaut Ty/r ; T  projecteur speclral associé 4 s pius petite valeur pro-
prede H, r rangdeIl;.

f)

Soit m un état quantique, u I représentation quantique associée, H  l'espace

de Hilbert corespondant; F unrayonde G.

Quelque soit g dans G, Ad{gkF estencore unrayon, meAd(q) un état quanti-

que. Supposons que la fonction de type postif sur R

fiie A G)eF

soit continue pour tout g.

il est facile de monlrer que celte proposition est équivalente a 'une des qualre suivantes:

* {3 continuté de m'F pourtout état m' subordonnéa m;
* Ia continuité de Ia fonction tr— <y , W(F(L) ¥ > quetque soit ye 3H;

% La continuité en nome de chague application R +— H:
be— u(F{t) ¥

xJ) Lexisterce et Funické d'un opérateur self-adjoint H de H. tel
que:

yFY= ettt vieR
{théoréme de Stone).

Notonsalors TT la mesure spectralede H (4 valeurs dans les projecteurs

de H); pourtout vectewr unftaire y, Fétat quantique associé m vérifie :

m(FDY = | el d<y.Tw)y>
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ce qui exprime la ki de probabilé p dont meF esttransformée de Fourier, sous forme
d'intégrate de Stielies, en fonction duvecteur détat v .

De méme pour 'état mélangé associé & un opérateur densité D:
M) = [ exp(oy d Tr(1w) O)
Cefte propriété estvralke en particulier, quel que solt m, si la fonction hamikonienne

h est bornée: lethéoréme 5,15) relatif au support monfre que dans ce cas le spec-

tre de H estcontenu dans la fenmeture de limage de h ; eten particulier que H
astborné.

g)

On constate facilement que , dans k convexe K des étals, le convexe Q des
étals quantiques estfermé pour la topologie faible (Cf.q1,2), donc fablement compact. Le
théordme de Krein-Milman nous indique dong que @  est le plus petit convexe fablement
fermé contenant kes points extrémaux de Q.

Sok m untel pointextrémalde Q ; parceque Q estunefacede X , m est

aussi extrémal dans ¥ ; par conséquent la représentation quantique associée a m. est
fméductible ( Cf.11,2,)).

De phus 'état quantique associé & chaque vecteur d'état est encore extrémal (parce
que tout vecteur unitaire est cycliqus etengendre ka méme représentation).

(5,3) Exislence délals quantiques

Nous venons ¢ indiquer quelques propriétés de l'ensemble Q des états quantiques
d'un groupe dynamique G; encore faut-l que Q ne soit pas vide - ce qui narien d'évident
a priorl. C'eet pourquoi nous alions étudier deux exemples (a) et (b) ou on peut effective-
ment exhiber un état. Dans ces deux cas, done, il existe au moins une représentation
quantique iréductivle.

a) “spin”
Sot p un entier posity. Désignons par €, le groupe multiplicatif des racines
p-iémes de funité.
Dans l'espace hibertien €2 des malrices-colonnes complexes a deux éiéments,
considérons ja sphére 53 des y vérfiant
<y y>=1,
rmunie de sa difféologie de variété.
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Achaque yeS3, associons le p-uple de points de $3:
L= ch
On définitainsiunensemble =, que Fonmunit de fa diféologie quotient de celle de 53 ;
par hypothése, yr—st est une subduction S3—»= . Pour p=1,= est la sphére 53 elle-
méme; powr pz2, = est une variété de dimension 3, dite “espace lenticulaire”.

I existe une fibration principale A de = par le tore, définie par:
AZPXyCp) = wzCy
etune 1-forme o de = |, définie parson image réciprogue o' surS? |
w'y) (y)= <y by > p/i
les axiomes i) et i} des espaces quantiques (4,2,e) sont faciles a vérifier.

li est clai d'atire part que ke groupe G=U(2) des malrices unitaires de format 2x2
admetune action p sw =, définie par:
P(9) (¥Cp) = [9¥]C,
que celte action est ranskive et génératrice de la diféologie de = , etquielle respecte
fioration et la forme w (Cf (4,3, 5bis)).
L'application moment rédult ¥, peuts'écrire.

¥ Q63 =Tr(Ggyy)p/i
ol la notation

m
désigne fa conjuguée de la ransposée d'une malrice complexe m .
Cette formule monire que [a 1-forme W, (2} ne dépendde § que par la malrice
dyade
vy .
etla caractérise. Lesaxiomes (4,3, fbis & ivtis) enrésullent: = estun espace quantique,
G ungroupe dynamique.

Labase X peuts'identifier 3 la sphére S2 plongée dans R3; il suffit d'altribuer & un
point % ks lrois coordonnées:
X = Tr{ ¥ Y)
formule ol kes oy, désignentiestrois matrices de Pauli:
‘ [ 9 - 0

°1=(| u) "2""(‘: 1;) °?=(u -1)



base de 'espace vectoriel réet des malrices hermitiennes de race nulle. Les ¥, sontbien

les coordonnées d'un point de ka sphére unité 52 , et caractérisent effectivement ¥, (%)
par [a formule:

3
- 1
vy =l Do
olt | désigne la malrice unlte.
L'action coadjointe de W(2) sur S2 se fak par rotations; la forme symplecticue
invariante o peut donc s'écrire, avec un coefficient s & déterminer:
o{x} (Bx)(6'X) = s determinant{x, &, §'%);

ke calcul donng:
s=p/l.

Etudions maintenant les éats quantiques m de G.
Tout rayon F de Gestdonné par la formule:

F(t = exp{icat)
O étant ure malrice hermitienne; te hamittonien associé h vaut
h(yCp} =<y, 2y > p.
Dans le cas Fy. =], ks forction hamiltonienne est corstante etégaled p , si
bien qu'on a nécessairernent (Cfis,1,c)):
m{F()) = exp(ipt)

.Dans le cas Fpo = 04/2, e hamilonien vaut:

. h(’!"cp:‘ =S¥
el par conséquentona !

m(F,0) = | expliot) )

p éant une loj de probabilké dork le support est contenu dans intervalle femné [-s, +¢] .
Il est immédiat gue I'ona

Fo{2m)=Fy(m}
Golrésulte

J exp(2in.w) dp(@) = exp(ip 1)
puis, en prenant la patie réelle:
Islnz(mu) dp{w) =0
si p estpair,

Icosz(n w)dpfw) = 0

si p estimpair.
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La forction continue posttive sin(nw)  [resp. cos?(nw)] dork lintégrale est nuile doit
s'annuler sur ke supportde p ; il en résutte que ce support est discret et contenu dans
lensemble:

[-s,-s+1,. . .51, g

On peut effectivement rouver un état quartique en remarquant que, pour tout vecteur
8 de 5% Iafonction m:
mg)=«<9, 9>
estun étatde G; doncaussi, grace a(1,10, lafonction my -
myg)=< 8, go>P
quivérifie my(Fy() = exp(iph).  Une vérffication ékmentaire montre que m, est bien un
état quanticue.

La représentation unaire de G associde, U, , estdonc une représentation
guantique de G; 4 un isomorphisme unkaire prés, U, est indépendante du chox de 9.

J3 lestclair quil existe un aulre groupe dynamique de = , dsavolr SU(2), sous-
groupe de U(2), munide laction p induite de la précédente.

Les raisonnements précédents peuvent se transcrie, a lexception de ceux qui
mettlent en jeu le rayon Fy, qui mappartientpas 4 [‘étoile de SU{2}. Ce qui survi, dans ce
cas, de 'analyse ci-dessus des états quantiques, ¢'est qu'ils associenta fa fonction hamitto-
nienne  SXy une mesure dont le support est contenu dans:

: 1
[5,5¢5,. .. s-%, 5]
(ceciparce que F, estpériodique de période 4m). De fak, pour SU(2), les représentations
U, ke[1, ...p}, sonttoutes quantigues.

b) " Relations de commutation”

Soit X unespace de Rilbert {ou préhibertien) complexe.
NoUs avons donné ¢i-gessus (444) une structure d'espace quarntique au produt = =
X xT: G= X x R aété munidune structure de groupe difféoiogique non cormutatif.
(x,8)(x',8")=(x+X",5+ 5" +alx,X))
{groupe de Heisenberg) etd'une action dynamique ¢ sur =.

Nous avons monté dautre part (1,16 gue lafonction mi

mix s} = exp( is - X [{2/2)
éait un éat dugroupe G. Yérifions que m estquantique.
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Considérons une famille finie de rayons F,  qui commutent deux & deux; on sait
que chaque rayen s'éerit
Fu® = (et 559

{(.5) e G; la condition de commutation s'écrivant:

°("i K )=0,
les hamittoniens h, sont donnés par:
(X, 2) =8 +206( % , %),
compte tenu de ces retations, ainsi que de fa formiutle:

ol ¥, ¥ Y=q{¥%, X
linégalité & vérifier se réduita:

2_6:0'( e-g(pyxl,x.‘-xllw < sup Iz Ckeig[xk,x] IZ

il suffit évidemment d'établir celte inéglité lorsque la, varlable ¥ parcourt lespace vectoriet
réel E dedimensionfinie n engendrd par ks % ; la forme bilindaire induite par ¢ sur
E luiconfére une structure euclidienne; le choix d'une base orthononmale raméne linégali-

té dans l'espace euclidien RN or celie-ciy a été Stablie en1,4,¢1.

L'état m , ainsi que towt états subordonné m' |, associe & chaque rayon F une
forctionm'sF  qui estanaivtique réelle; i en résuke immédiatemeént que les relations dincer-
titude {5,1,d) sontvalables pour tout couple de rayons Fy, Fy .

Un calcud simple monlre que l'étal  m associe aurayon F:

Fit) = (t, 58)
une loi de probabilité (gaussienne) dort la yaleur moyenne est:
. 8 =s
et I'écart-type
g =lix|i;

La refation d'incertitude associé s'éert donc:
Y] = lo0c, )
Fétat m a donc la propriété suivante: la limite_inférieure de 1a relation d'incertitude
est effectivement atejnte (par exemple six’ = xi).

JJ Réciproquement, ceci indique que Ia refation d'incertitude (5,14 ne pett pas élre
"améliorée” par un factewr =1 que l'on affecteraitau second membre,

YyxeX;

L'existence de I'état quantique m assure l'existence d'une représentation quanti-
que u dugroupe de Heisenberg — qui jui est associée; il est inmédiat que les condi-
tions (5,2 sort verifiées par m etpartoutrayon F, si bien qua toutélément :

(xsyeG
est associé un self-adjoint H  vérifiant
udt, =t vteR.

Dans e cas ol la dimensionde X estfinie, u estla représentation de

schridinger; c'est la seule représentation iréductble continue du groupe de Lie G.
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